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磁电弹性材料中含有带四条纳米裂纹的
正 4n边形纳米孔的反平面断裂问题*

杨东升    刘官厅†

(内蒙古师范大学数学科学学院, 呼和浩特　010022)

(2020 年 6 月 4日收到; 2020 年 7 月 26日收到修改稿)

基于 Gurtin-Murdoch表面理论和保角变换技术, 研究了磁电弹性材料中含有带四条纳米裂纹的正 4n 边

形纳米孔的反平面断裂问题. 得出了考虑表面效应时磁电非渗透边界条件下的应力强度因子、电位移强度因

子、磁感应强度因子和能量释放率的精确解. 数值算例展示了表面效应和孔口尺寸对磁电非渗透边界条件下

应力强度因子、电位移强度因子、磁感应强度因子和能量释放率的影响. 研究发现, 考虑表面效应时的应力

场强度因子、电位移强度因子和磁感应强度因子具有明显的尺寸依赖, 并且当孔口尺寸增加到一定程度后,

表面效应的影响开始减小, 最终趋于经典弹性理论.

关键词：磁电弹性材料, 表面效应, 纳米尺度
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1   引　言

磁电弹性材料 [1] 可以实现磁能、电能和机械能

的转换. 由于具有磁电耦合效应, 磁电弹性材料已

广泛应用于许多工业部门和高科技领域, 如在传感

器、转换器、驱动器等设备的生产中. 然而, 在磁、

电和机械载荷的作用下, 材料中不可避免地存在裂

纹、夹杂和位错等缺陷. 在工程中, 缺陷处容易产

生应力集中, 然后缺陷会继续增大, 最终导致结构

损伤. 因此, 研究磁电弹性材料的断裂问题具有重

要的理论和实际意义. 文献 [2, 3]研究了磁电弹性

材料中含有不对称裂纹的椭圆孔的反平面问题. 在

文献 [4] 中, 通过保角映射技术, 得到了磁电弹性

材料中含有唇形裂纹的精确解. 文献 [5, 6]首先利

用 Stroh方法, 得到了磁电弹性材料中含有共线裂

纹的解析解. 文献 [7] 研究了磁电弹性材料中螺形

位错和楔形裂纹在机械、电和磁载荷作用下的相互

作用. 文献 [8, 9]分别研究了磁电弹性材料中含有一

个和多个螺形位错与裂纹的相互作用. 文献 [10]分

析了磁电弹性材料中含有 Griffith裂纹的 T应力.

当裂纹孔的尺寸接近纳米级时, 其表面积与体

积的比值将非常大. 此时, 表面效应对场强度因子

和能量释放率的影响不能忽略. 为了合理地描述在

纳米尺度下所引起的表面效应现象并解决纳米尺

度开裂的反平面问题, Gurtin-Murdoch表面/界面

模型 [11−13] 被广泛地应用. 文献 [14, 15]分别研究

了反平面剪切作用下弹性体中含有带一条和两条

纳米裂纹的纳米圆孔的表面效应. 文献 [16] 增加

了对电场的考虑, 研究了电不渗透边界条件下表面

效应对压电材料中纳米椭圆孔和 Griffith裂纹的

影响. 文献 [17]在这一基础上增加了对电渗透边界

条件的考虑, 并将电渗透和电非渗透两种条件下的

结果做了对比. 文献 [18, 19] 增加了对磁场的考虑,
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研究了在磁电非渗透边界条件下表面效应对磁电

弹性材料中椭圆纳米孔的影响.

4n

4n

R

人们采用复势法和保角变换技术对带裂纹的

椭圆孔和圆孔的反平面问题已作了大量研究 [2,20].

对于正多边形孔边带裂纹的研究相对较少, 而类似

缺陷在工程中广泛存在, 对这类缺陷的研究具有重

要的理论和现实意义. 文献 [21, 22]分别研究了弹

性体中含有两条和四条裂纹正方形孔的反平面问

题, 而对含有四条裂纹的正   边形孔口的反平面

问题还没有报道, 对于这一缺陷在纳米尺度下的精

确解更是尚未得出. 本文在文献 [20, 23]的启发下,

得到了从带四条裂纹正   边形孔的外部到圆内

(半径   )的保角变换. 并利用边界条件 [24,25] 解决

此初边值问题. 得到了应力强度因子、电位移强度

因子、磁感应强度和能量释放率的精确解. 

2   基本方程

4n n = 1 4n

a L1 L2

L3

τ∞32 D∞
2 B∞

2

x3

x3 x1ox2

本文研究了磁电弹性材料中含纳米尺度缺陷

的反平面问题. 缺陷形状为带四条纳米裂纹的正

 边形纳米孔 (图 1为  时的示意图). 正  边

形顶点到中心的距离为  , 裂纹长度分别为  ,  

和  , 缺陷沿磁电极化方向穿透. 它受到远场反平

面机械载荷  、面内电载荷  和磁载荷  的共

同作用. 对于磁电弹性材料, 以  轴为磁电极化方

向, 选择垂直于  轴的  平面为各向同性平面.

本构关系可以表示为  [
σ3j Dj Bj

]T
= A

[
γ3j −Ej −Hj

]T
, (1)

其中材料矩阵A定义如下: 

A =

 c44 e15 h15

e15 −ε11 −β11
h15 −β11 −µ11

 . (2)

磁电弹性材料中不考虑体力和电荷密度的静

态平衡方程如下所示: 

σ3j,j = 0, Dj,j = 0, Bj,j = 0. (3)

几何方程为 

γ3j = u3,j , Ej = −φ,j , Hj = −ψ,j , (4)

j = 1, 2 σ3j γ3j u3

Dj Ej φ Bj

Hj ψ c44

e15 h15

ε11 µ11 β11

u

其中  ;   ,   和  分别为应力、应变和位

移;    ,    和   分别为电位移、电场和电势;    ,

 和   分别表示磁感应强度、磁场和磁势;    是

弹性常数;   是压电耦合系数;   是压磁耦合系

数;   是介电常数;   是磁导率;   是磁电耦合

系数. 广义位移矩阵  定义如下: 

u =
[
u3 φ ψ

]T
, (5)

其中上标 T 表示矩阵或向量的转置, (2)式中的

A是非奇异的 . 根据 (1)式 , (3)式和 (4)式可以

得到 

∇2u = 0, (6)

∇2其中  是 Laplace运算符.

u3 φ

ψ F1(z) F2(z) F3(z)

根据复变函数方法, 调和方程 (5)的解   ,   

和  可以表示为 3个解析函数  ,   和 

的实部或虚部, 可以假定 

u =
[
u3 φ ψ

]T
= Re

[
F1(z) F2(z) F3(z)

]T
= ReF , (7)

z = x+ iy Re其中  ,   表示解析函数的实部.

Fi(z)(i = 1, 2, 3)由于   是解析函数 , 可以得到 

∂F

∂x
= F ′,

∂F

∂y
= iF ′, (8)

F ′ =
dF
dz

其中  .

根据以上结果, 可以得到  [
σ31 − iσ32 D1 − iD2 B1 − iB2

]T
= AF ′. (9)

(9)式可用极坐标表示为  [
σ3θ−iσ3r Dθ−iDr Bθ−iBr

]T
= eiθAF ′. (10)

 

3   磁电非渗透条件下的解析解

AS定义  为表面常数矩阵 

 

Square nano-hole
Magnetoelectroelastic
materials

Surface layer

( 
@

, 
@

, 
@

 )

2

3

12

1

3



图 1    磁电弹性材料中含有带四条裂纹的正方形孔

Fig. 1. Four cracks emanating from a square hole in magne-

toelectroelastic materials. 
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AS =

 cS44 eS15 hS15

eS15 −εS11 −βS
11

hS15 −βS
11 −µS11

 . (11)

基于 Gurtin-Murdoch表面弹性理论 [11,12], 磁

电弹性材料含有纳米级缺陷的边界条件如下:
 

uc3(t) = um3 (t), φ
c(t) = φm(t),

ψc(t) = ψm(t), t∈S, (12)
 

−
[
σm3r(t) Dm

r (t) Bm
r (t)

]T
=

AS

ρ

[
γS3θ,θ −ES

θ,θ −HS
θ,θ

]T
, t ∈ S, (13)

(ρ, θ)

其中, 上标 c, S, m分别表示纳米孔、纳米孔的表

面和基体,   为极坐标.

z

4n z1

为了解决这个边值问题, 由文献 [23]可知  平

面上正  边形孔外部到  平面单位圆外部的保角

变换为
 

z = ω(z1) = R
(
z1 + c1z

1−4n
1 + c2z

1−8n
1

+ c3z
1−12n
1 + c4z

1−16n
1

)
, (14)

其中
 

c1 =
2

4n(4n− 1)
, c2 =

4n− 2

16n2(8n− 1)
,

c3 =
(4n− 2)(8n− 2)

192n3(12n− 1)
,

c4 =
(4n− 2)(8n− 2)(12n− 2)

3072n4(16n− 1)
. (15)

z

4n

ζ R

n = 1

再受到文献 [20]的启发得到保角变换, 将  平

面上有四条纳米裂纹的正  边形纳米孔的外部映

射到   平面上半径为   的圆的内部 (图 2表示

 时的保角映射),
 

z = ω(ζ) = R
[
µ(ζ) + c1µ(ζ)

1−4n + c2µ(ζ)
1−8n

+ c3µ(ζ)
1−12n + c4µ(ζ)

1−16n
]
, (16)

 

µ(ζ) =
1

4ζR

({[√
l21+l

2
3(R+ζ)2+

√
l22+l

2
3(R− ζ)2

]2

− 16l23R
2ζ2
}1/2

+

{[√
l21 + l23(R+ ζ)2 +

√
l22 + l23(R− ζ)2

]2

− 16(l23 + 1)R2ζ2
}1/2

)
,

(17)

R=
a

1+c1+c2+c3+c4
lk=

(1+αk)+(1+αk)
−1

2

k = 1, 2 l3 =
(1 + α3)− (1 + α3)

−1

2

αi i = 1, 2, 3

其中  ,  

(  ),    . 正实数参

数  (  ) 由以下公式确定:
 

Li + a = R
[
(1 + αi) + c1(1 + αi)

1−4n

+ c2(1 + αi)
1−8n + c3(1 + αi)

1−12n

+ c4(1 + αi)
1−16n

]
. (18)

Fi(z)(i = 1, 2, 3)将解析函数  洛朗展开可得
 

Fi(ζ) = a∗i ln ζ +
+∞∑
−∞

aikζ
k, i = 1, 2, 3, (19)

a∗i aik其中  和  为定义的常数.

根据文献 [26], 通过选择有限项可以得到问题

的解:
 

Fm(ζ) =


Fm
1 (ζ)

Fm
2 (ζ)

Fm
3 (ζ)

 =


B1

C1

D1

 ζ +
 B−1

C−1

D−1

 ζ−1,

(20)

B1 C1 D1 B−1 C−1 D−1其中  ,   ,   ,   ,   和  是复常数.

利用远场力、电和磁载荷条件, 根据 (9)式和

(20)式, 可得
 

 

2

1 1
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







 
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图 2    保角变换

Fig. 2. Conformal mapping. 
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 B1

C1

D1

 = −i
√
l21 + l23 +

√
l22 + l23

2
A−1

 τ∞32

D∞
2

B∞
2

 ,
(21)

根据边界条件 (13)式可得
 

AS

R


 B1

C1

D1

− 1

R2

 B−1

C−1

D−1




= A


 B1

C1

D1

+
1

R2

 B−1

C−1

D−1


 . (22)

根据 (21)式和 (22)式可得
   B−1

D−1

F−1

 = −i
√
l21 + l23 +

√
l22 + l23

2
R2

×
(
AS

R
+A

)−1(
AS

R
−A

)
A−1

 τ∞32

D∞
2

B∞
2

 . (23)
将 (20)式、(21)式和 (23)式代入到 (9)式中,

结果如下:
   σ32

D2

B2

 =

√
l21 + l23 +

√
l22 + l23

2ω′(ζ)

[
E − R2

ζ2
A

×
(
AS

R
+A

)−1(
AS

R
−A

)
A−1

] τ∞32

D∞
2

B∞
2

 ,
(24)

其中 E是三阶单位矩阵.
 

4   场强度因子和能量释放率
 

4.1    场强度因子

z定义   平面 III型裂尖应力强度因子、电位移

强度因子和磁感应强度因子 [2]:
   Kσ

III

KD
III

KB
III

 = lim
z→z0

√
2π(z − z0)

 σ32

D2

B2

 , (25)

z0 = L1 + a z z = z0

ζ ζ = R

其中   . 共形映射将   平面   处映射

到  平面的  处, 将 (24)式代入到 (25)式可得
 

 Kσ
III

KD
III

KB
III

 =

√
π
(√

l21 + l23 +
√
l22 + l23

)
2
√
ω′′(R)

×

[
E−A

(
AS

R
+A

)−1(
AS

R
−A

)
A−1

] τ
∞
32

D∞
2

B∞
2

 , (26)
假设 (26)式可以表示为   Kσ

III

KD
III

KB
III

=√
π
(√

l21 + l23 +
√
l22 + l23

)
2
√
ω′′(R)

 K∗
τ

K∗
D

K∗
B

 ,
(27)

其中   K∗
τ

K∗
D

K∗
B

 =

[
E −A

(
AS

R
+A

)−1

×
(
AS

R
−A

)
A−1

] τ∞32

D∞
2

B∞
2

 . (28)

AS = 0当表面常数矩阵   时, (27)式退化为全

渗透磁电弹性材料的经典场度强因子   Kσ
III

KD
III

KB
III

 =
√
πL′K

 τ∞32

D∞
2

B∞
2

 , (29)

L′ L′ = (L1 + L2 + 2a)/2

K

其中   是等效裂纹长度 ,    ;

 是无量纲场强度因子, 

K =
(√

l21 + l23 +
√
l22 + l23

)/√
L′ω′′(R). (30)

n = 1当   时, 这一结果与文献 [22]中的结果一致. 

4.2    能量释放率

根据文献 [2], 假设反平面裂纹尖端的能量释

放率为 

J =
1

2

[
Kσ

III KD
III KB

III
]
A−1

 Kσ
III

KD
III

KB
III

 . (31)

4n

将 (26)式代入到 (31)式, 考虑表面效应时磁

电非渗透磁电弹性材料中带四条纳米裂纹的正 

边形纳米孔的能量释放率为 

J = π
(√

l21 + l23 +
√
l22 + l23

)2/
8ω′′(R)

×

 τ∞32

D∞
2

B∞
2


T

BTA−1B

 τ∞32

D∞
2

B∞
2

 , (32)

B = E −A
(
AS/R+A

)−1 (
AS/R−A

)
A−1其中   .
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4n

特别地, 当表面常数矩阵为零时, 将 (29)式代入

到 (31)式, 可以得到不考虑表面效应时磁电非渗

透磁电弹性材料中带四条纳米裂纹的正  边形纳

米孔的能量释放率, 

J =
π(
√
l21 + l23 +

√
l22 + l23)

2

2ω′′(R)detA
Λ. (33)

n = 1当  时, 这一结果与文献 [22]中的结果一

致, 其中 

Λ = (ε11µ11 − β2
11)(τ

∞
32 )

2 − (h215 + c44µ11)(D
∞
2 )2

− (e215 + c44µ11)(B
∞
2 )2 + 2(e15µ11

− h15β11)τ
∞
32D

∞
2 + 2(κ11h15 − β11e15)τ

∞
32B

∞
2

+ 2(c44β11 + e15h15)D
∞
2 B

∞
2 . (34)

 

5   数值分析

c44 = 44 e15 = 5.8 ε11 =

5.64× 10−9 h15 = 275 β11 =

5000× 10−9 µ11 = 297× 10−6

cS44 = 10

εS11=0.03×10−18 hS15=330× 10−9

根据文献 [18], 取磁电弹性材料作为基体, 材

料常数为     GPa,      C/m2,   

  C2/(N·m2),    N/(A·m),  

  N·s/(V·C),    (N·s2)/C2.

假设表面层由压磁材料构成 [18],     N/m,

  C2/(N·m),    N/A.

4n

图 3—5分别给出了在磁电非渗透边界条件下

考虑表面效应时, 只受机械载荷作用、只受电载荷

作用和只受磁载荷作用下的裂纹尖端应力强度因

子随正  边形孔尺寸的变化. 在经典弹性理论中,

应力强度因子只与机械载荷的变化有关. 而从图中

看出在纳米尺度下, 应力强度因子还受到电载荷和

a = 0 K∗
τ /τ

∞
32

0 a K∗
τ /τ

∞
32

a = 0

K∗
τ /D

∞
2 K∗

τ /B
∞
2 a

K∗
τ /D

∞
2 a K∗

τ /B
∞
2 a

磁载荷的影响, 这与经典弹性理论中具有明显的差

异. 所以可以得出结论, 表面效应会使磁、电、弹性

场耦合. 从图 3可以看出, 当    nm时  

也趋于   , 而随着   的增大   也逐渐增大, 最

终趋于 2, 即趋于经典弹性理论中的结论 . 图 4

和图 5表明当    nm时 , 表面效应的影响非

常小 (  和   趋于 0), 而当边长   在

纳米尺度逐渐增加时, 缺陷的表面积与体积的比

值变得非常大, 表面效应的影响也非常大. 此时

 随着   的增加迅速增大, 而   随着  

的增加迅速减小, 之后随着孔口的不断增加表面效

应的影响开始逐渐减小, 最终趋于经典弹性理论中

的结论.

图 6—8分别给出了只受机械载荷作用、只受

电载荷作用和只受磁载荷作用下的裂纹尖端电位

 

/nm
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
*
/
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
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经典弹性理论
考虑表面效应

图  3    只受机械载荷作用时表面效应对应力强度因子的

影响

τ∞32

Fig. 3. Surface effect on the stress intensity factor near the

crack tip induced by anti-plane mechanical load    only.
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图 4    只受电载荷作用时表面效应对应力强度因子的影响

D∞
2

Fig. 4. Surface effect on the stress intensity factor near the

crack tip induced by in-plane electrical load    only.
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图 5    只受磁载荷作用时表面效应对应力强度因子的影响

B∞
2

Fig. 5. Surface effect on the stress intensity factor near the

crack tip induced by in-plane magnetic load    only.
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4n

K∗
D/τ∞32 a

K∗
D/D∞

2 a

a

a = 0 K∗
D/B∞

2 0

a K∗
D/B∞

2

a

K∗
D/B∞

2

移强度因子随正   边形孔尺寸的变化. 而从图中

可以看出, 在纳米尺度下, 电位移强度因子还受到

机械载荷和磁载荷的影响, 所以可以得出同样的结

论, 表面效应会使磁、电、弹性场耦合. 从图 6可

知,   随着  的增大而减小, 最终趋于 0. 图 7

表明  随着  迅速减小并趋于经典弹性理论

中的结论, 可以看出当表面层选为压磁材料时电载

荷对于电位移强度因子的影响只在  很小时有显著

的影响. 图 8表明当   nm时,   趋于  ,

而当边长   在纳米尺度逐渐增加时, 此时  

随着  的增加迅速减小. 之后表面效应的影响开始

逐渐减小, 此时   逐渐增加, 最终趋于经典

弹性理论中的结论.

4n

a = 0 K∗
B/τ

∞
32

K∗
B/D

∞
2 0 a

K∗
B/τ

∞
32 K∗

B/D
∞
2 a

K∗
B/τ

∞
32

K∗
B/D

∞
2 a

K∗
B/B

∞
2 a

a

图 9—11分别给出了在磁电非渗透边界条件

下考虑表面效应时, 只受机械载荷作用、只受电载

荷作用和只受磁载荷作用下的裂纹尖端电位移强

度因子随正   边形孔尺寸的变化. 从图中可以看

出, 在纳米尺度下, 电位移强度因子受到机械载

荷、电载荷和磁载荷的影响, 进一步印证了表面效

应会使磁、电、弹性场耦合. 图 9和图 10表明当

  nm时, 表面效应的影响非常小 (  和

 趋于   ), 而当边长   在纳米尺度逐渐增加

时, 缺陷的表面积与体积的比值变得非常大, 而后

逐渐减小, 此时  和  随着  的增加迅

速减小. 之后随着孔口表面积与体积的比值逐渐减

小, 表面效应的影响开始逐渐减小, 此时  和

 随着   的增加逐渐增加, 最终趋于经典弹

性理论中的结论. 图 11表明  随着  的增加

迅速增大并趋于经典弹性理论的结果. 这说明当表

面层选为压磁材料时, 磁载荷只在  很小时才对磁

感应强度因子有显著影响.

n = 1

a = L1 = 0.02 L2 = 0.03 L3 =

0.04

n 4n

图 12给出了当  , 即缺陷为带四条裂纹的

正方形孔, 不考虑表面效应时无量纲场强度因子随

右侧裂纹长度的变化. 从图 12可以看出, K 随着

右侧裂纹长度的增加而增加, 这就是说右侧裂纹长

度增加会促进裂纹的扩展. 图 13给出了无量纲场

强度因子随正多边形边的数量的变化, 可以看出当

裂纹长度为    m,     m,   

  m时, 带四条裂纹的孔口为正方形时应力强

度因子最大. 随着  的增加正  边形的形状越来越

接近圆形, 此时应力强度因子逐渐减小, 最终趋于
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图  6    只受机械荷作用时表面效应对电位移强度因子的

影响

τ∞32

Fig. 6. Surface  effect  on  the  electric  displacement  intensity

factor near the crack tip induced by anti-plane mechanical

load    only.
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图  7    只受电载荷作用时表面效应对电位移强度因子的

影响

D∞
2

Fig. 7. Surface  effect  on  the  electric  displacement  intensity

factor near the crack tip induced by in-plane electrical load

  only.
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图  8    只受磁载荷作用时表面效应对电位移强度因子的

影响

B∞
2

Fig. 8. Surface  effect  on  the  electric  displacement  intensity

factor near the crack tip induced by in-plane magnetic load

  only.
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4n

J/J0 a

带四条裂纹的圆孔的应力强度因子. 从图 13可以

看出, 正   边形边的数量越小, 缺陷扩展得越快.

图 14给出了无量纲能量释放率   随   的变化,
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图  9    只受机械载荷作用时表面效应对磁感应强度因子

的影响

τ∞32

Fig. 9. Surface  effect  on  the  magnetic  induction  intensity

factor near the crack tip induced by anti-plane mechanical

load    only.
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图 10    只受电载荷作用时表面效应对磁感应强度因子的

影响
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Fig. 10. Surface  effect  on  the  magnetic  induction  intensity

factor near the crack tip induced by in-plane electrical load

  only.
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图 11    只受磁载荷作用时表面效应对磁感应强度因子的

影响
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Fig. 11. Surface  effect  on  the  magnetic  induction  intensity

factor near the crack tip induced by in-plane magnetic load

  only.
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图 12    无量纲应力强度因子随右侧裂纹长度变化

L1

Fig. 12. Variations  of  the  dimensionless  stress  intensity

factor at crack tip with the crack length   . 
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图 13    无量纲应力强度因子随 n 的变化

Fig. 13. Variations  of  the  dimensionless  stress  intensity

factor at crack tip with n. 
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图 14    无量纲能量释放率随孔口尺寸的变化

Fig. 14. Variations  of  the  dimensionless  energy release  rate

with the size of the cracked hole. 
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J0

J/J0 a

其中   表示不考虑表面效应时的能量释放率. 从

图 14可以看出, 在纳米尺度下考虑表面效应的影

响,   随  的增加而增大, 最终趋于经典弹性理论.

n = 1, L1 = 2.5 mm, L2 = 3 L3 =

3.5 Jcr = 5

D∞
2 = 1× 10−3 B∞

2 = 1 ×

10−2

D∞
2 = 5× 10−3

D∞
2 = 3× 10−3

τ∞32 = 6

B∞
2 = 1× 10−2

选取        mm,   

  mm,    N/m (临界能量释放率). 图 15给

出了裂纹尖端能量释放率随机械载荷的变化趋势,

可以看出 , 当     C/m2,   

  N/(A·m)时施加的机械载荷越大, 其能量释

放率也就越大 . 当磁载荷不变 ,   

C/m2 时能量释放率与机械载荷的变换曲线一直在

  C/m2 时能量释放率与机械载荷变

换曲线的上方. 图 16给出了裂纹尖端能量释放率

随电载荷的变化趋势, 可以看出, 当   MPa,

    N/(A·m) 时, 能量释放率随着正电

载荷的增加先减小后增大, 随着负电载荷的增加而

τ∞32 = 6

τ∞32 = 4

τ∞32 = 6 D∞
2 = 1× 10−3

增加. 当磁载荷不变,    MPa时能量释放率

与电载荷的变换曲线在    MPa时能量释放

率与电载荷的变换曲线的上方. 图 17给出了裂纹

尖端能量释放率随磁载荷的变化, 可以看出, 当

  MPa,    C/m2 时, 能量释放

率随着正磁载荷的增加而逐渐减小, 这表明当其他

物理量不变时磁载荷的增加会抑制裂纹的增长.
 

6   结　论

4n

基于表面弹性理论和保角变换技术, 研究了磁

电弹性材料中正  边形纳米孔带四条纳米裂纹的

反平面断裂问题. 得出了考虑表面效应时磁电非渗

透边界条件下应力强度因子、电位移强度因子、磁

感应强度因子和能量释放率的精确解. 并根据数值

分析得到以下结论.

4n1)无量纲应力强度因子随着正  边形边的数

量增加而逐渐减小, 最终无限接近带四条裂纹圆孔

的无量纲应力强度因子.

a

2)在纳米尺度下, 考虑表面效应时无量纲能

量释放率随着  的增大而逐渐趋于经典弹性理论的

结果.

3)在含有纳米尺度缺陷时, 应力强度因子、电

位移强度因子、磁感应强度因子都受到三种外载荷

的影响.

4n4)在纳米尺度上, 正   边形的边长越大表面

效应的影响越小. 当纳米缺陷的尺寸增加到一定程

度时, 最终结果趋于经典弹性理论.
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图 15    正则化能量释放率随机械载荷的变化

Fig. 15. Variations  of  the  normalized  energy  release  rate

with the applied mechanical load. 
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Fig. 16. Variations  of  the  normalized  energy  release  rate

with the applied eletrical load. 
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Fig. 17. Variations  of  the  normalized  energy  release  rate

with the applied magnetic load. 
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Anti-plane fracture problem of four nano-cracks emanating
from a regular 4n-polygon nano-hole in
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Abstract

According to the conformal mapping from the exterior region of the regular n-polygon hole to the exterior

region of a unit circle and from the exterior region of four cracks emanating from a circle to the interior region

of a unit circle, a new conformal mapping is constructed to map the exterior region of four cracks emanating

from  a  regular  4n-polygon  hole  to  the  interior  of  a  unit  circle.  Then,  based  on  the  Gurtin-Murdoch

surface/interface  model  and  complex  method,  the  anti-plane  fracture  of  four  nano-cracks  emanating  from  a

regular 4n-polygon nano-hole in magnetoelectroelastic material is studied. The exact solutions of stress intensity

factor,  electric  displacement  intensity  factor,  magnetic  induction  intensity  factor,  and  energy  release  rate  are

obtained under the boundary condition of magnetoelectrically impermeable with considering the surface effect.

Without considering the effect of the surface effect, the exact solution of four cracks emanating from a regular

4n-polygon hole in a magnetoelectroelastic material can be obtained. The numerical results show the influences

of  surface  effect  and  the  size  of  defect  on  the  stress  intensity  factor,  electric  displacement  intensity  factor,

magnetic  induction  intensity  factor  and  energy  release  rate  under  the  magnetoelectrically  impermeable

boundary condition.  It  can be seen that the stress  intensity factor,  electric  displacement intensity factor,  and

magnetic induction intensity factor are significantly size-dependent when considering the surface effects of the

nanoscale defects. And when the size of defect increases to a certain extent, the influence of surface effect begins

to decrease and finally tends to follow the classical elasticity theory. When the distance between the center and

the  vertex  of  the  regular  4n-polygon  nano-hole  is  constant,  the  dimensionless  field  intensity  factor  decreases

gradually with the increase of the number of edges, and approaches to the conclusion of a circular hole with four

cracks.  With  the  increase  of  the  relative  size  of  the  crack,  the  dimensionless  field  intensity  factor  increases

gradually. The dimensionless energy release rate of the nanoscale cracked hole has a significant size effect. The

increase of mechanical load will increase the normalized energy release rate. The normalized energy release rate

first decreases and then increases with electrical load increasing. The normalized energy release rate decreases

with magnetic load increasing.

Keywords: magnetoelectroelastic materials, surface effect, nanoscale
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