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首先给出非自治 Kadomtsev-Petviashvili方程转换为 Kadomtsev- Petviashvili方程的一个自相似变换 ,

然后基于 Kadomtsev-Petviashvili方程的 Lump解构造了非自治 Kadomtsev-Petviashvili方程的有理函数表示

的二维单、双、三怪波解, 最后通过合适选取变参数, 用图示说明了它们的演化特征, 并利用快速傅里叶变换

算法数值模拟测试了二维单怪波的动力学稳定性. 本文方法对寻找 (2 + 1)维非线性波动模型的怪波激发提

供了启迪.
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1   引　言

自然界中许多复杂系统会意外地出现一些罕

见和极端的事件 (现象), 并对它们周围环境产生巨

大的影响. 起源于海洋的怪波就是一种波幅很大、

持续时间极短的突然性海浪, 对海面上的船只和构

建物具有极大的破坏力 [1,2]. 近 10多年来, 怪波现

象的研究已成为当前自然科学研究的热点 [3], 从海

洋延伸到非线性光学系统 [4,5]、等离子体 [6,7]、流体

动力学 [7,8]、大气 [9]、玻色-爱因斯坦凝聚 [10]、微波 [11]、

超流体 [12] 和金融系统 [13], 既有丰富的理论成果 [14,15],

也有重要的实验成果 [16,17].

怪波被认为是非线性波动模型的时空局域有

理函数解. Peregrine 孤子 (PS)[18] 是 Peregrine首

先在非线性薛定谔 (NLS)方程中发现的, 其数学

(x, y)

表式为时空双重局域的有理函数, 具有“来无影去

无踪”特征. 今天被广泛认为 NLS方程是刻画怪波

动力学的重要模型, PS是怪波的原型. 后来又进一

步发现了 NLS方程的高阶怪波和多怪波 [19−21]. 到

目前为止, 一维怪波 (在一维空间上局域的短命大

振幅波, 其模量是一个空间坐标和时间变量的有理

函数)的成果非常丰富, 除了 NLS方程外, Hirota

方程 [22−24]、Sasa-Satsuma 方程 [25]、Chen-Lee-Liu

方程 [26,27]、Kundu-Eckhaus方程 [28]、Fokas-Lenells

方程 [29−31]、复数 MKdV方程 [32,33]、广义 NLS 方

程 [34−39] 等, 均存在怪波解. 然而实际上海洋表面

波是二维的, 因此二维怪波 (在两维空间坐标 

平面上局域的短命大振幅波, 其模量为两个空间坐

标和时间变量的有理函数)才是自然地描述实际物

理问题 (包括海洋、非线性光学、物质波和等离子

体等)的怪波范例.
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存在怪波解的 (2 + 1)维非线性波动模型还

很少, 完全不同于孤子和 Lump波可存在于几乎所

有的 (2 + 1)维非线性波动模型, 并可用不同方法,

如逆散射方法、Hirota双线性方法、Darboux变换

方法、Riemann-Hilbert方法、同宿波尝试法求解.

目前获得二维怪波的结构和演化特征和 (1 + 1)

维 NLS方程的原型尚有较大差异. 因此研究二维

怪波具有重要价值.

尽管对二维怪波的研究没有一维怪波丰富, 但

一些有意义的工作也相继报道. Ohta和 Yang[40,41]

基于双线性方法得到了第一类 Davey-Stewartson

方程和第二类 Davey-Stewartson方程的线怪波和

高阶怪波解; Rao等 [42] 利用双线性方法得到了第

三类 Davey-Stewartson方程由不规则波、呼吸波

和孤波组成的半有理解, 在适当的参数条件下, 给

出了一阶线怪波和高阶怪波. 最近 Guo等 [43] 利用

第二类 Davey-Stewartson方程深入研究二维模型

中的怪波结构, 得到了在空间和时间上都是局域的

二维怪波, 认为是 PS的二维对等模拟. 还有其他

一类 (2 + 1)维非线性模型也得到相应的二维怪

波 [44−46] 等.

Kadomtsev-Petviashvili (KP)方程为 

(Uτ + 6UUξ + uξξξ)ξ + 3σ2uηη = 0, (1)

其与 KdV方程和 NLS方程是非线性科学的 3个

最典型方程. KP方程是 1970年由 Kadomtsev和

Petviashvili[47] 首先导出, 用于描述横向扰动作用

下等离子体中传播的小振幅离子声波的演化; 后来

由 Ablowitz和 Segur[48] 作为表面和内层水波模型

导出; 在非线性光学中由 Pelinovsky等 [49] 导出; KP

方程被广泛认为是经典 KdV方程在二维空间的自

然推广, 几乎所有的物理领域都有应用. KP方程

在 s = –1时称为 KPI方程, 在 s = 1时称为 KPII

方程, 在不同的物理领域具有广泛的应用. KP方

程的第一个有理形式表示的 Lump解由 Manakov

等 [50] 在 1977年发现的 . 后续的各种研究 , 包括

Krichever[51] 在 1977年 ,  Satsuma和 Ablowitz[52]

在 1979年 ,  Pelinovsky和 Stepanyants[53] 在 1993

年 ,  Pelinovsky[54] 在 1994年 ,  Ablowitz和 Villar-

roel[55,56] 在 1997年和 1999年 , Biondini和 Koda-

ma[57−59] 在2003年和 2007年的工作, 得到了 KPI

方程的更多 Lump解. 值得指出之前得到的都是对

称的 Lump解. Ma[60] 首次利用 Hirota双线性方法

基于设定正二次函数获得了 KPI方程不对称的

Lump解 , 后来 Singh和 Stepanyants[61] 以及 Hu

等 [62] 进一步得到了 KPI方程稳态形式的非对称

Lump解和多非对称 Lump解, Wen和 Yan[63] 给

出了 KPI方程的高阶有理孤子和似怪波解.

为了研究 KP方程的怪波解, 马文秀等 [64] 和

楼森岳等 [65] 利用 Hirota双线性方法设定正二次函

数和双曲函数 (指数函数)的组合给出了 Lump和

孤子相互作用所形成的一种怪波, 但可以说 KP方

程的有理函数表示的怪波解还不能说真正得到.

然而, 在对不同物理背景下的各种非线性现象

进行建模时, 非自治 (变系数)数模型更能准确地

描述实际情况. 值得指出, 非自治非线性系统的研

究因具有深刻的物理意义受到广泛的兴趣, 而且方

法成熟, 尤其光学和玻色爱因斯坦凝聚中的非自

治 NLS模型及其推广模型的成果非常丰富 [66−75].

为此本文考虑如下非自治 KP方程 

[ut+α(t)uux+β(t)uxxx + γ(t)u]x+δ(t)uyy = 0, (2)

u(x, y, t) (x, y)

α(t), β(t), γ(t), δ(t)

其中,   是空间坐标  和时间变量 t 的函

数;    分别表示非线性摄动、色散

摄动、线性摄动和波速在 y 方向的扰动效应. 非自

治 KP方程 (2)可以描述缓变宽度和缓变深度的

海峡或大通道中涡度不为零时表面小振幅波的传

播 [76,77]. Lü和 Chen[78] 基于文献 [60]提出的方法已

经给出了方程 (2)一个怪波解. Ilhan等 [79] 基于文

献 [60]提出的方法得到了 Lump解以及各类相互

作用解 . 本文首先寻找非自治 KP方程转换为

KP方程的一个自相似变换; 然后基于 KPI方程

的 Lump解构造它的二维有理函数表示的怪波解;

再通过变参数的合适选取, 讨论二维一阶怪波和多

怪波的构造, 用图示说明它们的演化特征, 并给出

了二维单怪波的数值测试. 发现它们是行二维怪

波, 并具有和 NLS方程的一阶怪波和多怪波类似

的动力学特征, 可以作为描述海洋二维怪波和其他

物理问题二维怪波的候选对象. 

2   非自治 KP方程的自相似变换

为了寻找方程 (1)的怪波解, 引入下列相似变换: 

u(x, y, t) = ρ(t)U(ξ, η, τ), (3)

ρ = ρ(t), U = U(ξ, η, τ) ξ = ξ(x, t), η = η(y, t),

τ = τ(t)

ρ = ρ(t) ξ = ξ(x, t), η = η(y, t), τ = τ(t)

其中  和 

  是指定变量的待定函数, 假定 U 满足 KP

方程 (1). 将 (3)式代入方程 (1)并考虑到, 可以得

到   和   必须满

足下列关系: 
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ξ3x
τt
β − 1=0,

η2y
ξxτt

δ=3σ2,
ξx
τt
ρα = 6, ξxx=0,

ηyy=0, ρtξx + ρξxt + ρβξxxx + ργξx = 0,

ξtξx + 3βξ2xx + 4βξxxxξx = 0. (4)

求解方程 (4)得到
 

ξ = kx+ ξ0, η = ly + η0, τ = k3
∫

βdt+ τ0,

ρ = 6k2
β

α
, γ =

αt

α
− βt

β
, δ = 3

k4

l2
σ2β. (5)

k, l ξ0, η0, τ0其中  和  是任意常数.

下面从标准 KPI方程的 Lump解出发, 通过

选择满足 (4)式的参数, 借助变换 (3), 从 KP方

程 (3)的 Lump解讨研究非自治 KP方程 (1)的二

维怪波构造.
 

3   非自治 KP方程的二维怪波构造

文献 [62]已经得到 KPI方程的单 Lump解为
 

U1 =
ϕ1

ϕ2
2

, (6)

其中, 

ϕ1 =
1

9

(
−υ2

y + 12υx
)
+

1

11664

(
−υ2

y + 12υx
)3

× (−υyτ + η)
2 − 1

1944

(
−υ2

y + 12υx
)2

× [6 (−υxτ + ξ)− υy (−υyτ + η)]
2
,

 

ϕ2 = 1 +
1

1296

(
−υ2

y + 12υx
)2
(−υyτ + η)

2

+
1

216

(
−υ2

y + 12υx
)
[6 (−υxτ + ξ)

− υy (−υyτ + η)].

多 Lump解为 

U2 =
ϕ3

ϕ5
+

ϕ4

ϕ2
5

, (7)

其中, 

 

ϕ3 = − 40υ3
xυy(−υxτ + ξ)

3
(−υyτ + η) + 8υ3

x

(
υ2
y + 3υx

)
(−υxτ + ξ)

2
(−υyτ + η)

2

+
4

9
υ4
x

(
υ2
y + 3υx

)
(−υyτ + η)

4
+

2400υyυ
3
x (−υxτ + ξ) (−υyτ + η)(

υ2
y − 12υx

)2 −
2υ3

x

(
40υ2

y + 720υx
)
(−υyτ + η)

2

υ2
y − 12υx

+
4
√
3

3
aυ2

x (−υyτ + η)− 4

9
υ3
xυy

(
υ2
y + 18υx

)
(−υxτ + ξ) (−υyτ + η)

3
+ 60υ3

x(−υxτ + ξ)
4

− 72000υ3
x

(υ2
y − 12υx)

2 − 7200υ3
x(−υxτ + ξ)

2

υ2
y − 12υx

− 4
√
3

3
υx

(
aυy +

√
3bυ1/2

x

)
(−υxτ + ξ) ,

 

ϕ4 = − 10υ7/2
x υy(−υxτ + ξ)

4
(−υyτ + η)− 2

9
υ11/2
x υy(−υyτ + η)

5

+
8

3
υ7/2
x

(
υ2
y + 3υx

)
(−υxτ + ξ)

3
(−υyτ + η)

2
+

4

9
υ9/2
x

(
υ2
y + 3υx

)
(−υxτ + ξ) (−υyτ + η)

4

+
600υ

5/2
x υy(−υxτ + ξ)

2
(−υyτ + η)

υ2
y − 12υx

− 80
υ
7/2
x

(
υ2
y + 9υx

)
(−υxτ + ξ) (−υyτ + η)

2

υ2
y − 12υx

− 80

9
υ5/2
x υy

(
υ2
y + 36υx

)
(−υyτ + η)

3
+ 12000

υ
7/2
x υy (−υyτ + η)(

υ2
y − 12υx

)2
− 8

√
3

3

aυ
3/2
x υ3

y +
√
3bυ2

xυ
2
y − 12aυ

5/2
x υy − 12

√
3bυ3

x(
υ2
y − 12υx

)2 +
4
√
3

3
aυ5/2

x (−υxτ + ξ) (−υyτ + η)

+
2

3
bυ3

x(−υyτ + η)
2 − 2

9

(
υ2
y + 18υx

)
υ7/2
x υy(−υxτ + ξ)

2
(−υyτ + η)

3
+ 12υ7/2

x (−υxτ + ξ)
5

− 72000υ
7/2
x (−υxτ + ξ)(

υ2
y − 12υx

)2 − 2400υ
7/2
x (−υxτ + ξ)

υ2
y − 12υx

− 2
√
3

3
υ3/2
x

(
aυy +

√
3bυ1/2

x

)
(−υxτ + ξ)

2
,
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ϕ5 = − υ3
xυy(−υxτ + ξ)

5
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2400v2y − 22600υx

)
(−υyτ + η)

2(
υ2
y − 12υx

)2
+

4
√
3

3

(
aυ4

y +
√
3bυ3

yυ
1/2
x − 51aυxυ

2
y − 36bυ

3/2
x υy + 180aυ4

x

)
(
υ2
y − 12υx

)2 (−υyτ + η)

+
4

9

υ3
x

(
υ4
y − 14υxυ

2
y − 51υ2

x

)
(−υyτ + η)

4

υ2
y − 12υx

−
√
3

9

υ
1/2
x(

υ2
y − 12υx

) (
υ2
y − 12υx

)2(abυ5
y +

√
3a2υ1/2

x υ4
y

+
√
3b2υxυ

4
y − 24abυ3/2

x υ3
y−24

√
3υ2

xυ
2
y(a

2 + b2) + 144abυ5/2
x υy + 144

√
3(a2 + b2)υ3

x + 9720000
√
3υ3

x

)
×

√
3

3
aυ2

x(−υxτ + ξ)
2
(−υyτ + η) +

1

3
bυ5/2

x (−υxτ + ξ) (−υyτ + η)
2 − 1

27
υ3
xυy

(
υ2
y + 18υx

)
(−υxτ + ξ)

3

× (−υyτ + η)
3
+ υ3

x(−υxτ + ξ)
6 − 18000υ3

x(−υxτ + ξ)
2(

υ2
y − 12υx

)2 − 300υ3
x(υxτ + ξ)

4

υ2
y − 12υx

−
√
3

9
υx

(
aυy +

√
3bυx

)
(−υxτ + ξ)

3 − 1

27
υ5/2
x

(
bυy +

√
3aυ1/2

x

)
(−υyτ + η)

3
+

1

27
υ6
x(−υyτ + η)

6
.

需要指出, KP方程的单 Lump解的最大幅值

A 为
 

A = 4− µ2,

µ= − υy√
3υx

−2 <µ < 2 υx > 0

其中  . 为了保证 Lump解存在, 必须满

足  , 而且还要求 x 方向速度分量  .

为了求得非齐次 KP方程的怪波激发, 可假定:
 

α = λt2m + ε, β = νtn + χ, (8)

m, n, λ, ε, χ, ν其中  都是待定常数. 从 (5)求得
 

ρ = 6k2
νtn + χ

λt2m + ε
, γ =

2mλt2m−1

λt2m + ε
− nνtn−1

νtn + χ
,

δ =
3σ2k4

l2
(νtn + χ). (9)

根据自相似变换 (2)可以求得非自治 KP方程的

有理形式解是:
 

u1 (x, y, t) =

ρU1

[
ξ = kx, η = ly, τ = k3

(
νtn+1

n+ 1
+ χt

)]
, (10)

 

u2 (x, y, t) =

ρU2

[
ξ = kx, η = ly, τ = k3

(
νtn+1

n+ 1
+ χt

)]
. (11)

ξ0 = η0 = τ0

= 0

k, l,m, n, µ= − υy√
3υx

(或υx, υy), λ, ε, ν, χ, a, b

因为不影响二维怪波的特性, 这里令  

 . 从非自治 KP方程 (2)的有理形式解 (10)

和 (11)可知 , 其由 12个参数  

 控制.

ρ

α, β ρ

m, n

必须指出, 为了从常系数 KP方程的 Lump解

构造非自治 KP方程的怪波, 参数  起着关键作用.

只有参数  选取保证  随时间衰减, 而且不会发

生奇异, 才能保证大振幅波在短时间内存在, 因此

对 (8)式中选择   有严格的限制, 其中 m 是不

包括零的正整数, n 是不等于–1的正整数, 而且
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λ > 0, ε ⩾ 0, ν > 0, χ ⩾ 0

n = 0,m = 1

 . 不失一般性 , 这里仅讨

论选择  情况.

k = 1/2, l = 1/2, λ = 1, ε = 1, ν = 1,

χ = 0, υx = 3, υy = 0

首先选择  

 , 由 (10)式得到非自治 KP方

程的一个二维单怪波
 

urw1(x, y, t)=
6

1+t2

1+
1

4
y2 − 1

64
(−3t+4x)

2

[
1+

1

4
y2+

1

64
(−3t+4x)

2
]2 .
(12)

t = 0怪波 (12)呈现的波峰在   时达到幅值 6, 持续

时间较短, 其演化如图 1所示.

k= l=1, λ = ε = 1, ν = 1, χ = 0, υx =

2, υy = 0,

其次考虑  

  由 (10)式可得到非自治 KP方程的另一

个二维单怪波: 

urw2(x, y, t)=
16

1+t2

1+
4

9
y2 − 2

3
(−2t+x)

2[
1+

4

9
y2+

2

3
(−2t+x)

2

]2 . (13)
t = 0怪波解 (13)呈现的波峰在  时达到幅度 16, 持

续时间也较短, 演化如图 2所示.

k= 2, l= 1, λ= ε = 1, ν= 1, χ= 0, υx= 1,

υy = 1

选择  

 , 从 (10)式可得到非自治 KP方程二维单怪

波为 
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(e) =4, =0, =0.35





-1

0

1

2

3

4

5

6



40

20
0
-20

-40

40
20

0
-20

-40

(f) =8, =0, =0.09

t=−6 t=−3 t=0 t=0.5 t=4 t=8图 1    由 (12)式所确定的非自治 KP方程的二维单怪波演化　(a)   ; (b)  ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)  

t = −6

t = −3 t = 0 t = 0.5 t = 4 t = 8

Fig. 1. Evolution of two-dimensional single rogue wave propagation given in Eq. (12) for non-autonomous KP equation: (a)  ;

(b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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urw3(x, y, t) =
88

3(1+t2)
×

1 +
121

1296
(−8t+ y)

2 − 11

1296
(−40t+ 12x+ y)

2[
1 +

121

1296
(−8t+ y)

2
+

11

1296
(−40t+ 12x+ y)

2

]2 .
(14)

t = 0怪波解 (14)呈现的波峰在  时达到幅度 29.33,

持续时间也较短, 衰减更快, 演化如图 3所示.

k = 1/2,

l = 1/2, λ = 1, ε = 1, ν = 1, χ = 0,

υx = 2, υy = 1

t = 0

k = 1/2, l = 1/2, λ =

ε = 1, ν = 1, χ = 0, a = 5000, b = 5000, υx = 2, υy

对于从KP方程的多 Lump构造非自治KP方

程的怪波, 考虑到冗长的数学表达式, 这里不列出具

体的数学表达式 . 图 4给出了解 (11)当  

  a  =  0, b  =  0,  

 时的二维双怪波演化, 呈现的两个波

峰在   时达到幅值 4.64, 而且比二维单怪波消

失更快. 图 5给出了解 (11)当 

 =1
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(a) =-6, =0.8165, =0.43
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(f) =8, =0.8165, =0.25

t = −6 t = −3 t = 0 t = 0.5 t = 4 t = 8图 2    由 (13)式所确定的非自治 KP方程的二维单怪波演化　(a)  ; (b)  ; (c)  ; (d)  ; (e)  ; (f) 

t = −6

t = −3 t = 0 t = 0.5 t = 4 t = 8

Fig. 2. Evolution of two-dimensional single rogue wave propagation given in Eq. (13) for non-autonomous KP equation: (a)  ;

(b)  ; (c)  ; (d)  ; (e)  ; (f)   . 
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(a) =-6, =-0.57735, =0.11
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(b) =-3, =-0.57735, =2.93
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(c) =0, =-0.57735, =29.33
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(d) =0.5, =-0.57735, =23.39





0

5

10

30

25

20

15



40
20

0
-20

-40

40
20

0
-20

-40

(e) =4, =-0.57735, =1.72





0

5

10

30

25

20

15



40
20

0
-20

-40

40
20

0
-20

-40

(f) =8, =-0.57735, =0.01

t = −6 t = −3 t = 0 t = 0.5 t = 4 t = 8图 3    由 (14)式所确定的非自治 KP方程的二维单怪波演化　(a)  ; (b)   ; (c)  ; (d)   ; (e)  ; (f) 

t = −6

t = −3 t = 0 t = 0.5 t = 4 t = 8

Fig. 3. Evolution of two-dimensional single rogue wave propagation given in Eq. (14) for non-autonomous KP equation: (a)  ;

(b)   ; (c)  ; (d)  ; (e)  ; (f)  . 
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t = 0的二维三怪波演化, 呈现的三个波峰在   时达

到幅值 4.05.

图 1—5表明非自治 KP方程的二维单、双和

三怪波都具有“来无影去无踪”的明显特征. 值得指

υx

υy

υy

a, b

出, 在有理形式解 (11)中, 沿 x 轴的速度  的取值

也只能大于零, 但沿着 y 轴的速度   的取值可以

是任何值, 而且当  取正负相同速率时, 其二维怪

波的结构和演化性质类似. 当  取值为零时呈现
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(b) =-3, =0, =0,
=-0.40825, =0.46
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(f) =8, =0, =0,
=-0.40825, =0.07

k = 1/2, l = 1/2, n = 0,m = 1, λ = ε = 1, ν = 1, χ = 0, υx = 2,

υy = 1, a = b = 0 t = −6 t = −3 t = 0 t = 0.5 t = 4 t = 8

图 4    由 (11)式所确定的非自治KP方程的二维双怪波演化 (选取 

 )　(a)  ; (b)  ; (c)  ; (d)   ; (e)  ; (f) 

k = 1/2, l = 1/2, n = 0,m = 1, λ = ε = 1, ν = 1, χ = 0, υx = 2, υy = 1, a = b = 0 t = −6 t = −3 t = 0 t = 0.5

t = 4 t = 8

Fig. 4. Time evolution of two-dimensional double rogue waves propagation given in Eq. (11) for non-autonomous KP equation when

    : (a)  ; (b)  ; (c)  ; (d)   ;

(e)  ; (f)  . 
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=-0.40825, =0.11
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(f) =5000, =5000,
=-0.40825, =0.06

k = l = 1/2, n = 0,m = 1, λ = ε = 1, ν = 1, χ = 0, υx = 2,

υy = 2, a = 5000, b = 5000 t = −6 t = −3 t = 0 t = 0.5 t = 4 t = 8

图  5    由 (11)式所确定的非自治 KP方程二维三怪波演化 (选择      

 )　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)  

k = l = 1/2, n = 0,m = 1, λ = ε = 1, ν = 1, χ = 0, υx = 2, υy = 1, a = 5000, b = 5000 t = −6 t = −3 t = 0 t =

0.5 t = 4 t = 8

Fig. 5. Time evolution of two-dimensional triple rogue waves propagation given in Eq. (11) for non-autonomous KP equation when

    : (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

 ; (e)   ; (f)   . 
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a, b

µ = 0, µ = 0.8165, µ = −0.8165

υy = 0, υy = −2, υy = 2 k =

1/2, l = 1/2, n = 0,m = 1, λ = ε = 1, ν = 1, χ = 0,

υx = 2 a, b, t

的是二维双怪波结构; 当   之一取值不为零时,

呈现的是二维三怪波结构. 如图 6所示, 相关参数

除   分 别 对 应 选 取

 外, 其他参数取值均为  

    

 ,   取值见图 6.

α, β如果参数  选为其他形式的函数, 给出的可

能是不同形式孤子、呼吸子或其他特征的异常波,

不在本文研究范围. 

4   非自治 KP方程二维单怪波稳定
性的数值检验

k =

1/2, l = 1/2, λ = ε = 1, ν = 1, χ = 0,

υx = 2, υy = −2

下面采用快速傅里叶变换算法对非自治 KP

方程的二维怪波稳定性进行数值测试. 先考虑 

 n = 0, m = 1,   

   情形, 其二维单怪波为 
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(f) =500, =0, 
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k = 1/2, l = 1/2, n = 0,m = 1, λ = 1, ε = 1, ν = 1, χ = 0, υx = 2 µ = 0,

µ = 0.8165, µ = −0.8165 υy = 0, υy = −2, υy = 2

图  6      由 (11)式所确定的二维双、三怪波 (选取       ,   

 分别对应选取   )

k = 1/2, l = 1/2, n = 0,m = 1, λ = 1, ε = 1, ν = 1, χ = 0, υx = 2 µ = 0, µ = 0.8165, µ = −0.8165 υy= 0, υy = −2,

υy = 2

Fig. 6. Profiles  of  two-dimensional  double  and  triple  rogue  waves  given  in  Eq.  (11)  for  non-autonomous  KP  equation  when

    ,   correspond to  

 , respectively.
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urw4(x, y, t) =
10

3(1 + t2)

×
1 +

25

1296
(t+ 2y)

2 − 5

144
(−2t+ 6x+ 2y)

2[
25

1296
(t+ 2y)

2
+

5

144
(−2t+ 6x+ 2y)

2

]2 , (15)

t0 = −5初始时刻选为  , 由 (15)式确定的各点怪波

值作为初值, 加白噪声扰动, 可以得到二维单怪波

(15)数值模拟结果, 如图 7所示.

k = 1, l = 1, n = 0,m = 1, λ = ε = 1,

ν = 1, χ = 0, υx = 2, υy = −2

然后考虑  

 情形, 其二维单怪波为
 

 





0

-1

2

3

1

4



20

0

-20

20
0

-20

(a) =-5





0

-1

2

3

1

4



20

0

-20

20
0

-20

(b) =-3





0

-1

2

3

1

4



20

0

-20

20
0

-20
-1

0

1

2

4

3

(c) =-1





0

-1

2

3

1

4



20

0

-20

20
0

-20

(d) =0





0

-1

2

3

1

4



20

0

-20

20
0

-20

(e) =2.5





0

-1

2

3

1

4



20

0

-20

20
0

-20
-1

0

1

2

4

3

(f) =4

t = −5 t = −3 t = −1 t = 0 t = 2.5

t = 4

图 7    加了高斯白噪声扰动后由 (15)式所确定的二维单怪波演化　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ;

(f)  

t = −5

t = −3 t = −1 t = 0 t = 2.5 t = 4

Fig. 7. Evolution of two-dimensional single rogue wave determined by Eq. (15) after Gaussian white noise disturbance: (a)   ;

(b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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图 8    加了高斯白噪声扰动后由 (16)式所确定的二维单怪波演化　(a)   ; (b)   , (c)   ; (d)   ; (e)   ;

(f)  

t = −5

t = −3 t = −1 t = 0 t = 2.5 t = 4

Fig. 8. Evolution of two-dimensional single rogue wave determined by Eq. (16) after Gaussian white noise disturbance: (a)   ;

(b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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urw5(x, y, t) =
40

3 (1 + t2)

×
1 +

25

81
(2t+ y)

2 − 5

81
(−4t+ x+ y)

2[
1 +

25

81
(2t+ y)

2
+

5

81
(−4t+ x+ y)

2

]2 , (16)
t0 = −5初始时刻选为  , 由 (16)式确定的各点怪波

值作为初值, 加白噪声扰动, 可以得到二维单怪波

(15)数值模拟结果, 如图 8所示.

(x, y)

从图 7和图 8的数值模拟表明, 二维单怪波的

演化是稳定的, 即使加了白噪声扰动, 对二维怪波

的较大幅值不产生影响, 仅对小的幅值稍有扰动.

为了进一步考察二维单怪波的稳定性, 分别对上述

两种情形在时间 [–5, 5]区间二维单怪波在  平

面上的最大值和最小值进行数值模拟, 并和解析解

进行比较 (精确结果用实线表示, 数值结果用五星

点表示), 如图 9所示, 两者符合很好. 对数值模拟

加了白噪声扰动后, 两者也很好吻合, 表明非自治

KP方程的二维单怪波是稳定的. 

5   结　论

本文借助选择一个相似变换, 可将非自治 KP

方程转化为标准 KP方程 , 并基于 KPI方程的

Lump解得到非自治 KP方程的二维怪波激发, 并

采用快速傅里叶变换算法给出了精确解稳定性的

数值测试. 由于所得到的有理函数表示的单二维怪

波和多二维怪波解包含多个自由的参数, 因此怪波

不仅具有丰富的结构和传播特性, 而且其幅值也可

以操控. 本文结果为 (2 + 1)维非线性模型的怪波

激发给出了一种合适的物理机制, 也有助于寻找新

的二维怪波并对相应的物理问题提供启发.

感谢南方科技大学吴雷副教授和浙江传媒学院智能媒

体技术研究院刘畅博士在数值计算上的大力帮助, 感谢浙

江农林大学戴朝卿教授和王悦悦副教授的有益讨论, 感谢

审稿专家的建设性意见和提供的相关文献.
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图 9    在时间区间 [–5, 5] x-y 平面上非自治 KP方程的二维单怪波最大波动值和最小波动值的解析结果和数值计算模拟的对照

图　(a)对应二维单怪波 ((15)式); (b)对应二维单怪波 ((16)式); (c)在 (a)中加了高斯白噪声扰动; (d)在 (b)中加高斯白噪声扰动

Fig. 9. Simulation  diagram of  the  analytic  and  numerical  results  of  the  maximum and  minimum fluctuations  of  two-dimensional

single rogue waves for the non- autonomous KP equation in the x-y plane of the time interval [–5, 5]: (a) Corresponds to a two-di-

mensional  single rogue wave (Eq. (15));  (b) Corresponds to a two- dimensional  single rogue wave (Eq. (16));  (c)  Gaussian white

noise is added in panel (a); (d) Gaussian white noise is added in panel (b). 
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Abstract

Rogue  wave  is  a  kind  of  natural  phenomenon  that  is  fascinating,  rare,  and  extreme.  It  has  become  a
frontier of academic research. The rogue wave is considered as a spatiotemporal local rational function solution
of nonlinear wave model. There are still very few (2 + 1)-dimensional nonlinear wave models which have rogue
wave solutions, in comparison with soliton and Lump waves that are found in almost all (2 + 1)-dimensional
nonlinear  wave  models  and  can  be  solved  by  different  methods,  such  as  inverse  scattering  method,  Hirota
bilinear  method,  Darboux  transform  method,  Riemann-Hilbert  method,  and  homoclinic  test  method.  The
structure and evolution characteristics of the obtained (2 + 1)-dimensional rogue waves are quite different from
the  prototypes  of  the  (1  +  1)-dimensional  nonlinear  Schrödinger  equation.  Therefore,  it  is  of  great  value  to
study two-dimensional rogue waves.

In this paper, the non-autonomous Kadomtsev-Petviashvili equation is first converted into the Kadomtsev-
Petviashvili  equation  with  the  aid  of  a  similar  transformation,  then  two-dimensional  rogue  wave  solutions
represented by the rational functions of the non-autonomous Kadomtsev-Petviashvili equation are constructed
based  on  the  Lump  solution  of  the  first  kind  of  Kadomtsev-Petviashvili  equation,  and  their  evolutionary
characteristics  are  illustrated  by  images  through  appropriately  selecting  the  variable  parameters  and  the
dynamic stability of two-dimensional single rogue waves is numerically simulated by the fast Fourier transform
algorithm.  The  obtained  two-dimensional  rogue  waves,  which  are  localized  in  both  space  and  time,  can  be
viewed as a two-dimensional analogue to the Peregrine soliton and thus are a natural candidate for describing
the  rogue wave phenomena.  The method presented here  provides  enlightenment  for  searching for  rogue wave
excitation of (2 + 1)-dimensional nonlinear wave models.

We show that two-dimensional rogue waves are localized in both space and time which arise from the zero
background  and  then  disappear  into  the  zero  background  again.  These  rogue-wave  solutions  to  the  non-
autonomous Kadomtsev-Petviashvili equation generalize the rogue waves of the nonlinear Schrödinger equation
into two spatial dimensions, and they could play a role in physically understanding the rogue water waves in
the ocean.

Keywords: two-dimensional  rogue  wave,  Kadomtsev-Petviashvili  equation,  nonautonomous  nonlinear  wave
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