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研究算符函数的有序化排列是一项重要的数理任务. 本文利用特殊函数和正规乘积排序与反正规乘积

排序间的互换法则法导出了幂算符   和   的正规与反正规乘积排序. 进一步, 利用类比法得到了

算符   和   的坐标-动量排序与动量-坐标排序式. 最后, 对新得到的这些算符结果的应用进行一

些讨论.
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1   引　言

[
a, a†

]
= aa† − a†a = 1

: f(a, a†) :

|z⟩ = exp
(
−1

2
zz∗ + za†

)
|0⟩

在量子物理中算符是一个重要的基本概念. 一

般来说, 由于算符的不可对易性, 譬如玻色湮灭算

符与产生算符的对易关系为  ,

使得涉及算符的计算颇为棘手. 如果能够把算符转

化为有序排列形式, 则相应的计算就方便得多. 例

如一个正规乘积排序的算符  , 其在相干态

表象  中的矩阵元 [1,2] 为
 

⟨z| : f(a, a†) : |z′⟩ = f(z′, z∗)e−
1
2 zz

∗− 1
2 z

′z′∗+z∗z′
.
(1)

ρ P又如, 密度算符   的 Glauber-Sudarshan  表示可

由其反正规乘积排序形式直接得到 [3,4], 即 

ρ =

∫
d2z
π

P (z, z∗) |z⟩ ⟨z| =
...P (a, a†)

.... (2)

...
...

x-p

(1)式中记号:: 表示正规乘积排序 (即所有的产生

算符位于所有的湮灭算符的左侧), (2)式中记号 

表示反正规乘积排序 (即所有的湮灭算符位于所有

的产生算符的左侧). 除了算符的这两种有序化排

列形式外, 还有一些其他的有序化排列方式, 如坐

标-动量排序和动量-坐标排序 [5−12]. 坐标-动量排序

算符和动量-坐标排序算符在   相空间的矩阵元

可方便地得到, 即 

⟨x| Qg (X,P )Q |p⟩ = g (x, p) ⟨x|p⟩ ,

⟨p| Ph (X,P )P |x⟩ = h (x, p) ⟨p|x⟩ , (3)

Q · · ·Q

X P

P · · · P P

X

这里记号   表示坐标-动量排序 (即所有的坐

标算符   位于所有的动量算符   的左侧), 记号

 表示动量-坐标排序 (即所有的动量算符  

位于所有的坐标算符  的左侧). 因此, 尽可能直接

地得到算符的有序化排列形式就是一项重要的数

理任务.
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(XP )
n

(XP )
−n

n = 0, 1, 2,

3, · · ·

(
aa†

)±n (
a†a

)±n

(XP )
±n

(PX)
±n

在量子力学和量子光学中, 人们经常会遇到形

如  和  的正负指数幂算符 ( 

 ). 对于低次正指数幂算符, 可以利用对易关

系将其转换为有序化排列形式. 而对于负指数幂算

符和高次正指数幂算符, 其处理是非常棘手的. 本

文将利用特殊函数和算符的正规与反正规乘积排

序间的互换法则 [4,13] 导出幂算符  和 

的正规与反正规乘排序式. 进一步, 利用类比法得

到算符   和   的坐标-动量排序与动

量-坐标排序式. 最后, 将对新得到的这些结果的应

用进行一些讨论.
 

eλa
†a eλaa

†2   指数算符   和   的正规排序和
反正规排序展开式

eλa
†a eλaa

†
这一节来讨论指数算符  和  的正规乘

积排序与反正规乘积排序. 将充分利用有序算符内

的积分技术和正规乘积排序与反正规乘积排序间

的互换法则 [4,13].

|0 ⟩⟨0|

|0 ⟩⟨0| =: f(a, a†) : ⟨z|

|z ⟩ f (z, z∗) = ⟨z|0⟩⟨0|z⟩ = e−zz∗

首先来导出真空投影子  的正规乘积排序

形式. 令  , 并用相干态左矢  和

右矢  夹乘之, 得  . 于

是得到
 

|0 ⟩⟨0| =: e−aa†
:, (4)

|0 ⟩⟨0|
∞∑

n=0

|n ⟩⟨n| = 1

a†a |n ⟩ = n |n ⟩

这就是真空投影子   的正规乘积排序形式 .

利用福克空间的完备性关系式   ,

 以及真空投影子的正规乘积排序形

式, 便得到
 

eλa
†a =

∞∑
n=0

eλa
†a |n ⟩⟨n| =

∞∑
n=0

eλn |n ⟩⟨n|

=

∞∑
n=0

eλn
a†n√
n!

|0 ⟩⟨0| an√
n!

=

∞∑
n=0

eλn
a†n√
n!

: e−aa†
:
an√
n!

= :
∞∑

n=0

eλn
(
aa†

)n
n!

e−aa†
:

= : exp
[
aa†(eλ−1)

]
:, (5)

eλa
†a

eλ − 1 = µ

这就是指数算符   的正规乘积排序式. 作参数

变换  , 则有
 

: exp
(
µaa†

)
:= exp

[
a†aln(1 + µ)

]
=

1

1 + µ
exp

[
aa†ln(1 + µ)

]
, (6)

: exp
(
µaa†

)
:

::

这就是脱掉正规乘积排序指数算符  的

正规乘积排序记号  的公式. [
a, a†

]
= aa† − a†a = 1进一步利用对易关系式 

和 (5)式可得 

eλaa
†
= eλeλa

†a = eλ : exp
[
aa†(eλ − 1)

]
:, (7)

eλaa
†

这就是指数算符  的正规乘积排序式.

利用 (5)式和算符的正规乘积排序与反正规

乘积排序间的互换法则 

: f(a, a†) :=
...exp

(
− ∂2

∂a∂a†

)
f(a, a†)

..., (8)

eλa
†a可得到指数算符  的反正规乘积排序, 即 

eλa
†a = : exp

[
aa†(eλ − 1)

]
:

=
... exp

(
− ∂2

∂a∂a†

)
exp

[
aa†(eλ − 1)

] ...
=

... exp
(
− ∂2

∂a∂a†

)∫
d2z
π

exp
(
− zz∗

+ za
√

eλ − 1 + z∗a†
√

eλ − 1

)...

=
...
∫

d2z
π

exp
(
− eλzz∗ + za

√
eλ − 1

+ z∗a†
√

eλ − 1

).... (9)

exp
(
− ∂2

∂a∂a†

)在 (9)式的计算中为了方便约化掉微分算子

 , 对反正规乘积排序算符
 

... exp
[
aa†(eλ − 1)

] ...
中指数上的函数采用了积分降次法, 也就是将湮灭

算符与产生算符的“乘积”形式通过积分法降成了

“和”的形式, 并且用到了积分公式  ∫
d2z
π

exp (−ζzz∗ + ηz + ξz∗) =
1

ζ
exp

(
ηξ

ζ

)
, (10)

Re (ζ) > 0其收敛条件为  , 否则该积分是发散的.

Re
(
eλ
)
> 0如果   , 利用积分公式 (10)式完成

(9)式中的积分, 得 

eλa
†a = e−λ

... exp
[
aa†(1− e−λ)

] ..., (11)

Re
(
eλ
)
> 0 eλa

†a

1− e−λ = µ

这就是在  的条件下指数算符  的反

正规乘积排序式. 若作参数替换  , 则可
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得到
 

...exp
(
µaa†

) ... = 1

1− µ
exp

[
−a†aln (1− µ)

]
= exp

[
−aa†ln (1− µ)

]
, (12)

... exp
(
µaa†

) ...
...
...

这就是脱掉反正规乘积排序指数算符 

的反正规乘积排序记号  的公式, 它要求 

Re (µ) < 1. (13)

eλ = −1 λ = i(2n+ 1)π n = 0,

±1, ±2, ±3, · · ·
如果   , 也就是   ,   

 , 则 (9)式化为 

 

eλa
†a =

...
∫

d2z
π

exp(zz∗ + za
√
−2 + z∗iza†

√
−2)

... =
...
∫

d2z
π

exp(zz∗ + iza
√
2 + iz∗iza†

√
2)

...

=
...exp

(
−1

2

∂2

∂a∂a†

)∫
d2z
π

exp(iza
√
2 + iz∗iza†

√
2)

... =
π
2

...exp
(
−1

2

∂2

∂a∂a†

)
δ (a) δ

(
a†
) .... (14)

Re
(
eλ
)
< 0 eλ ̸= −1如果  且  , 则 (9)式化为

 

eλa
†a =

...
∫

d2z
π

exp
(
− eλzz∗ + za

√
eλ − 1 + z∗a†

√
eλ − 1

)...

=
...
∫

d2z
π

exp
[
(1− eλ)zz∗

]
exp

(
− zz∗ + za

√
eλ − 1 + z∗a†

√
eλ − 1

)...

=
...exp

(
− ∂2

∂a∂a†

)
exp

[
aa†(eλ − 1)

] ... = ...
∞∑

n=0

(−)
n

n!

∂n

∂an
∂n

∂a†n
exp

[
−aa†(1− eλ)

] ...
=

...exp
[
−aa†(1− eλ)

] ∞∑
n=0

(−)
n

n!
exp

[
aa†(1− eλ)

] ∂n

∂an
∂n

∂a†n
exp

[
−aa†(1− eλ)

] ...
=

...exp
[
−aa†(1− eλ)

] ∞∑
n=0

(eλ − 1)
n

n!
Hn,n

(
a
√
1− eλ, a†

√
1− eλ

) ...

=
...exp

[
aa†(eλ − 1)

] ∞∑
n=0

(1− eλ)n

n!
Ln

[
aa†(1− eλ)

] .... (15)

(15)式的最后一步计算中用到了同下标双变量厄

米多项式与拉盖尔多项式的关系, 即
 

Hn,n(x, y) = (−)
n
Ln (xy) . (16)

Re
(
eλ
)
>0

[
a, a†

]
= aa†−

a†a = 1

在  时, 利用对易关系式 

 和 (11)式可得
 

eλaa
†
= eλeλa

†a =
...exp

[
aa†(1− e−λ)

] ..., (17)
 

(
aa†

)n (
a†a

)n3   幂算符   和   的正规排序和
反正规排序展开式(

a†a
)n (

aa†
)n

n

这一节来导出幂算符   和   的正规

乘积排序和反正规乘积排序, 其中  是正整数.
 

(
aa†

)n3.1    幂算符  的正规乘积排序和反正规

乘积排序

t设  是一个参数, 利用 (7)式可得
 

(
aa†

)n
=

∂n

∂tn
etaa

†
∣∣∣∣
t=0

= :
∂n

∂tn
exp

[
t+ aa†(et − 1)

]∣∣∣∣
t=0

:, (18)(
aa†

)n
这是幂算符  正规乘积排序的基本形式. 为了

简化上述表达式, 可以依据 (18)式引入一个新的

多项式, 定义为 

xn (ξ) =
∂n

∂tn
et+ξ(et−1)

∣∣∣∣
t=0

, (19)

t = 0亦即在  的邻域上, 有 

et+ξ(et−1) =

∞∑
n=0

tn

n!
xn (ξ) . (20)

据此定义可依次得到 

x0 (ξ) = 1, x1 (ξ) = ξ + 1,

x2 (ξ) = ξ2 + 3ξ + 1,

x3 (ξ) = ξ3 + 6ξ2 + 7ξ + 1, · · ·
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那么, (18)式就可以表示为  (
aa†

)n
=: xn

(
aa†

)
: . (21)

由 (19)式可导出 

xn (ξ) = e−ξ

(
∂

∂ξ
ξ

)n

eξ. (22)

该多项式的更多性质详见附录 A. 若对 (19)式进

行如下处理  (
aa†

)n
= :

∂n

∂tn
eteaa

†(et−1)

∣∣∣∣
t=0

:

= :
∂n

∂tn

[
∂

∂ (aa†)
+ 1

]
eaa

†(et−1)

∣∣∣∣
t=0

:

= :

[
∂

∂ (aa†)
+ 1

]
∂n

∂tn
eaa

†(et−1)

∣∣∣∣
t=0

:

= :

[
∂

∂ (aa†)
+ 1

]
Tn

(
aa†

)∣∣∣∣
t=0

:, (23)

Tn (ξ)式中  是 Touchard多项式, 其定义为
 

Tn (ξ) =
∂n

∂tn
eξ(e

t−1)

∣∣∣∣
t=0

, (24)

Tn (ξ)

exp [ξ (et − 1)] t = 0

它是 Bell多项式的一个特例 [14,15]. 也就是说,  

的生成函数是  , 在  的邻域上有
 

eξ(e
t−1) =

∞∑
n=0

Tn (ξ)

n!
tn. (25)

Tn (ξ)Touchard多项式   的微分式可表示为 (详见

附录 B) 

Tn (ξ) = e−ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)n

eξ. (26)

另外, 比较 (21)式和 (23)式还可得到 

xn (ξ) = T ′
n (ξ) + Tn (ξ) , (27)

xn (ξ) Tn (ξ)

xn (ξ)

这就是多项式   和   的关系, 因此多项式

 可视为 Bell多项式家族的又一个特例.(
aa†

)m
为得到幂算符  的反正规乘积排序式, 利

用 (18)式和算符的正规乘积排序与反正规乘积排

序互换法则 (8)式可得  (
aa†

)n
=

... e−
∂2

∂a∂a†
∂n

∂tn
eteaa

†(et−1)

∣∣∣∣
t=0

...

=
...
∂n

∂tn
ete−

∂2

∂a∂a†

∫
d2z
π

e−zz∗+za+z∗a†(et−1)
∣∣∣∣
t=0

...

=
...
∂n

∂tn
et
∫

d2z
π

e−etzz∗+za+z∗a†(et−1)

∣∣∣∣
t=0

....

t = 0 Re (et) ≈ 1 > 0因为在  的邻域上  , 上述积分是

收敛的, 所以有  (
aa†

)n
=

...
∂n

∂tn
eaa

†(1−e−t)

∣∣∣∣
t=0

...

= (−)
n...

∂n

∂(−t)
n e(−aa†)(e−t−1)

∣∣∣∣
t=0

...

= (−)
n...Tn(−aa†)

..., (28)(
aa†

)n
∫

d2z
π

e−ζzz∗+ηz+ξz∗
=

1

ζ
eηξ/ζ

Re (ζ) > 0

这就是幂算符   的反正规乘积排序式, 也是

用 Touchard多项式表示的. 在上面的计算中再次

用到了积分公式   , 其

收敛条件为  .
  (

a†a
)n3.2    幂算符  的正规乘积排序和反正规

乘积排序 (
a†a

)n (
a†a

)n
(
aa†

)n
(
a†a

)n

现在来导出幂算符   的正规与反正规乘

积排序式. 可以用不同的方法得到幂算符  的

正规与反正规乘积排序式, 譬如完全可以采用得到

幂算符  的正规与反正规乘积排序式 (21)式

和 (28)式的方法, 也可采用类比法. 下面采用类比

法导出幂算符  的正规与反正规乘积排序式.

[a†,−a] = 1 = [a, a†]鉴于  , 若与 (28)式类比可得
  (

a†a
)n

= (−)
n[
a†(−a)

]n
= (−)

n
(−)

n
:

Tn

[
−(−aa†)

]
:=: Tn

(
aa†

)
:, (29)(

a†a
)n

这就是幂算符   的正规乘积排序式 . 若与

(21)式类比可得  (
a†a

)n
= (−)

n[
a†(−a)

]n
= (−)

n...xn(−aa†)
..., (30)(

a†a
)n

这就是幂算符  的反正规乘积排序式.[
a, a†

]
= aa† − a†a = 1另外, 利用   , 牛顿二项

式定理以及 (29)式还可得到 

(
aa†

)n
= (a†a+ 1)

n
=

n∑
k=0

(
n
k

)(
a†a

)k
=

n∑
k=0

(
n
k

)
: Tk

(
aa†

)
: . (31)

比较 (21)式和 (31)式可得 

xn (ξ) =

n∑
k=0

(
n
k

)
Tk (ξ) .

xn (ξ) Tn (ξ)这就是多项式   和 Touchard多项式   的

另一种关系. 
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(XP )
n

(PX)
n4     和   的坐标-动量排序和

动量-坐标排序

(XP )
n

(PX)
n[

X,− i
ℏ
P

]
= 1 = [a, a†]

基于上一节的结果, 利用类比法可导出幂算符

 和   的坐标-动量排序和动量-坐标排

序式. 鉴于   , 通过与 (28)式

类比可得 

(XP )
n
= (iℏ)n

[
X

(
− i
ℏ
P

)]n
= (−iℏ)nQTn

(
i
ℏ
XP

)
Q, (32)

(XP )
n

(XP )
n

此即幂算符   的坐标-动量排序展开式. 通过

与 (30)式类比, 能得到幂算符  的动量-坐标

排序展开式, 即 

(XP )
n
= (−iℏ)n

[
X

(
i
ℏ
P

)]n
= (iℏ)nPxn

(
− i
ℏ
XP

)
P. (33)[

1

iℏ
P,X

]
= −1 = [a†, a]同样道理, 基于  , 与 (30)

式作类比可得 

(PX)
n
= (iℏ)n

[(
1

iℏ
P

)
X

]n
= (−iℏ)nQxn

(
i
ℏ
XP

)
Q, (34)

以及与 (29)式作类比得 

(PX)
n
=(iℏ)n

[(
1

iℏ
P

)
X

]n
=(iℏ)nPTn

(
1

iℏ
QP

)
P.

(35)

进一步利用指数函数的 Taylor展开式和

(32)式—(35)式可得到 

eλXP =

∞∑
n=0

λn

n!
(XP )

n
=

∞∑
n=0

(−iℏλ)n

n!
QTn

(
i
ℏ
XP

)
Q,

eλXP =

∞∑
n=0

λn

n!
(XP )

n
=

∞∑
n=0

(iℏλ)n

n!
Pxn

(
− i
ℏ
XP

)
P,

eλPX =

∞∑
n=0

λn

n!
(PX)

n
=

∞∑
n=0

(−iℏλ)n

n!
Qxn

(
i
ℏ
XP

)
Q,

eλPX =
∞∑

n=0

λn

n!
(PX)

n
=

∞∑
n=0

(iℏλ)n

n!
PTn

(
− i
ℏ
XP

)
P,

(36)

eλXP eλPX这就是指数算符   和   的坐标-动量排序及

λ = 0动量-坐标排序的基本形式. 由于在  的邻域上

以上各级数是收敛的, 所以根据 (20)式和 (25)式

便可得到
 

eλXP = Qexp
[
i
ℏ
XP (e−iℏλ − 1)

]
Q

= Pexp
[
iℏλ+

i
ℏ
XP (1− eiℏλ)

]
P, (37)

 

eλPX = Pexp
[
− i
ℏ
XP (eiℏλ − 1)

]
P

= Qexp
[
−iℏλ+

i
ℏ
XP (e−iℏλ − 1)

]
Q. (38)

i
ℏ
(e−iℏλ − 1) = µ λ =

i
ℏ
ln(1−

iℏµ)

令  , 也就是作参数替换 

 , 从 (37)式可得
 

Qexp (µXP )Q

= exp
[
i
ℏ
XP ln(1− iℏµ)

]
=

1

1− iℏµ
exp

[
i
ℏ
PXln(1− iℏµ)

]
, (39)

Qexp (µXP )Q

− i
ℏ
(eiℏλ − 1) = σ

λ = − i
ℏ
ln(1 + iℏσ)

这是脱掉坐标-动量排序算符   的坐

标-动量排序记号的公式. 若令   ,

亦即  , 则从 (38)式可得到
 

Pexp (σXP )P

= exp
[
− i
ℏ
PXln(1 + iℏσ)

]
=

1

1 + iℏσ
exp

[
− i
ℏ
XP ln(1 + iℏσ)

]
, (40)

Pexp (σXP )P这是脱掉动量-坐标排序算符   的动

量-坐标排序记号的公式. 

(AB)
−15   负指数幂算符  的有序排列展

开式

(AB)
−1这一节来导出形如  的负指数幂算符的

有序排列式. 由于
  (

a†a
)
|n ⟩ = n |n ⟩, n = 0, 1, 2, 3, · · ·

|n ⟩ = a†n√
n!

|0 ⟩
(
a†a

)
(
a†a

)(
a†a

) (
a†a

)−1

其中   是粒子数算符   的本征矢 .

也就是说, 粒子数算符   的本征值是离散的且

包括零, 可知数算符   不可逆, 或者说  

不存在.
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  (
aa†

)−15.1    算符   的正规乘积排序和反正规

乘积排序(
a†a

)
|n ⟩ = n |n ⟩

(
aa†

)
|n ⟩ = (a†a+ 1)

|n ⟩ = (n+ 1) |n ⟩ n = 0, 1, 2, 3, · · ·
(
aa†

)(
aa†

)−1 ≡ 1/aa†

|0 ⟩⟨0| =: e−aa†
:

从   可 得  

 ,    . 由此可知  

是可逆的, 记其逆为  . 利用福克表

象的完备性关系以及真空投影算符的的正规乘积

形式  , 可得
 

1

aa†
=

∞∑
n=0

1

aa†
|n ⟩⟨n|

=

∞∑
m=0

1

n+ 1
|n ⟩⟨n| =: e−aa†

∞∑
n=0

(
aa†

)n
(n+ 1)!

:,

(
aa†

)−1

e−x =

∞∑
l=0

(−)
l

l!
xl

这可视作算符  的一种基本的正规乘积形式.

为了简化这一表示, 利用指数函数的幂级数展开式

 可以得到
 

1

aa†
= :

∞∑
l=0

(−)
l

l!

(
aa†

)l ∞∑
n=0

(
aa†

)n
(n+ 1)!

:

= :

∞∑
n=0

∞∑
l=0

(−)
l(
aa†

)n+l

l!(n+ 1)!
:

= :

∞∑
m=0

(
aa†

)m m∑
l=0

(−)
l

l!(m+ 1− l)!
: . (41)

在 (41)式的计算中, 最后一步使用了双求和重置

公式 

∞∑
n=0

∞∑
l=0

AnBl =

∞∑
m=0

m∑
l=0

Am−lBl. (42)

事实上, (41)式还可进一步简化, 即 

1

aa†
= :

∞∑
m=0

(
aa†

)m
(m+ 1)!

m∑
l=0

(m+ 1)!(−)
l

l!(m+ 1− l)!
:

= :

∞∑
m=0

(
aa†

)m
(m+ 1)!

[
− (−)

m+1

+

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!(m+ 1− l)!
1m+1−l · (−1)

l

]
:

= :

∞∑
m=0

(
aa†

)m
(m+ 1)!

[
(−)

m
+ (1− 1)

m+1
]
:

= :

∞∑
m=0

1

(m+1)!
(−aa†)m :

=

∞∑
m=0

(−)
m

(m+1)!
a†mam. (43)

基于 (43)式, 利用算符的正规乘积排序与反

正规乘积排序的互换法则 (8)式可进一步得到

(
aa†

)−1
 的反正规乘积排序, 即

 

1

aa†
=

...e−
∂2

∂a∂a†

∞∑
m=0

(−)
m

(m+ 1)!
ama†m

...

=
...

∞∑
m=0

(−)
m

(m+ 1)!
e−

∂2

∂a∂a† ama†m
...

=
...

∞∑
m=0

(−)
m

(m+ 1)!
Hm,m(a, a†)

...

=
...

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!
Lm

(
aa†

) .... (44)

Hm,n (x, y)式中   是双变量 Hermite多项式 [4,16,17],

其定义为 

Hm,n(x, y)=exy
(
− ∂

∂y

)m(
− ∂

∂x

)n

e−xy=e−
∂2

∂x∂y xmyn.

Lm (ξ) = eξ
∂m

∂ξm
(
ξme−ξ

)
Hm,m (x, y)

  是 Laguerre多项式, 它与

同下标双变量 Hermite多项式   的关

系为 

Hm,m (x, y) = exy
(
− ∂

∂y

)m(
− ∂

∂x

)m

e−xy

= (−)
mexy

∂m

∂ym
yme−xy = (−)

m
Lm (ξ)|ξ=xy.

 

(XP)−1
(PX)−15.2    负指数幂算符   和   的坐标-

动量排序及动量-坐标排序

(XP + PX)

(XP ) = (XP + PX)/2 + iℏ/2
(XP ) (XP )

(XP )
−1 ≡ 1/XP

由于   是厄米算符, 故知其本征值

必为实数 . 鉴于   , 所

以算符  的本征值不会包含零. 那么算符 

一定是可逆的, 记其逆算符  .[
X,

1

iℏ
P ] = 1 = [a, a†

]
基于  , 类比 (44)式, 便得到

 

1

XP
=

1

iℏ
1

X

(
1

iℏ
P

)

=
1

iℏ
Q

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!
Lm

(
1

iℏ
XP

)
Q, (45)

(XP )
−1

(XP )
−1

这就是算符  的坐标-动量排序展开式.

同样道理 , 类比 (43)式便得到算符   的动

量-坐标排序展开式, 即 

1

XP
=

1

iℏ
1

X

(
1

iℏ
P

)=
1

iℏ
P

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

(
i
ℏ
XP

)m

P.

(46)[
i
ℏ
P,X

]
= 1 = [a, a†]基 于   ,  类 比 (43)式 和
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(44)式可得 

1

PX
=

i
ℏ

1(
i
ℏ
P

)
X

=
i
ℏ
Q

∞∑
m=0

1

(m+1)!

(
− i
ℏ
XP

)m

Q,

1

PX
=

i
ℏ

1(
i
ℏ
P

)
X

=
i
ℏ
P

∞∑
m=0

1

(m+1)!
Lm

(
i
ℏ
XP

)
P,

(47)

(PX)
−1这就是负指数幂算符   的坐标-动量排序和

动量-坐标排序展开式. 

6   应用举例

ρ

P

c

由 (2)式可知, 一旦得到了密度算符   的反正

规乘积排序就是相当于得到了其 Glauber-Sudar-

shan  表示 [18], 而密度算符满足的海森堡方程 (算

符方程)就可转化为相应的   数方程, 这给某些问

题的求解带来一定的方便. 同时, 有序算符方法可

应用于量子统计.

作为第一个例子, 下面讨论处于热平衡的辐射

场 (混沌光场). 按照统计物理理论, 表示该辐射光

场的密度算符为 

ρ =

∞∑
n=0

|n ⟩pn⟨n| , (48)

pn =
1

Z
exp

(
−ℏωn

kT

)
|n ⟩⟨n|

Z =

∞∑
n=0

exp
(
−ℏωn

kT

)
=

1

1− exp (−ℏω/kT )
k T(

a†a
)
|n ⟩ = n |n ⟩

式中   是处于   态的概率 ,

 是配分

函数,    是玻尔兹曼常数,    是热力学温度. 利用

 可得
 

ρ =

[
1− exp

(
−ℏω
kT

)]
exp

(
−ℏω
kT

a†a

)

=

[
1− exp

(
−ℏω
kT

)] ∞∑
k=0

(−ℏω/kT )k

k!

(
a†a

)k
.

(
a†a

)k
式中幂算符  的反正规乘积排序已被求出, 也

就是 (30)式. 把 (30)式代入并注意到 (20)式, 可得 

ρ =

[
1− exp

(
−ℏω
kT

)] ∞∑
k=0

(ℏω/kT )k

k!

...xk(−aa†)
...

=

[
exp

(
ℏω
kT

)
−1

] ...exp
{
−aa†

[
exp

(
ℏω
kT

)
−1

]} ...

=
1

n̄

...exp
(
−aa†

1

n̄

) ..., (49)

这就是混沌光场密度算符的反正规乘积排序形式,

式中 

n̄ ≡
∞∑

n=0

npn =
1

exp(ℏω/kT )− 1
.

基于 (2)式和 (49)式, 便得到 

P (z, z∗) =
1

n̄
exp

(
− zz∗

1

n̄

)
, (50)

P

P

|ζ ⟩ |ζ ⟩⟨ζ|

P

此即混沌光场的 Glauber-Sudarshan  表示. 混沌

光场存在   表示, 意味着存在相应的“经典”光场.

而对于相干态  , 密度算符  的Glauber-Sudar-

shan  表示则为 

P (z, z∗) = πδ(z − ζ)δ(z∗ − ζ∗). (51)

H =

ℏωa†a
现在来计算混沌光的能量涨落, 能量算符为  

 , 能量的均方涨落定义为 

⟨(∆H)
2⟩≡⟨(H − ⟨H⟩)2⟩=

[
⟨H2⟩−⟨H⟩2

]
g(ω), (52)

g (ω)其中  为能级密度因子. 因为  ⟨
H2

⟩
= tr

(
ρH2

)
=

∫
d2z
π

1

n̄
exp

(
−zz∗

1

n̄

)
⟨z|H2|z⟩

=
ℏ2ω2

n̄

∫
d2z
π

(zz∗ + z2z∗2)exp
(
−zz∗

1

n̄

)
= (ℏω)2

[
n̄+ 2n̄2

]
.

⟨H⟩ = tr (ρH) = ℏωn̄以及  , 故有  ⟨
(∆H)

2⟩
= (ℏω)2

[
n̄+ n̄2

]
g (ω) . (53)

⟨
(∆H)

2⟩
相干态

= (ℏω)2ζζ∗g (ω)

n̄
√
ζζ∗

另一方面, 由 (51)式可得到相干光场的能量涨落,

即   . 比较可知, 若把

 视同为  时, 混沌光的能量涨落大于相干光.

eλa
†2
eva

2

作为第二个例子, 下面讨论互换法则 (8)式的

应用. 考虑正规排序算符  , 利用该互换法

则可得其反正规排序式为

  

eλa
†2
eva

2

=
...e−

∂2

∂a∂a† eλa
†2
eva

2 ...

=
...e−

∂2

∂a∂a†

∞∑
m,n=0

λmvn

m!n!
a†2ma2n

...

=
...

∞∑
m,n=0

λmvn

m!n!
e−

∂2

∂a∂a† a†2ma2n
...

=
...

∞∑
m,n=0

λmvn

m!n!
H2m,2n(a

†, a)
..., (54)

这里再一次用到了双变量 Hermite多项式. 另一方

面, 也可以采用积分降次法进行计算, 即
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eλa
†2
eva

2

=
...e−

∂2

∂a∂a† eλa
†2
eva

2 ... =
...e−

∂2

∂a∂a†

∫
d2z1d2z2

π2
e−z1z

∗
1+z1

√
λa†+z∗

1

√
λa†−z2z

∗
2+z2

√
va+z∗

2

√
va

...

=
...
∫

d2z1d2z2
π2

e−z1z
∗
1+z1

√
λa†+z∗

1

√
λa†−z2z

∗
2+z2

√
va+z∗

2

√
va−

√
λ
√
v(z1+z∗

1 )(z2+z∗
2 )
...

=
...eλa

†2
∫

d2z2
π

e−(1−2λv)z2z
∗
2+z2

√
v(a−2λa†)+z∗

2

√
v(a−2λa†)+λvz2

2+λvz∗2
2

...

=
1√

1− 4λv

...exp
(
λa†2 − 4λvaa† + va2

1− 4λv

) ..., (55)

eλa
†2
eva

2

Re (1− 4λv) > 0这是算符  反正规乘积排序的另一种形式, 是指数形式的, 它要求  . 在上面的计算中

用到了如下积分公式:  ∫
d2z
π

exp(−ζzz∗ + ηz + ξz∗ + tz2 + τz∗2) =
1√

ζ2 − 4tτ
exp

(
ζηξ + tξ2 + τη2

ζ2 − 4tτ

)
,

Re (ζ + t+ τ) > 0 Re
(
ζ2 − 4tτ

ζ + t+ τ

)
> 0 Re (ζ − t− τ) > 0 Re

(
ζ2 − 4tτ

ζ − t− τ

)
> 0

a† → x a → y H2m,2n(x, y)

其收敛条件为     ,       或     ,    . 比较

(49)式和 (50)式, 并做替换   ,   , 便得到偶次双变量 Hermite多项式  的生成函数如

下 
∞∑

m,n=0

λmvn

m!n!
H2m,2n(x, y) =

1√
1− 4λv

exp
[

1

1− 4λv
(λx2 − 4λvxy + vy2)

]
. (56)

(
a†eλa

†2
eva

2

a
)

同样方法, 正规乘积排序算符  的反正规乘积排序为
 

a†eλa
†2
eva

2

a =
...e−

∂2

∂a∂a† a†eλa
†2
eva

2

a
... =

...e−
∂2

∂a∂a†

∞∑
m,n=0

λmvn

m!n!
a†2m+1a2n+1

...

=
...

∞∑
m,n=0

λmvn

m!n!
e−

∂2

∂a∂a† a†2m+1a2n+1
... =

...
∞∑

m,n=0

λmvn

m!n!
H2m+1,2n+1(a

†, a)
.... (57)

另一方面, 利用互换法则 (8)式可得 

a†eλa
†2
eva

2

a =
...e−

∂2

∂a∂a† a†eλa
†2
eva

2

a
...

=
...e−

∂2

∂a∂a†
∂2

∂t∂τ

∫
d2z1d2z2

π2
e−z1z

∗
1+z1

√
λa†+z∗

1

√
λa†+ta†−z2z

∗
2+z2

√
va+z∗

2

√
va+τa

...
∣∣∣∣
t=τ=0

=
...
∂2

∂t∂τ

∫
d2z1d2z2

π2
e−(z1

√
λ+z∗

1

√
λ+t)(z2

√
v+z∗

2

√
v+τ)

×e−z1z
∗
1+z1

√
λa†+z∗

1

√
λa†+ta†−z2z

∗
2+z2

√
va+z∗

2

√
va+τa

...
∣∣∣∣
t=τ=0

=
...
∂2

∂t∂τ
eta

†+τa−tτ

∫
d2z1d2z2

π2
e−z1z

∗
1+z1

√
λ(a†−z2

√
v−z∗

2

√
v−τ)+z∗

1

√
λ(a†−z2

√
v−z∗

2

√
v−τ)

×e−z2z
∗
2+z2

√
v(a−t)+z∗

2

√
v(a−t)

...
∣∣∣∣
t=τ=0

=
...

[
(a− 2λa†)(a† − 2va)

(1− 4λv)
5/2

− 1

(1− 4λv)
3/2

]
exp

(
λa†2 − 4λvaa† + va2

1− 4λv

) ..., (58)

Re (1− 4λv) > 0 a† → x a → y这要求  . 比较 (57)式和 (58)式, 并做替换   ,   , 便得到 

∞∑
m,n=0

λmvn

m!n!
H2m+1,2n+1(x, y) =

[
(x− 2vy) (y − 2λx)

(1− 4λv)
5/2

− 1

(1− 4λv)
3/2

]
exp

(
λx2 − 4λvxy + vy2

1− 4λv

)
, (59)
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H2m+1,2n+1(x, y)这就是奇次双变量Hermite多项式 

的生成函数. 同样可得到奇偶次和偶奇次双变量

Hermite多项式的生成函数, 即
 

∞∑
m,n=0

λmvn

m!n!
H2m+1,2n(x, y)

=
x− 2vy

(1− 4λv)
3/2

exp
(
λx2 − 4λvxy + vy2

1− 4λv

)
,

∞∑
m,n=0

λmvn

m!n!
H2m,2n+1(x, y)

=
y − 2λx

(1− 4λv)
3/2

exp
(
λx2 − 4λvxy + vy2

1− 4λv

)
. (60)

这一些关于双变量 Hermite多项式的生成函数都

将在数学物理中有着各自的应用.
 

7   结　论

(
aa†

)n (
a†a

)n(
aa†

)−1

(XP )
n

(PX)
n

(XP )
−1 (

a†a
)n

利用特殊函数和正规乘积排序与反正规乘积

排序间的一般互换法则将幂算符  ,   及

 化为了正规乘积排序和反正规乘积排序形

式. 进一步利用类比法得到了幂算符  ,  

及   的坐标-动量排序和动量-坐标排序式.

最后, 利用幂算符  的有序排列结果讨论了混

沌光场, 并通过正规乘积与反正规乘积排序间的一

般互换法则得到了在数学物理中有着应用价值的

偶次及奇次双变量 Hermite多项式的生成函数. 

xn (ξ)附录A  多项式 

xn (ξ)从多项式  的定义 (19)式可得 

 

xn (ξ) =
∂n

∂tn
et+ξ(et−1)

∣∣∣∣
t=0

= e−ξ ∂n

∂tn
eteξe

t
∣∣∣∣
t=0

= e−ξ ∂

∂ξ

∂n

∂tn
eξe

t
∣∣∣∣
t=0

. (A1)

et = τ
∂

∂t
=

∂τ

∂t

∂

∂τ
= τ

∂

∂τ
做参数替换   , 则  , 于是有

 

xn (ξ) = e−ξ ∂

∂ξ

(
τ

∂

∂τ

)n

eξτ
∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ ∂

∂ξ

(
τ

∂

∂τ

)(
τ

∂

∂τ

)
· · ·

(
τ

∂

∂τ

)(
τ

∂

∂τ

)
︸ ︷︷ ︸

n次

eξτ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ ∂

∂ξ

(
τ

∂

∂τ

)(
τ

∂

∂τ

)
· · ·

(
τ

∂

∂τ

)
︸ ︷︷ ︸

n−1次

(
ξ
∂

∂ξ

)
eξτ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ ∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)(
τ

∂

∂τ

)(
τ

∂

∂τ

)
· · ·

(
τ

∂

∂τ

)
︸ ︷︷ ︸

n−1次

eξτ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ ∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)(
ξ
∂

∂ξ

)
· · ·

(
ξ
∂

∂ξ

)(
ξ
∂

∂ξ

)
︸ ︷︷ ︸

n次

eξτ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ

(
∂

∂ξ
ξ

)(
∂

∂ξ
ξ

)
· · ·

(
∂

∂ξ
ξ

)(
∂

∂ξ
ξ

)
︸ ︷︷ ︸

n次

∂

∂ξ
eξτ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ

(
∂

∂ξ
ξ

)n

eξ. (A2)

xn (ξ) Tn (ξ) = e−ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)n

eξ

Ln (ξ) = eξ
(

∂

∂ξ

)n

ξne−ξ

易见,   不同于Touchard多项式  ,

亦不同于 Laguerre多项式   . 从

(A2)式可得
 

n = 0, x0 (ξ) = 1,

n = 1, x1 (ξ) = ξ + 1,

n = 2, x2 (ξ) = ξ2 + 3ξ + 1,

n = 3, x3 (ξ) = ξ3 + 6ξ2 + 7ξ + 1,

n = 4, x4 (ξ) = ξ4 + 10ξ3 + 25ξ2 + 15ξ + 1,

n = 5, x5 (ξ) = ξ5 + 15ξ4 + 65ξ3 + 90ξ2 + 31ξ + 1, · · · .

xn (ξ)进一步可得到多项式  的递推公式和幂级数展开式分

别为
 

xn+1 (ξ) = (1 + ξ)xn (ξ) + ξ
∂xn (ξ)

∂ξ
. (A3)

 

xn (ξ) =

n∑
m=0

ξm
m∑
l=0

(−)m+l (l + 1)n

l! (m− l)!
. (A4)

xn (ξ)多项式  跟 Touchard多项式的关系为
 

xn (ξ) =
∂Tn (ξ)

∂ξ
+ Tn (ξ) . (A5)

x−1 (ξ) =
1

ξ
另外, 如果作一特殊规定, 即   , 则有
 

Tn+1 (ξ) = ξxn (ξ) . (A6)

y1 = 2ξ y2 = −2 ym⩾3 = 0在 (B5)式中若取  ,   ,   , 则有
 

e−t2+2tξ =
∑
n⩾0

Bn (ξ)
tn

n!
. (A7)

e−t
2+2tξ =

∑
n⩾0

Hn (ξ)
tn

n!
将 (A7)跟 Hermite多项式的定义   
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xn (ξ)

比较可知, Hermite多项式是 Bell多项式的一个特例. 同样

可以证明, Laguerre多项式以及本文引入的   多项式

也可以由 Bell多项式派生. 也就是说, Bell多项式是一个

多项式家族, 在一定的条件下可以派生出有着特定物理用

途的多项式. 

Tm (ξ)附录B  Touchard 多项式 

Tn (ξ)从 Touchard多项式  的定义可得 

Tn (ξ) =
∂n

∂tn
eξ(e

t−1)

∣∣∣∣
t=0

= e−ξ ∂n

∂tn
eξe

t
∣∣∣∣
t=0

. (B1)

et = τ做参数替换  , 则有 

Tn (ξ) = e−ξ

(
∂τ

∂t

∂

∂τ

)n

eξτ
∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ

(
τ

∂

∂τ

)n

eξτ
∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)n

eξτ
∣∣∣∣
τ=1

= e−ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)n

eξ.
(B2)

由 (B2)式容易得到 

n = 0, T0 (ξ) = 1,

n = 1, T1 (ξ) = ξ,

n = 2, T2 (ξ) = ξ2 + ξ,

n = 3, T3 (ξ) = ξ3 + 3ξ2 + ξ,

n = 4, T4 (ξ) = ξ4 + 6ξ3 + 7ξ2 + ξ,

n = 5, T5 (ξ) = ξ5 + 10ξ4 + 25ξ3 + 15ξ2 + ξ, · · · .

由 (B2)式还可得出其递推公式, 即 

Tn+1 (ξ) = e−ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)n+1

eξ = e−ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)
eξe−ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)n

eξ

= e−ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)
eξTn (ξ)

= e−ξξ

(
eξTn (ξ) + eξ

∂Tn (ξ)

∂ξ

)

= ξTn (ξ) + ξ
∂Tn (ξ)

∂ξ
. (B3)

Tn (ξ)另外, 还可得到  的幂级数展开式, 即 

Tn (ξ) =
n∑

k=0

ξk
k∑

l=0

(−)l
(k − l)n

l! (k − l)!
=

n∑
k=0

S(n, k)ξk, (B4)

S (n, k) =
k∑

l=0
(−)l

(k − l)n

l! (k − l)!
式中  是第二类 Stirling数 [12]. 事

实上, 完全型 Bell多项式的定义为 [12]
 

exp

∑
m⩾1

ym
tm

m!

 =
∑
n⩾0

Bn(y1, y2, · · · , yn)
tn

n!
, (B5)

B0 = 1 ym = ξ m = 1, 2, 3, · · ·其中已规定   . 如果取   ,    , 则

(B5)式约化为 

eξ(e
t−1) =

∑
n⩾0

Bn(ξ, ξ, · · · , ξ)
tn

n!
, (B6)

Tn (ξ) = Bn(ξ, ξ, · · · , ξ)
比较 (B6)式和 (25)式可知 Touchard多项式是 Bell多项

式的一个特例, 即  .
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Ordering positive and negative exponential power operators
by virtue of special functions and analogy method*
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Abstract

(
aa†)±n (

a†a
)±n

(XP )±n

(PX)±n

P

Operator ordering is often fallen back on due to its convenience in quantum optics and quantum statistics,

thus  it  is  an  important  task  to  derive  the  various  ordered  forms  of  operators  as  directly  as  possible.  In  this

paper  we  arrange  quantum  mechanical  operators      and      in  their  normally  and  anti-normally

ordered product forms by using special functions and general mutual transformation rules between normal and

anti-normal orderings of operators. Furthermore, the Q- and P-ordered forms of power operators     and

  are also obtained by the analogy method. Finally, some applications are discussed, such as the Glauber-

Sudarshan    -representation  of  chaotic  light  field  and  the  generating  functions  of  even  and  odd  bivariate

Hermite polynomials.
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