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一种水平变化波导中声传播问题的耦合模态法
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(2020 年 10 月 17日收到; 2020 年 11 月 8日收到修改稿)

针对介质参数及海底边界水平变化波导中的声传播问题, 本文基于多模态导纳法提出一种能量守恒且

便于数值稳定求解的耦合模态方法 . 将声压表示为一组正交完备的本地本征函数之和 , 对声压满足的

Helmholtz方程在本地本征函数上作投影, 推导出关于声压模态系数的二阶耦合模态方程组. 耦合矩阵直观

描述水平变化因素对模态耦合的贡献. 为避免直接求解二阶耦合模态方程组可能遇到的数值发散问题, 将其

重构为两个耦合的一阶演化方程组, 引入导纳矩阵并使用Magnus数值积分方法获得稳定的声场解. 利用该

耦合模态方法数值计算水平变化波导中的声场, 并与 COMSOL参考解比较, 结果表明该耦合模态理论能够

精确求解水平变化波导中的点源及分布源传播问题.

关键词：耦合模态法, 多模态导纳法, 水平变化波导
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1   引　言

水平变化波导中的声传播问题是水下声传播

研究中的热点问题. 受季节和日照的影响, 以及海

洋中的中小尺度现象和内波的作用, 海洋环境参数

空间分布不均匀. 作为海洋波导的上下界面, 海面

在风力驱动作用下随机起伏, 海底地形粗糙不平.

声波在水平变化波导中传播会发生随机散射, 严重

影响能量和信息的传输. 本文针对介质参数和海底

边界两种水平变化因素, 研究水平变化波导中的声

传播问题.

耦合模态法是求解水平变化波导中声传播问

题的常用方法之一, 由 Pierce[1] 和Milder[2] 引入到

水声学中. Pierce-Milder耦合模态理论将水平变

化波导中任意位置处的声压表示为本地模态的叠

加, 模态系数与水平位置有关. 通过对声压满足的

Helmholtz方程在本地模态上作投影 , 将 Helm-

holtz方程转化为关于模态系数的二阶耦合模态方

程组. 波导环境的水平变化对声场的作用由两个耦

合矩阵描述. 本地模态的计算精度直接影响耦合模

态法的求解精度. 对于介质参数均匀的波导, 本地

模态可解析计算. 对于介质参数复杂的波导, 需借

助数值手段求解, 如谱方法 [3]、多模态法 [4]、有限元

法 [5]、有限差分法 [6] 及标准简正波程序 KRAKEN[7]

等 .  Rutherford和 Hawker[8] 指出 ,  Pierce-Milder

耦合模态理论在处理边界倾斜波导的声传播问题

时能量不守恒. 这是由于本地模态并不符合严格的

边界条件. Fawcett[9] 将正确的边界条件引入到耦

合模态方程组的推导中, 提出一种能量守恒的耦合

模态理论. 但该理论不仅要计算两个耦合矩阵, 还

需计算两个界面矩阵. 这些矩阵与本地模态在水平

方向上的导数有关, 只能近似求解. 另外, 直接积

分求解二阶耦合模态方程组可能会遇到数值发散
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的问题 [4].本地模态和其水平导数的计算复杂度及

二阶耦合模态方程的数值求解问题使得 Fawcett

的方法在实际中难以广泛应用. Abawi[10] 通过忽略

高阶耦合项和后向散射场的能量, 结合抛物方程方

法推导得到耦合简正波-抛物方程理论, 有效解决

了耦合模态方程的求解问题. 在此基础上, 彭朝晖

和张仁和 [11] 采用广义相积分理论和波束位移射线

简正波理论计算本地模态, 实现了声场的快速计

算. 莫亚枭等 [12] 通过忽略高阶耦合项并只取前向

场, 提出了一种大步长格式的二维耦合模态方法.

这些单向耦合模态理论对于环境特性水平不变或

缓变波导是正确的, 但不适用于后向场能量不可忽

视的情况 [13]. 针对求解二阶耦合模态方程中可

能出现的数值发散问题, Pagneux等 [4,14] 提出一种

数值收敛的多模态导纳法, 分析了变截面声管中

的声传播问题. 多模态导纳法通过引入导纳矩阵

将 Helmholtz方程的边值问题等价成两个一阶演

化方程的初值问题, 采用 Runge-Kutta法 [4,15] 或

Magnus法 [14,16,17] 数值计算获得稳定声场解. 目前

研究海底地形变化的模态耦合理论已相对成熟, 而

介质参数水平变化波导中的声传播问题仍有待研

究. 对于介质参数水平缓变 (相比声波波长)的海

洋环境, 绝热近似耦合模态理论 [18] 通过忽略模态

间的耦合作用, 得到形式简单的耦合模态方程. 然

而, 对于垂直于内波波峰方向上的声传播问题, 环

境特性会迅速变化, 绝热近似理论通常无效 [19]. 因

此, 有必要推导一种双向耦合模态方法, 考虑介质

参数水平变化对模态耦合及声场的影响.

前文所述均为连续耦合模态理论 (continuous

coupled mode method), Evans[20] 将水平变化区域

分为若干段水平不变波导, 提出阶梯耦合模态理

论 (stepwise coupled mode method). 骆文于等 [7,21]

引入全局矩阵算法, 推导出一种数值稳定的阶梯耦

合模态方法. 阶梯耦合模态方法数值实现相对简

单, 在水声领域有广泛应用. 相比阶梯耦合模态理

论, 连续耦合模态方法有两个优势: 1)给出了耦合

矩阵的具体表达式, 直观地体现水平变化因素对模

态间能量交换及声场的影响; 2)方法可以延伸应

用于更实际的海洋波导中的声传播问题, 如: 三维

模型 [22]、含散射体 [23,24] 等复杂波导环境.

鉴于上述问题, 本文将结合 Fawcett耦合模态

理论和多模态导纳法, 提出一种能量守恒且数值收

敛的耦合模态方法, 研究介质参数和边界水平变化

波导中的声传播问题. 全文结构如下: 首先, 针对

介质参数及边界水平变化波导, 推导基于多模态导

纳法的耦合模态方法, 给出耦合模态方程及求解耦

合模态方程的 Magnus数值积分方法; 其次, 使用

该方法计算水平变化波导中的声场, 与 COMSOL

的计算结果比较, 验证方法的准确性; 最后, 给出

讨论和总结. 

2   理论方法

针对水平变化波导, 本节给出基于多模态导纳

法的耦合模态方法 (coupled mode method), 下文

中简称 CMM. 

2.1    双向耦合模态理论

H(x) c(x, y)

ρ(x, y)

Ω1 : x ∈ [0, xr]

Ω2 : x > xr

x = 0

考虑水平方向半无穷、垂直方向受限的二维平

面波导, 如图 1所示. 上边界为水平不变的空气-海

水绝对软边界, 下边界为水平变化的海水-岩石绝

对硬边界, 以连续函数  表示. 声速  和密

度   均是空间坐标的连续函数 . 假设区域

 为水平变化区域, 声波在该区域中发

生散射. 区域   为水平不变区域, 声波在

该区域中全部透射. 入射波从  处向右入射.

 
 

r

21

(r) (r)() ()
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





图 1    水平变化波导示意图

Fig. 1. Configuration  of  a  waveguide  with  range-dependent

environments.
 

e−iωt省略时间因子  , 声压满足 Helmholtz方程 

∂

∂x

(
1

ρ(x, y)

∂p(x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
1

ρ(x, y)

∂p(x, y)

∂y

)

+
ω2

ρ(x, y)c2(x, y)
p = 0 (1)

和边界条件 

p (x, y = 0) = 0,
∂p (x, y = H(x))

∂n
= 0, (2)

ω其中 p 是声压,   是角频率, n 表示外法线方向.

根据耦合模态理论, 波导中任意位置处的声压

可用本地模态叠加求和表示, 这里本地模态是指上

下边界分别满足绝对软和绝对硬边界条件, 声速和

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 6 (2021)    064301

064301-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


c(y;x) ρ(y;x)密度分别等于本地声速  和本地密度  的

水平不变波导中的简正波. 而依据多模态理论, 本

地模态可用一组正交完备的本地本征函数叠加求

和表示, 因此, 波导中的声压可表示为 

p (x, y) =
∑
n

Pn (x)ϕn (y;x), (3)

Pn (x) ϕn(y;x)

H(x)

ϕn(y;x)

ϕn(y;x)

ϕn(y;x) ϕn(y;x) =√
2

H(x)
sin
(
(n+0.5)π
H(x)

y

) ∫ H(x)

0

ϕ∗
m(y;x)·

ϕn(y;x)dy = δmn

∞∑
n=0

·
N−1∑
n=0

·

其中:   为模态系数;   为本地本征函数,

代表上下边界分别满足绝对软和绝对硬边界条件.

波导深度为本地深度   的均匀 (声速和密度均

为常数)波导中的简正波. 用本地本征函数 

作基函数的优势在于   及其导数的解析表

达式容易计算 , 而真正的本地模态及其导数往

往不易解析求解 .    的表达式为  

 , 满足正交性 

 . 注意 (3)式中的求和号表示  ,

在数值实现中要对级数求和作截断处理   , 其

中 N 表示截断数. 对于水平不变波导, 求和项通常

只需包含全部传播模态. 对于水平变化波导, 由于

衰逝模态对水平变化区域中近场声压的贡献不可

忽略, 求和项中需包含全部的传播模态和部分衰逝

模态 [14].

∫ H(x)

0

ϕ∗
m · dy

对 Helmholtz方程在本地本征函数上作投影,

即作  运算, 有
  ∫ H(x)

0

ϕ∗
m

[
∂

∂x

(
1

ρ

∂p

∂x

)
+

∂

∂y

(
1

ρ

∂p

∂y

)
+

ω2

ρc2
p

]
dy=0,

(4)

代入声压展开 (3)式, 得到二阶耦合模态方程组  ∑
n

AmnP
′′
n +

∑
n

(Bmn + 2Dmn + Emn)P
′
n

+
∑
n

(Kmn − Cmn + Fmn +Gmn + Jmn)Pn = 0,

(5)

写成矩阵形式 

AP ′′+(B+2D+E)P ′+(K −C+F+G+J)P = 0,
(6)

Pn(x)其中 , 列向量 P中元素为   , 矩阵 A, B, C,

D, E, F, G, J和K中的元素分别为 

Amn =

∫ H(x)

0

1

ρ
ϕ∗
mϕndy,

Bmn =

∫ H(x)

0

∂

∂x

(
1

ρ

)
ϕ∗
mϕndy,

 

Cmn =

∫ H(x)

0

1

ρ

∂ϕ∗
m

∂y

∂ϕn

∂y
dy,

Dmn =

∫ H(x)

0

1

ρ
ϕ∗
m

∂ϕn

∂x
dy,

Emn =
1

ρ(x,H)
H ′(x)ϕ∗

m(H)ϕn(H),

Fmn =
1

ρ(x,H)
H ′(x)ϕ∗

m(H)
∂ϕn(H)

∂x
,

Gmn =

∫ H(x)

0

1

ρ
ϕ∗
m

∂2ϕn

∂x2
dy,

Jmn =

∫ H(x)

0

∂

∂x

(
1

ρ

)
ϕ∗
m

∂ϕn

∂x
dy,

Kmn =

∫ H(x)

0

1

ρ

ω2

c2
ϕ∗
mϕndy.

∫ H(x)

0

ϕ∗
m∂y(ρ

−1∂yp)dy

∂yp (H) = H ′∂xp (H)

(6)式中的各个矩阵描述了水平变化因素对声

场的影响. 矩阵 A, C和 K是由于基函数不是真

正的本地模态产生的系数矩阵. B, D, J和 G是

耦合矩阵, 描述模态间的耦合作用. E和 F是边界

矩阵, 来自于计算  的过程中

加入的严格下边界条件, 即  , 目

的是修正本地本征函数的边界条件, 使二阶耦合模

态方程 (6)满足能量守恒, 详细过程可参考文献 [9].

至此, Helmholtz方程引导的声传播问题被转

化为关于模态系数 P的二阶耦合模态方程的边值

问题. 由于边界矩阵E和 F修正了边界条件, (6)式

已满足边界条件, 对 (6)式的求解只需考虑声源条

件和辐射条件. 但根据辐射条件从右向左积分求

解 (6)式时, 由于衰逝模态在这个方向上是指数发

散的, 导致数值计算结果不收敛, 故而 (6)式并不

是理想形式. 根据多模态导纳法的思想, 将二阶微

分方程形式下的耦合模态方程重构为两个一阶演

化方程. 定义列向量 s为 

s = AP ′ +DP . (7)

s′ = AP ′′ + (A′ +D)P ′+

D′P A′

(7)式对 x 作全微分, 有 

 , 矩阵  中的元素为 

A′
mn =

d
dx

(∫ H(x)

0

1

ρ
ϕ∗
mϕndy

)

=
1

ρ(H)
H ′ϕ∗

m(H)ϕn(H) +

∫ H(x)

0

∂

∂x

(
1

ρ

)
ϕ∗
mϕndy

+

∫ H(x)

0

1

ρ
ϕ∗
m

∂ϕn

∂x
dy +

∫ H(x)

0

1

ρ
ϕ∗
n

∂ϕm

∂x
dy,
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A′ = E +B +D +DT D′即  . 矩阵  中的元素为 
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即  , 其中 L中的元素为 

 . 因此, 有
 

s′ = AP ′′ +
(
B + 2D +DT +E

)
P ′

+ (F +G+ J +L)P . (8)

根据 (6)—(8)式, 有 

s′ =DTA−1s+ (C −K)P . (9)

L =DTA−1D
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DTA−1D = L.

其中用到了等式   . 下面给出该等式

的证明, 利用本地本征函数   的完备性, 将函数

 写为   , 代入矩阵 D中有

 , 写成矩阵形式 ,

得到  , 其中  中的元素为  , 同理可

得   , 即

 , 因此   ,

由于矩阵A为对称阵, 有 

最终, 得到两个一阶耦合模态方程  (
P ′

s′

)
=

(
−A−1D A−1

C −K DTA−1

)(
P

s

)
. (10)

s = Y P

(10)式可通过引入导纳矩阵获得稳定的声场解, 并

且无需求解边界矩阵 E和 F. 导纳矩阵 Y代表模

态域的 Dirichlet to Neumann (DtN)算子 [17,25], 定

义为  . 将导纳矩阵代入 (10)式, 得到导纳

矩阵满足的 Riccati方程 

Y ′ = −Y A−1Y + Y A−1D+DTA−1Y +C −K
(11)

和声压的模态系数满足的一阶微分方程 

P ′ =
(
−A−1D +A−1Y

)
P . (12)

Ω2 Y (xr) =√
A(xr)C(xr)−K(xr)) A−1(xr)Y (xr)

ikxn kxn Ω2

x = 0

(11)式的初值条件为区域  中的辐射条件 

 . 事实上, 矩阵 

的本征值等于  , 其中  对应波导在  区域中

水平方向上的波数. (12)式的初值条件为  处

x = 0

P−(0) = RP+(0) P+ P−

的声压对应的模态系数. 工程应用及数值实现中,

声源通常为入射波, 而  处的声压包含入射波

成分及反射波成分. 为了计算反射波, 定义模态域

的反射矩阵 R为   , 其中   和  

代表前向传播和后向传播的模态系数分量, 有 

P (0) = P+ (0) + P− (0) , (13)
 

P ′ (0) = P ′
+ (0) + P ′

− (0) . (14)

根据 (12)—(14)式, 得到 

R = (Y0 + Y (0))
−1

(Y0 − Y (0)) , (15)

Y0 =
√
A(0) (C(0)−K(0))其中   . 因此, (12)式的

初值条件为 

P (0) = (I +R)P+ (0) , (16)

P+(0)其中  为入射波的模态系数. 本文中的导纳矩

阵和声压模态系数均采用 Magnus数值积分算法

求解, 详细步骤见 2.3节.

P+(xr) = TP+(0)

P (xr) = Q(x)P (x)

Q′ = −Q(−A−1D +A−1Y ) Q(xr)

T = Q(0)(I +R)

另外, 散射矩阵是描述散射区域性质的主要参

量, 是连接入射信息和出射信息的重要桥梁. 针对

图 1所示模型, 散射矩阵包含反射矩阵 R和透射

矩阵 T. 透射矩阵定义为   . 引入

传播矩阵Q, 满足  , 根据 (10)式,

有   , 初值条件为  

等于单位阵. 透射矩阵则可写为  .

总而言之, 对于一个水平变化波导, 双向耦合

模态方法 (two-way CMM)通过辐射条件确定任

意水平位置处的导纳矩阵, 进而计算散射区域对应

的反射矩阵, 再根据入射条件推出声压的模态展开

系数, 最后代入声压的展开式中得到波导中的稳态

声场. 

2.2    单向近似与绝热近似耦合模态理论

当波导环境参数水平连续缓变 (相比波长)时,

单向传播模型及绝热耦合模态理论能够近似求

解声场 [13]. 本节将给出基于多模态导纳法的单向

近似 (one-way CMM)和绝热近似耦合模态 (adia-

batic CMM)方法.

R ≈ 0, Y0 ≈ Y (0)

Y (x) =√
A(x) (C(x)−K(x))

单向近似理论假设后向散射场的能量相比前

向场的能量是可忽略不计的高阶小量, 等价于反

射矩阵近似为零    即   , 表示任意

位置处的导纳矩阵无需迭代计算, 近似为  

 . 根据 (10)式, 有 

P ′ =
(
−A−1D +A−1Y

)
P . (17)
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P (0) = P+ (0)初值条件为入射波对应的模态系数  .

该单向耦合模态方法避免了从无穷远辐射条件迭

代计算导纳矩阵的过程, 无需计算反射矩阵, 相比

双向耦合模态方法提高了计算速度.

绝热近似理论假设模态间绝热耦合, 不发生能

量交换. 因此, 忽略耦合矩阵项, 得到水平变化波

导中的绝热近似耦合模态方程
 

AP ′′ + (K −C)P = 0. (18)

P (0) =

P+ (0)

同样地, 初值条件为入射波对应的模态系数 

 .
 

2.3    Magnus 数值积分方法

本文通过 Magnus数值积分方法求解导纳矩

阵及声压模态系数. Magnus法是一种高效的数值

积分算法, 即使是剧烈振荡的解函数也只需稀疏的

离散点, 这种大步长的计算特性使得Magnus法在

高频条件下能够实现快速计算 [14]. Magnus法计算

导纳矩阵与声压模态系数的具体步骤如下.

Ω1

x̃1 > x̃2 > · · · > x̃j > · · · > x̃J x̃1 = xr

x̃J = 0 δj = x̃j+1 − x̃j < 0

首先将散射区域  中的横坐标从右向左离散

为   ,  其 中   ,

 , 离散间隔为  . 将 (10)式

重写为
  (

P ′

s′

)
=M (x)

(
P

s

)
. (19)

(19)式的Magnus数值解为
  (

P (x̃j+1)

s(x̃j+1)

)
= eΓj

(
P (x̃j)

s(x̃j)

)
. (20)

其中Magnus矩阵 Gj 的形式取决于不同阶的Mag-

nus积分方法, 二阶Magnus矩阵为
 

Γj = δjM

(
x̃j + x̃j+1

2

)
. (21)

四阶Magnus矩阵为
 

Γj =
1

2
δj (M1+M2) +

√
3

12
δj

2 (M2M1 −M1M2) ,

(22)

M1 =M

[
x̃j +

(1
2
−

√
3

6

)
δj

]
M2 =M

[
x̃j+(1

2
+

√
3

6

)
δj

]其中   ,   

 . 本文采用四阶Magnus数值积分方法.

eΓj将  写为分块矩阵, 即
 

eΓj =

(
L1 L2

L3 L4

)
, (23)

最终得到导纳矩阵和声压的模态系数 

Y1 (x̃j+1) = [L3 +L4Y1 (x̃j)] [L1 +L2Y1 (x̃j)]
−1

,
(24)

 

P (x̃j) = [L1 +L2Y1 (x̃j)]
−1
P (x̃j+1) . (25)

 

3   数值结果

本节将利用第 2节提出的耦合模态方法, 求解

水平变化波导中分布源及点源声传播问题, 并与

COMSOL参考解比较, 验证耦合模态方法的正确

性. 针对水平缓变波导的声传播问题, 讨论单向近

似及绝热近似耦合模态方法. 数值验证双向耦合模

态方法的能量守恒特性. 最后针对浅海孤立子内波

中的低频声传播问题, 分析模态间的耦合作用.

ρ(x, y)

kg/m3 c(x, y) m/s

3.1节至 3.3节中考虑如图 1所示的含声速和

密度剖面的水平变化波导 , 密度   (单位为

 )和声速   (单位为   )均是空间坐标

的函数, 表达式分别为 

ρ(x, y) =

{
1000 + ρ1y + ρ2x, 0 ⩽ x ⩽ xr,

1000 + ρ1y + ρ2xr, x > xr.
(26)

 

c(x, y) =

{
1515 + c1y + c2x, 0 ⩽ x ⩽ xr,

1515 + c1y + c2xr, x > xr,
(27)

xr ρ1 ρ2

c1 c2

其中,   为水平变化距离,   和  分别代表密度垂

直和水平变化率,   和  分别代表声速垂直和水平

变化率. 上边界水平不变, 下边界的几何参数为 

H(x) =

{
H + h1x, 0 ⩽ x ⩽ xr,

H + h1xr, x > xr,
(28)

h1其中  代表海底倾斜率. 

3.1    分布源和点源声传播问题

ρ1 = 0.2 ρ2 = 0.2 c1 = 0.2 c2 = 0.4 h1 = −0.1

H = 200 xr = 1600 x = 0

pi = εϕ1(y; 0) = sin(1.5πy/200)

ε = 10 f = 20

x = 0

首先计算分布源激发声场. 环境参数选取为

 ,    ,    ,    ,    .

  m,     m. 声源为从   处向右

入射的分布源  , 其中

 为入射波归一化系数. 频率   Hz. 在该

频率下, 波导在   m处有五阶可传播模态, 在

水平不变区域中有三阶可传播模态. 图 2(a)为利

用双向 CMM((10)式)计算得到的声压幅值 (Pa)

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 6 (2021)    064301

064301-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


N=10

y = 20

y = 50

分布, 截断数选取为  , 图 2(b)为使用 COM-

SOL计算得到的声压幅值 (Pa)分布, 图 2(c)为深

度   m处声压幅值沿 x 轴的分布, 图 2(d)为

深度    m处声压幅值沿 x 轴的分布. 可以看

出水平变化区域中存在明显的后向散射效应, 模态

间耦合作用剧烈, 两种方法的计算结果一致.

CMM方法处理点源 (相当于对称三维问题中

的线源)声传播问题的关键在于用本地本征函数展

开表示点源传播函数—Green函数, 即 

G (x, y) =
∑
n

gn (x)φn (y;x) = ψ
Tg. (29)

对于水平变化波导, 相应的模态系数 g可写为 [24,26]
 

g(x)=
ψ (ys;xs)

2

(
A−1 (xs)Yxs

)−1
eA

−1(xs)Yxs |x−xs|,

(30)

Yxs =
√
A(xs) (C(xs)−K(xs)).其中 

ρ1 = 0.2 ρ2 = 0.2 c1 = 0.2 c2 = 0.4

h1 = −0.05 H = 200 xr = 1600

(0, 10) f = 20 Hz

N = 50

y = 71

y = 101

图 3所示为点源激发声场. 水平变化波导的环

境参数为   ,    ,    ,    ,

 .     m,     m. 声源位于

  m处. 频率为     . 图 3(a)为利用双

向 CMM((10)式)计算得到的声压幅值 (Pa), 截断

数选取为   , 图 3(b)为使用 COMSOL计算

得到的声压幅值 (Pa), 图 3(c)为深度   m处

声压幅值沿 x 轴的分布, 图 3(d)为深度   m

处声压幅值沿 x 轴的分布. 可以看出明显的后向散

射作用. 两种方法的计算结果一致, 说明双向 CMM

能够准确计算水平变化波导中的声场. 两种方法的

计算偏差来源于两方面: 1) CMM在数值实现中对

级数求和 (3)式作截断处理, 导致的部分和与真值
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(a)

N = 10图 2    水平变化波导中的声场 (声源为分布源, 频率为 20 Hz)　(a) 利用 CMM计算得到的声压幅值分布, 截断数   ; (b) 利

用 COMSOL计算得到的声压幅值分布; (c) 深度为 20 m处, 声压幅值的水平分布; (d) 深度为 50 m处, 声压幅值的水平分布

N = 10

Fig. 2. Sound  fields  in  a  range-dependent  waveguide  (the  source  is  a  distributed  source  at  20 Hz):  (a)  Sound  field  computed  by

CMM where the truncation number is   ; (b) sound field computed with COMSOL; (c) sound field distribution along x direc-

tion at depth 20 m; (d) sound field distribution along x direction at depth 50 m. 
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之间的误差; 2)本文中采用 Clenshaw-Curtis数值

积分方法 [26] 计算系数矩阵及耦合矩阵, 离散点采

用 Chebyshev插值点, 而 COMSOL计算采用三角

形网格, CMM与 COMSOL离散方式不同导致两

种结果出现偏差. 

3.2    水平缓变波导: 单向近似与绝热近似

ρ1 ≪ 1 c1 ≪ 1 h1 ≪ 1

ρ1 = 0.01 ρ2 = 0.2 c1 = 0.01 c2 =

0.4 h1 = −0.001 H = 200 xr = 1600

x = 0 pi = εϕ1(y; 0) =

sin(1.5πy/ 200) f = 20

水平缓变是指环境参数在一个波长内的水平

变化量远小于波长, 对于本节的计算模型, 水平缓

变代表  ,   及  . 考虑水平缓变波

导算例, 假设   ,    ,    ,   

 ,   ,    m,    m. 声源

为从   处向右入射的分布源  

   . 频率   Hz. 图 4(a)—(c)分别

为利用双向 CMM理论 ((10)式)、单向近似 CMM

理论 ((17)式)和绝热近似 CMM理论 ((18)式)计

算得到的声压幅值 (Pa)分布, 图 4(d)和图 4(e)分

别为接收点在 60 m和 120 m深度处, 声压幅值的

水平分布. 三种方法的数值实现采用相同的离散点

和截断数 N = 10. 可以看出, 单向近似和绝热近似

耦合模态理论均可较为准确地计算水平缓变波导

中的近距离声场, 但计算误差随水平距离的递推逐

渐累积.
 

3.3    能量守恒验证

本节讨论数值声场解的能流守恒, 理论验证将

在第 4节讨论部分中给出. 根据能流定义
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(0, 10)

N = 50

图 3    水平变化波导中的声场 (声源为位于    m处的点源, 频率为 20 Hz)　(a) 利用双向 CMM计算得到的声压幅值分布,

截断数   ; (b) 利用 COMSOL计算得到的声压幅值分布; (c) 深度为 71 m处, 声压幅值的水平分布; (d) 深度为 101 m处, 声

压幅值的水平分布

(0, 10)

N = 50

Fig. 3. Sound fields in a range-dependent waveguide generated by a point source at     m (the frequency is 20 Hz): (a) Sound

field computed by CMM where the truncation number is   ; (b) sound field computed with COMSOL; (c) sound field distri-

bution along x direction at depth 71 m; (d) sound field distribution along x direction at depth 101 m. 
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E(x) =
1

2ω
Im
∫ H(x)

0

(
1

ρ
p∗

∂p

∂x

)
dy, (31)

代入声压展开式 (3), 写成矩阵形式, 得到模态 (本

地本征函数)域的能流表达式 

E(x) =
1

2ω
Im(P Hs), (32)

其中上标 H代表共轭转置.

ρ1 = 0 ρ2 =

0 c1 = 0.1 c2 = 0 h1 = 0 H = 200

f = 10 x = 0

为直观起见, 考虑边界水平不变, 密度均匀,

声速水平变化波导中的声传播. 假设  ,  

 ,    ,    ,    ,      m. 频 率

  Hz. 在    m处波导中有三阶可传播模

态. 随着声速的递增, 在水平不变区域中仅有两阶
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图 4    水平缓变波导中的声场 (声源为分布源 , 频率为 20 Hz)　(a) 利用双 CMM计算得到的声压幅值分布 ; (b) 利用单向近似

CMM计算得到的声压幅值分布 ; (c) 利用绝热近似 CMM计算得到的声压幅值分布 ; (d) 深度为 60 m处 , 声压幅值的水平分布 ;

(e) 深度为 120 m处, 声压幅值的水平分布

Fig. 4. Sound fields in a waveguide with weak range dependence generated by a distributed source (the frequency is 20 Hz): (a) Sou-

nd field computed by two-way CMM; (b) sound field computed with one-way CMM; (c) sound field computed with adiabatic CMM;

(d) sound field distribution along x direction at depth 60 m; (e) sound field distribution along x direction at depth 120 m. 
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x = 0

pi = εϕ1(y; 0) = sin(1.5πy/200)

|Pn(x)|
E(x)/E(0)

P1,+(0) = 1

|P1(0)| = 1.0005

||RP ||2 ∼
O(10−4) ≪ 1 E(x) ∝ Re(
P ∗
1 (x)

√
ω2/c2(x)− 1.5π/HP1(x)

)
|P1(x)|

可传播模态. 由于介质参数与 y 无关, 本地本征函

数即为实际本地简正波. 声源为从   m处向右

入射的分布源  , 即第

二阶本地简正波. 图 5(a)为双向 CMM ((10)式)

计算得到的声压幅值 (Pa)分布, 图 5(b)为声压的

模态系数   的分布 , 图 5(c)为归一化能流

 . 从图 5(c)可以看出, 能流为常数, 代表

数值解符合能量守恒. 由于衰逝模态不传播能量,

图 5(b)中仅画出可传播模态对应的模态系数. 入

射波为第二阶模态, 即  , 图中显示仅有

第二阶模态在波导中传播, 表明声速的水平变化没

有导致模态间的耦合.    , 说明后向

散射场的能量很小. 从反射矩阵也可知,  

 . 另外, 密度均匀时, 能流  

 . 声速随传播距

离增大,    也随之增大, 符合能量守恒定律,

与数值计算结果相符.

ρ1 = 0 ρ2 = 0 c1 = 0.1

c2 = 0 h1 = −0.03 H = 200 xr = 1600

10 Hz x = 0

x = 0 pi = εϕ1(y; 0) =

sin(1.5πy/200)

接着在图 5密度均匀、声速水平变化波导的基

础上加入边界变化. 假设  ,   ,   ,

 ,    .     m,     m. 频

率为     . 在   m处波导中有三阶可传播模

态, 在水平不变区域中有两阶可传播模态. 声源依

旧为从   处向右入射的分布源  

 , 即第二阶本地简正波. 图 6(c)显示

x = 0

||RP ||2 = 0.0277

数值解满足能量守恒. 图 6(b)说明虽然入射波为

第二阶简正波, 但环境水平变化导致相邻位置的本

地简正波之间发生耦合, 在  处前三阶模态在

波导中同时传播, 随着声波的传播, 第三阶本地模

态被截止, 最终在水平不变区域中仅有前两阶模态

传播. 此外,    , 相比边界不变波导

(图 5), 边界水平变化较易产生不可忽视的后向散

射作用. 

3.4    浅海孤立子内波

孤立子内波是浅海中常见的声学现象. 内波可

能带来大尺度的水体垂直位移, 导致低频声信号在

传播中产生波动 [27]. 由于每个孤立子内波以各自

的相速度传播, 多个内波间的相互作用复杂且难以

描述内波对模态耦合的影响. 因此, 以单个孤立子

内波环境为例, 分析模态间的耦合作用.

c1 = 1530

考虑图 7所示的包含单个孤立子内波的浅海

波导, 海面为绝对软界面, 海底为绝对硬界面. 水

体深度为 60 m, 依据声速分布被分为三层, 上层为

等声速层, 声速为    m/s, 中间为内波层,

声速为 

c2(x, y) = 1530 + (y − h1(x))
c3 − c1

h2(x)− h1(x)
(m/s) ,

c1 = 1490下层为等声速层, 声速为   m/s. 各层中密
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图 5    密度均匀、声速水平变化波导中的声传播 (声源为第二阶模态, 频率为 10 Hz)　(a)声压幅值分布; (b)声压的模态系数的

水平分布; (c)归一化能流

Fig. 5. Sound propagation in a waveguide with constant mass density and range-dependent sound speed (the source is the second

local mode, and its frequency is 10 Hz): (a) Sound field; (b) modal amplitudes distribution; (c) normalized energy flux distribution. 
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ρ = 1000度均匀   kg/m3. 内波的几何形状为
 

h1(x) = 30 + 10sech
(
x− 420√

1920

)2

, (33)
 

h2(x) = 40 + 10sech
(
x− 420√

1920

)2

. (34)

这种类驼峰的内波形状是 Korteweg-de Vries方程

的形式解, 描述弱非线性内波的传播 [19].

研究波导中的模态耦合作用时, 常见且实用

的手段是考虑单阶简正波激发的声场中每个水平

位置处各阶简正波的分量. 虽然本文提出的耦合

模态法采用的展开基函数 ((3)式)不是真正的

本地简正波, 展开系数也不是真正的各阶简正波

√
A−1(x) (C(x)−K(x))

φn

x = 0

的分量 , 然而 , 由 (12)式的辐射条件可知 , 矩阵

 的特征向量对应各阶本地

简正波在本地本征函数  上的模态系数, 因此, 本

地简正波及声场在本地简正波上的分量可通过正

交基变换获得. 据此, 我们数值计算得到图 7模型

中  处的真正本地简正波, 示于图 8.

图 9(a)为入射第一阶本地简正波 (即图 8(a)),

频率为 100 Hz时, 采用双向 CMM((10)式)计算

得到的声压幅值分布 (Pa). 图 9(b)为声压在各个

水平位置处各阶本地简正波的分量. 显然地, 在声

速水平不变区域中, 简正波之间没有耦合. 在声速

水平变化区域, 简正波之间产生耦合, 能量从第一

阶简正波转移到高阶简正波中. 另外, 连续水平变

化的声速没有导致强烈的反射, 故而单向传播模型

同样适用于求解该环境中声场.
 

4   讨论部分

p(x, y) p∗(x, y)

首先理论验证双向 CMM满足能量守恒. 假

设   和   为 Helmholtz方程的声场解 ,

也就是
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图 6    密度均匀、声速及边界水平变化波导中的声传播 (声源为第二阶简正波, 频率为 10 Hz)　(a)声压幅值分布; (b)声压的模

态系数的水平分布; (c)归一化能流

Fig. 6. Sound propagation in a waveguide with constant mass density and range-dependent sound speed and boundary (the source is

the second local mode and its frequency is 10 Hz): (a) Sound field; (b) modal amplitudes distribution; (c) normalized energy flux

distribution. 
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图 7    孤立子内波波导模型

Fig. 7. Configuration of a waveguide with an internal solit-

ary wave. 
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∂

∂x

(
1

ρ(x, y)

∂p(x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
1

ρ(x, y)

∂p(x, y)

∂y

)

+
ω2

ρ(x, y)c2(x, y)
p = 0, (35)

 

∂

∂x

(
1

ρ(x, y)

∂p∗(x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
1

ρ(x, y)

∂p∗(x, y)

∂y

)

+
ω2

ρ(x, y)c2(x, y)
p∗ = 0. (36)

×p∗− ×p(35)式  (36)式  , 得到
 

∂

∂x

(
p∗

1

ρ

∂p

∂x
−p

1

ρ

∂p∗

∂x

)
+

∂

∂y

(
p∗

1

ρ

∂p

∂x
−p

1

ρ

∂p∗

∂x

)
= 0.

(37)

(37)式对 y 积分, 得到
 

∂

∂x

∫ H(x)

0

(
p∗

1

ρ

∂p

∂x
− p

1

ρ

∂p∗

∂x

)
dy = 0. (38)

代入声压展开式 (3), 根据 (7)式, 有
 

d
dx
(
P Hs− sHP

)
= 0. (39)

因此,
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x = 0Fig. 8. Local mode shape of the waveguide at    m shown in Fig. 7. 
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图 9    浅海孤立子内波波导中的声传播 (声源为第一阶简正波, 频率为 100 Hz)　(a)声压幅值分布; (b)前五阶简正波分量

Fig. 9. Sound propagation in a waveguide with an internal solitary wave (the incident wave is the first mode at 100 Hz): (a) Sound

field; (b) modal amplitudes distribution. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 6 (2021)    064301

064301-11

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


E′(x) =
dIm(P Hs)

dx
=

1

2i
d
dx
(
P Hs− sHP

)
= 0.

(40)

(39)式对应声场互易性公式, (40)式对应能流守恒

公式. 可见, 双向耦合模态方法满足能量守恒定律.

本文提出的双向耦合模态方法为半解析半数

值解法, 在推导过程中没有引入任何近似假设. 然

而, 水平变化因素—声速、密度及边界几何函数

均默认为连续且可导. 对于水平变化区域中边界导

数不存在的情况, 可以通过保角变换 [28] 将复杂形

状边界下的边界条件转换为水平不变边界下的边

界条件, 将均匀 Helmholtz方程变为含有变化折射

率的 Helmholtz方程, 再采用耦合模态法处理. 该

双向耦合模态方法可以用于研究水平分层波导中

的声传播问题, 即介质参数不连续变化的波导环

境, 只需恰当地加入交界面处的连续性条件. 对于

下层半无穷波导, 如 Pekeris波导, 第 3节中指出

声速水平连续缓慢变化时, 后向散射场几乎可忽

略, 因此可以通过在下层空间的声速上加入随深度

逐渐增大的吸收项 [29], 近似分析深度半无穷波导

中的声传播问题. 

5   结　论

本文提出一种基于多模态导纳法的耦合模态

方法以研究水平变化波导中的声传播问题. 根据传

统耦合模态理论和多模态法, 将每个位置处的声压

用一组正交本地本征函数展开, 对 Helmholtz方程

在本地本征函数上作投影, 推导出模态系数满足的

二阶耦合模态方程组. 为解决二阶耦合方程组数值

计算发散的问题, 引入导纳矩阵, 将二阶耦合模态

方程组简化为两个一阶演化方程, 并利用Magnus

数值积分方法数值求解. 利用该耦合模态方法数值

求解水平变化波导中的声场, 与 COMSOL参考解

比较, 结果吻合, 表明该耦合模态方法能够精确求

解水平变化波导中的分布源及点源声传播问题. 单

向近似和绝热近似耦合模态方法可以近似求解水

平缓变波导的声场. 双向耦合模态方法在推导过程

中没有任何近似, 计算误差来源于数值实现, 并且

Magnus数值积分方法具有大步长的计算特性, 满

足能量守恒且数值解无条件稳定. 总之, 双向耦合

模态法方法充分考虑了波导环境对模态耦合的作

用, 能够精确有效求解水平变化波导中的声传播问

题, 可以用于求解实际声传播问题.
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Abstract

The  sound  propagation  problems  in  range-dependent  waveguides  are  a  common  topic  in  underwater

acoustics. The range-dependent factors, involving volumetric and bathymetric variations, significantly influence

the  propagation  of  sound  energy  and  information.  In  this  paper,  a  coupled-mode  method  based  on  the

multimodal  admittance  method  is  presented  for  analyzing  the  sound  propagation  and  scattering  problems  in

range-dependent waveguides. The sound field is expanded in terms of a local basis with range-dependent modal

amplitudes.  The  local  basis  corresponds  to  the  transverse  modes  in  a  waveguide  with  constant  physical

parameters and constant cross section equal to the local cross section in the range-dependent waveguide. This

local basis takes the advantage that it is easier to compute than the usual local modes which are the transverse

modes in a waveguide with local physical parameters and constant cross-section equal to the local cross-section,

especially  for  waveguides  with  complex  environments.  Projection  of  the  Helmholtz  equation  that  governs  the

sound pressure onto the local basis gives the second-order coupled mode equations for the modal amplitudes of

the  sound  pressure.  The  correct  boundary  conditions  are  used  in  the  derivation,  giving  rising  to  boundary

matrices,  in  order  to  guarantee  the  conservation  of  energy  among  modes.  The  second-order  coupled  mode

equations include coupled matrices and boundary matrices, which directly describe the effect of mode coupling

due to contribution from volumetric variation (range-dependent physical parameters) and bathymetric variation

(range-dependent boundaries). By introducing the admittance matrix, the second-order coupled mode equations

are reduced to two sets of first-order evolution equations. The Magnus integration method is used to solve the

first-order  evolution  equations.  These  first-order  evolution  equations  allow  us  to  obtain  the  numerical  stable

solutions  and  avoid  the  numerical  divergence  due  to  the  exponential  growth  of  evanescent  modes.  The

numerical  examples  are  presented  for  the  waveguides  with  range-dependent  physical  parameters  or  range-

dependent  boundaries.  The  agreement  between  the  results  computed  with  the  coupled  mode  method  and

COMSOL  verifies  the  accuracy  of  the  coupled  mode  method.  Although  the  analysis  and  numerical

implementation in this paper are based on two-dimensional waveguides in Cartesian coordinate system, it can

be generally extended to study more complex waveguides.
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