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原子核质量模型的检验*
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2) (广西核物理与核技术重点实验室, 桂林　541004)

(2020 年 10 月 19日收到; 2020 年 12 月 30日收到修改稿)

基于 AME2016发布的基态原子核质量数据, 分别从模型的精度及实验预言的中子新幻数两方面系统比

较分析了八个普适核质量模型的可靠性及预言能力. 分区系统的计算了八个核质量模型预言的核质量均方

根偏差, 分析发现对现有实验数据精确度较好的是 Bhagwat和WS4两个模型. 通过分析中子壳能隙随中子

数的变化趋势发现 KTUY, WS3和WS4三个模型可以较好地再现中子新幻数 N = 32引起的突变行为, 预言

了在 Cl和 Ar同位素链中 N = 32极有可能是新的幻数. 通过分析超重区域 a 衰变能随中子数的变化趋势发

现 FRDM12, WS3和WS4三个模型均可以较好地再现 N = 152, 162的子壳现象 , 且预言了对于质子数 Z =

108—114同位素链在 N = 184处原子核的寿命相对较长.
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1   引　言

原子核质量不仅是核物理研究领域中不可或

缺的数据之一, 也是核天体物理研究过程中的重要

输入量. 一方面, 核质量包含了许多核结构信息,

如原子核形变 [1]、同位旋 [2]、壳效应 [3−11] 等, 并且

与超重核合成的研究密切相关 [12−19]; 另一方面, 核

质量是恒星核合成过程中快中子俘获过程 (r过

程)模拟计算的重要输入量之一, 在一级近似下它

直接决定了 r过程的演化路径, 这一模拟过程可以

用来解释宇宙中比铁重的元素起源问题 [20−27].

随着 20世纪初现代质谱技术的兴起, 自然界

中大部分稳定的原子核质量得到了测量 [28]. 而近

几十年随着放射性离子束装置的发展, 实验上已经

测量了 2500多个基态核质量 [29], 并且核质量的测

量工作正在不断地向 b 稳定线两侧拓展. 虽然实验

工作在不断地取得进步, 但距离测完全部核素 (理

论预言至少有 7000个)依然有很长的路要走, 而

对于相关基础研究工作而言, 需要大量的远离稳定

线区域的丰中子或缺中子核质量数据, 譬如对 r过

程的描述, 因此多种不同类型的原子核质量模型相

继被提出. 其中应用比较广泛的一类核质量模型叫

做普适模型, 这类模型一般基于物理学原理以及确

定的模型参数, 原则上可以预言核素图上几乎所有

原子核的质量. 譬如宏观-微观模型, 它是基于液滴

公式再考虑原子核形变及微观壳修正能等效应建

立起来的核质量模型, 包括 Finite-Range-Droplet-

Model[30](FRDM12)模型、Koura-Tachibana-Uno-

Yamada(KTUY)模型[31]、Weizsäcker-Skyrme(WS)

模型 [2,32−34] 以及 Bhagwat模型 [35] 等, 其中 Bhag-

wat模型的精度较高且微观部分的计算方式与常

见的宏观-微观模型相比有明显的不同; 其次是微观

核质量模型, 包括 Hartree-Fock-Bogoliubov(HFB)
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N = 32

N = 152, 162

模型 [36−38]、Relativistic-Mean-Field(RMF)模型 [39]、

Relativistic-Continuum-Hartree-Bogoliubov(RC-

HB)模型 [40] 以及 Duflo-Zuker(DZ)模型 [41,42] 等 ,

其中 HFB27[37] 和 DZ31[42] 两个模型是微观模型中

精确度较好的两个质量模型. 此外, 由Nayak和 Sat-

pathy[43] 提出的 Infinite-Nuclear-Matter(INM12)

模型也是目前精确度不错的核质量模型. 这些质量

模型的精确度通常用实验测量结果与模型计算结

果的均方根偏差来检验. 然而对已有实验数据描述

的均方根偏差越小, 是否意味着模型的预言能力就

越强? Sobiczewsk等 [44−46] 通过对多个核质量模型

的计算精度与模型的预言能力的系统研究发现, 对

于给定的核质量模型计算精度在不同区域呈现出

了不同的结果, 大部分模型的计算精度随着原子核

质量数的增加而变好; 而同一模型的计算精度与其

预言能力之间没有明显的关联性, 对不同模型进行

对比分析 , 发现宏观-微观模型在更多的情况下

呈现出了这种相关性. 随着核质量数据的更新, 核

质量模型的再检验依然是一件极其重要的工作,

这将对理论模型提出挑战并进一步促进核质量

模型的改进. 因此有必要基于目前较新的质量表

AME2016[29] 重新查看核质量模型的计算精度. 另

外, 随着丰中子核区的质量不断得到测量, 一些奇

特的核物理现象被发现, 如中子数  在钾、钙

和钪同位素链中被认为是新的幻数 [5−8], 而许多研

究工作 [13,14,17] 也指出  在超重区域也存

在相对稳定的子壳区域. 新幻数的出现也会对核质

量模型的准确性及预言能力提出挑战.

N = 32, 152

本文基于最新的原子核质量表 AME2016, 对

八个普适的核质量模型进行比较分析, 检验其可

靠性及预言能力 . 这八个模型包括 FRDM12[30],

KTUY[31],  WS3[33],  WS4[34] 以及 Bhagwat[35] 五个

宏观 -微观模型 ,  HFB27[37] 和 DZ31[42] 两个微观

模型 , 以及 INM12[43] 模型 . 本文第二部分基于

AME2016核质量数据表系统地分析八个核质量模

型的精确度; 第三部分基于实验上给出的新幻数

 和 162对八个核质量模型的预言能力

做进一步检验; 最后给出总结. 

2   基于 AME2016检验核质量模型
的精确度

人们通常采用理论值与实验值的均方根偏差

来描述理论模型的精确度, 计算公式表达如下: 

σ =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(M i
th −M i

exp)
2
, (1)

M i
th M i

exp

Z,

N ⩾ 8

其中  代表原子核质量的理论预言值,   代表

原子核质量的实验值, n 表示计算时考虑核素的个

数. 表 1列出了八个质量模型计算的原子核 ( 

 )基态质量 (M)、单中子分离能 (Sn)、单质子

分离能 (Sp)、双中子分离能 (S2n)以及双质子分离

能 (S2p)的均方根偏差. 从表 1可以看出对质量描

述精度最好的是WS4和 Bhagwat两个模型, 均方

根偏差降到了 0.3 MeV, 而其他六个模型的均方根

偏差在 0.34—0.72 MeV之间. 各个模型的单中子

分离能、单质子分离能及双中子分离能的均方根

偏差都比其质量的均方根偏差要小或者相当, 而

WS3, WS4和 Bhagwat三个模型的双质子分离能

的均方根偏差要比其质量的均方根偏差稍大, 对于

不同模型的单质子分离能与单中子分离能的均方

根偏差变化趋势基本是一致的, 并且区别不大.

Z,N ⩾ 8

8 ⩽ Z < 28

28 ⩽ Z < 50 50 ⩽ Z < 82 82 ⩽
Z < 100 Z ⩾ 100

为了进一步检验这八个核质量模型对从轻到

重体系描述的精度, 我们对实验上已有的基态质量

数据 (  )进行了分区 . 类似文献 [44−46]

中的做法 , 主要分成轻核 (  )、中等 -I

(  )、中等-II(  )、重核 ( 

 )和超重 (  )五个区域, 并分别计

算了每个模型在这五个区域的均方根偏差, 结果如

图 1所示. 可以看出, HFB27, WS3和 WS4三个

模型对从轻核区到超重核区质量描述的均方根偏

 

表 1    八个核质量模型的基态质量、单中子分离

能、单质子分离能、双中子分离能及双质子分离能

的均方根偏差
Table 1.    Root-mean-square  deviations  of  the

ground state mass, single-neutron separation energy,

single-proton separation energy, two-neutron separa-

tion energy and two-proton separation energy of the

8 nuclear mass models.

模型 M/MeV Sn/MeV Sp/MeV S2n/MeV S2p/MeV

KTUY 0.724 0.306 0.367 0.383 0.527

FRDM12 0.599 0.351 0.368 0.455 0.469

HFB27 0.517 0.424 0.446 0.423 0.464

DZ31 0.422 0.290 0.307 0.342 0.379

INM12 0.381 0.372 0.369 0.375 0.386

WS3 0.343 0.274 0.302 0.296 0.358

WS4 0.302 0.260 0.278 0.276 0.326

Bhagwat 0.301 0.282 0.296 0.306 0.329
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差逐渐降低, WS3和WS4两个模型在超重区域给

出了基本一致的结果; 而 DZ31, FRDM12, INM12

和 Bhagwat四个模型对从轻核区到重核区域质量

描述虽然也呈现类似的降低趋势, 但在超重区域的

描述均方根偏差却均呈现变大的趋势; KTUY模

型相比其他几个模型对五个区域质量描述的均方

根偏差较大. 综合对比不难发现WS4模型对现有

实验数据的描述是最好的, 其次是 Bhagwat模型.
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图 1    八个核质量模型对轻核 (8 ≤ Z < 28)、中等-I(28 ≤

Z < 50)、中等-II(50 ≤ Z < 82)、重核 (82 ≤ Z < 100)以及

超重 (Z ≥ 100>)五个区域质量描述的均方根偏差

Fig. 1. Root-mean-square  deviations  of  the  mass  of  light

(8 ≤ Z < 28), medium-I (28 ≤ Z < 50), medium-II (50 ≤

Z  < 82),  heavy  (82  ≤ Z  <  100),  and  super-heavy  (Z ≥

100) are calculated by the 8 nuclear mass models.
 

ε = Z0−

Z Z0 =
A

1.98 + 0.0155A2/3

ε = 0

ε < 0

ε > 0

正如在引言中介绍的, 丰中子核的质量是天体

物理研究中 r过程的重要输入量 [47]. 因此, 核质量

模型对质量的描述从稳定线向滴线拓展时其精度

的研究是极其重要的. 类似文献 [47−49]的做法,

定义了一个远离 b 稳定线程度的物理量  

 , 其中   并就近取整数, 而

Z 和 A 分别表示核的电荷数与质量数.   代表

是 b 稳定线上的核素;   表示缺中子核素, e 越

小代表这个核素越靠近质子滴线; 而  表示丰

中子核素, e 越大代表这个核素越靠近中子滴线.

如图 2所示, 呈现了八个核质量模型的理论值与实

验值的均方根偏差随 e 的变化趋势. 可以看出,

DZ31, INM12, WS3, WS4以及 Bhagwat五个模

型计算 b 稳定线上核素质量的结果与实验值的均

方根偏差基本在 0.26—0.33 MeV之间, 而 HFB27,

FRDM12和 KTUY三个模型的均方根偏差达

到了 0.5 MeV或以上. 对于 b 稳定线左侧 (缺中

子)区域的描述, HFB27, DZ31, INM12, Bhagwat

及 WS3五个模型的均方根偏差基本可以达到

0.5 MeV以下, 而WS4模型甚至可以达到 0.3 MeV

以下. 对于 b 稳定线右侧 (丰中子)区域的描述, 模

型的均方根偏差几乎都随远离 b 稳定线而增大, 其

中较好的是 Bhagwat和WS4两个模型, 其均方根

偏差可以控制在 0.4 MeV以下. 综合分析图 2, 不

难发现 Bhagwat和WS4两个模型向质子滴线和

中子滴线外推结果相对更可靠.
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图  2    八个核质量模型的理论值与实验值的均方根偏差

随 e 的变化趋势

Fig. 2. Root-mean-square deviation  between  the   predic-

tions  of  the  8  nuclear  mass  models  and  the  experimental

values varies with the e. 

3   基于中子新幻数检验核质量模型
 

N = 323.1    基于新幻数  检验核质量模型

随着放射性束流实验技术的开展, 许多丰中子

核素的质量得到测量, 并且发现了更多的奇特核物

理现象, 这给传统的核理论带来了挑战与发展机

遇. 在丰中子区域, 中子新幻数的出现是与核质量

测量工作密切相关的奇特现象之一. 为了确定中子

幻数的位置, 通常需要计算中子壳能隙, 其表达式

如下: 

∆n = S2n (N,Z)− S2n (N + 2, Z) , (2)

S2n (N,Z) = EB (N,Z)− EB (N − 2, Z)

EB (N,Z)

N = 20

N = 28

其中   表示双

中子分离能, 而  表示原子核的结合能, 可

以由模型计算或者实验测量得到. 图 3呈现了 K,

Ca, Sc, Ti和 V同位素链的中子壳能隙随中子数

的变化趋势, 其结合能由实验上测出的核质量计算

得到. 首先可以在图 3中看到, K, Ca和 Sc三条同

位素链的中子壳能隙在传统幻数  的地方出

现了明显的突起, 其数值可以达到 7—9 MeV. 对

于幻数   而言, 五条同位素链的中子壳能隙
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N = 20

N = 32

N = 32

N = 32

均出现了明显的突起, 但是峰值的高度明显低于

 处的高度. 此外可以明显地看到 Ca和 Sc

两条同位素链在   处也形成了显著的突起,

而在 Ti和 V同位素链中逐渐消失, 文献 [5, 6]基

于实验数据计算得到的双中子分离能随中子数的

变化趋势确认了  在 K同位素链中也属于新

幻数, 因此可以确认在 K, Ca和 Sc三条同位素链

中  属于新的幻数, 而从 Ti同位素链开始逐

渐消失.

N = 32

N = 28

N = 50

N = 32

N =

32

基于在 K, Ca和 Sc三条同位素链中出现的新

幻数  可以进一步检验核质量模型的可靠性.

图 4给出了基于八个核质量模型计算的 K, Ca,

Sc, Ti和 V同位素链的中子壳能隙随中子数的变

化趋势. 从图 4可以看出, 八个模型对于传统幻数

 几乎都可以较好的再现, 而对于传统幻数

 而言 Bhagwat,  DZ31,  FRDM12,  WS3及

WS4五个模型的预言都出现了较明显的突起, 其

他三个模型突起的行为较为混乱或消失. 对于 K,

Ca和 Sc同位素链中出现的新幻数   而言 ,

只有 KTUY, WS3和 WS4三个模型能够较好地

再现, 但是WS3和WS4两个模型对于新幻数 

 在 Ti同位素链中的变弱行为并没有很好地再现.

N = 32

N = 32

N = 32

N = 32

基于基态核质量的实验数据不难判断新幻数

 从 Ti同位素链开始变弱, 在 V同位素链中

基本消失, 那么新幻数  是否从 K同位素链

开始? 为此在图 5中给出了 Cl和 Ar同位素链中

子壳能隙随中子数的变化趋势. 可以看出, Cl和

Ar同位素链的中子壳能隙的实验测量值虽然没有

触及到中子数   , 但基于 AME2016质量表

发布的评估值及 KTUY, WS3和 WS4三个模型

预言的核质量结果计算得到的 Cl和 Ar同位素链

的中子壳能隙在中子数  处存在明显的突起
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图 3    K, Ca, Sc, Ti和 V同位素链的中子壳能隙随中子数

的变化趋势

Fig. 3. Variation  trend of  neutron shell  gaps  in  K,  Ca,  Sc,

Ti and V isotope chains with neutron number. 
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N = 32

N = 32

N = 20

N = 20

N = 14

N = 14

N = 18

行为, 这预示着在 Cl和 Ar同位素链中   也

极有可能是新的幻数. 因此, 实验测量 Cl和 Ar同

位素链中这一区域的原子核质量对于鉴别 

中子壳尤为重要 . 同样对于传统幻数   在

图 5的两条同位素链中没有看到明显的突起行为,

基本可以认为  这一传统幻数在 Cl和 Ar同

位素链中消失; 对于在中子数   处, KTUY,

WS和WS4三个理论模型同时预言出现了较高的

突起行为, 这说明   在 Cl和 Ar同位素链中

可能为新的幻数, 这些现象可能预示着中子闭壳

效应受同位旋不对称度的影响. 在 Ar同位素链

中,   处可以看到更高的突起行为, 这可能是

由于质子数与中子数相等导致 36Ar存在更稳定的

结构.
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图  5    Cl和 Ar同位素链中子壳能隙随中子数的变化趋
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Fig. 5. Variation  trend  of  neutron  shell  gaps  of  Cl  and  Ar
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N = 1523.2    基于子壳   和 162 检验核质量
模型

超重稳定岛的探索一直是核物理领域研究的

热点问题之一, 而 a 衰变目前是鉴别超重新核素

产生的主要手段, 通常 a 衰变能的计算表达式为 

Qα = EB (2, 2)+EB (N − 2, Z − 2)−EB (N,Z) , (3)

EB (2, 2) = −28.296 MeV

Z = 100− 110

N = 152

其中 a 粒子的结合能   , 取

自文献 [29]. 图 6给出了质子数  为偶

数同位素链的 a 衰变能随中子数的变化趋势, 数

据来自核质量表 AME2016. 从图 6可以看出, 在

中子数   和 162两个子壳位置 a 衰变能出

现了明显的低洼现象, 因此可以通过 a 衰变能进

一步检验核质量模型, 看其能否再现超重区域的壳

Z = 100− 110

N = 152

N = 184

N = 184

Z = 108

演化趋势. 图 7给出了八个核质量模型计算的质子

数  为偶数同位素链的 a 衰变能随中

子数的变化趋势, 可以看出, 只有 FRDM12, WS3

和WS4三个模型可以再现子壳  和 162的

低洼趋势, 而 FRDM12和 KTUY两个模型预言在

中子数  处出现了明显低洼现象, 且 a 衰变

能都小于 8 MeV. 从图 7(g)和图 7(h)可以看到WS3

和 WS4两个模型给出的 a 衰变能随中子数的变

化趋势基本一致, 而预言中子数  的低洼现

象是从质子数   处才开始呈现, 这与 FRD-

M12和 KTUY两个模型的结果有明显的不同.
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proton  number      vary  with  the  neutron

number.
 

Z = 112− 124

Z = 112, 114, 116

N = 152

Z = 114

N = 184

Z = 114

N = 184

Z = 108− 114 N = 184

N = 184

Z > 114

Z = 108− 114 N = 184

此外 , 图 8也给出了 FRDM12和 WS4两个

模型预言的质子数  为偶数同位素链

的 a 衰变能随中子数的变化趋势, 图中较大的黑

色实心圆点表示  和 118同位素链

的 a 衰变能, 数值取自核质量表 AME2016. 从图 8

可以看出, WS4模型的结果比 FRDM12模型更接

近 AME2016给出的值, 并且发现   和 162

的子壳现象到了  附近慢慢消失. 对于理论

预言的中子幻数   处两个模型呈现出了相

似的结果 , 就是到了   之后的同位素链的

a 衰变能在   处都大于 8 MeV, 而对于

 同位素链的 a 衰变能在   附

近都在 8 MeV左右, 这可能预示虽然   对

于  的同位素链仍属于幻数, 但是这部分核

素的寿命应该比  同位素链在 

附近的核素寿命短. 
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4   结　论

本文首先基于 AME2016质量表中发布的核

质量系统地计算了八个普适核质量模型的基态质

量、单中子分离能、单质子分离能、双中子分离能

以及双质子分离能的均方根偏差; 并且采取从轻核

到超重核以及逐渐远离 b 稳定线的两种分区办法,

分别计算了八个普适模型再现每个分区核素质量

的均方根偏差; 结果表明, WS4和 Bhagwat是目

前精度较好的两个模型.

N = 32

N = 32

N = 152

N = 184 Z = 108− 114

其次, 基于实验上测量核质量发现的中子新幻

数检验了八个普适核质量模型描述原子核的壳演

化能力. 通过分析中子壳能隙随中子数的变化趋

势发现 KTUY, WS3和 WS4三个核质量模型均

可以再现 K, Ca和 Sc同位素链中出现的新幻数

 , 基于 KTUY, WS3和WS4三个理论模型

的计算结果与 AME2016中发布的质量评估数据

计算的 Cl和 Ar同位素链的中子壳能隙, 分析发

现在 Cl和 Ar同位素链中  也极有可能是新

的中子幻数, 这有待实验上进一步的确认; 通过系

统地分析超重区域 a 衰变能随中子数的变化趋势,

发现 FRDM12, WS3和WS4三个模型可以较好地

再现子壳  和 162的低洼趋势, 对 FRDM12

和WS4两个模型预言的 a 衰变能分析发现, 对于

中子数   的超重核可能在   附

近寿命相对较长.
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and WS4 models vary with the neutron number, the vertic-

al bar represents the error. 
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N =

32, 152

N =

32 N = 152, 162

综合分析发现, 精确度较好的质量模型不一定

能够再现壳演化行为, 例如 Bhagwat模型精确度

与 WS4模型相当 , 但是却不能再现新幻数  

 和 162的突变行为. KTUY和 FRDM12两

个模型虽然均方根偏差稍大, 却可以分别再现 

 和  的幻数行为. WS4模型的均方根

偏差较小且同时能够较好地描述原子核质量中的

壳演化行为.

感谢广西师范大学物理科学与技术学院刘敏教授的讨

论和对本论文的修改.
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Abstract

The reliability and prediction ability of 8 global nuclear mass models is systematically analyzed in terms of

the accuracy of the model and the new neutron magic number predicted by experiments based on the ground-

state nuclear mass data from AME2016. The root-mean-square (RMS) deviations of nuclear mass predicted by 8

nuclear mass models  are calculated by subregion,  and find that the Bhagwat and WS4 models  possess  better

accuracy  to  describe  the  existing  experimental  data.  By  analyzing  the  trend  of  the  neutron  shell  energy  gap

varying  with  neutron  number,  it  is  found  that  the  KTUY,  WS3  and  WS4  models  can  well  represent  the

mutation behavior caused by the new magic number N = 32, and it is predicted that N = 32 is likely to be a

new magic number in the Cl isotope chain and Ar isotope chain. By analyzing the variation trend of a decay
energy  in  the  superheavy  region,  it  is  found  that  the  FRDM12,  WS3  and  WS4  models  can  reproduce  the

phenomena  of  subshell  with N = 152  and N = 162  well,  and  predict  the  relatively  long  life  of  nuclei  at  the

neutron number N = 184 for the isotope chain with proton number Z = 108—114. The comprehensive analysis

shows  that  the  mass  model  with  good  accuracy  cannot  reproduce  shell  evolution  behavior.  For  example,  the

Bhagwat model has the same accuracy as the WS4 model, but it cannot reproduce the mutation behavior of the

new magic number N = 32, 152 and 162. But the KTUY model and FRDM12 model can reproduce the new

magic number behavior of N = 32, 152 and 162, respectively, although the RMS deviation is slightly larger. The

RMS deviation of WS4 model is small and can describe the shell evolution behavior in the nuclear mass well.

Keywords: nuclear mass model, root-mean-square deviation, new magic number
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