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双色双光子阿秒干涉光谱的程函近似模型*

屠倩    陈友龙    刘凯    王凤    张晓凡    杨溢    唐富明    廖青†

(武汉工程大学, 光学信息与模式识别湖北省重点实验室, 武汉　430205)

(2020 年 10 月 27日收到; 2020 年 12 月 29日收到修改稿)

利用双色双光子阿秒干涉光谱可以在阿秒量级上精确测量光电子从原子、分子以及固体中的电离时间,

为人们理解激光辅助单光子电离中的光电子超快发射过程提供了前所未有的推动作用. 理解光电子发射时

间依赖于物理模型, 而目前的模型在预测光电子发射时间上有很大的偏差. 于是, 本文对之前的程函近似模

型进行了改进. 与之前的程函近似模型相比, 本文模型使用了更准确的末态波函数, 并且在计算光电子传播

过程中累积的相位时, 更准确地计算了光电子轨迹, 因而可以更准确地预测光电子发射时间. 对比得到的数

值模拟结果表明, 改进后的程函近似模型比以前的理论模型更加接近含时薛定谔方程的结果, 加深了我们对

光电子发射超快过程的理解.
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1   引　言

从高次谐波中获得阿秒脉冲的时间特性是阿

秒脉冲应用中的一个重要问题 .  Paul等 [1]和

Muller[2] 利用双光子干涉的阿秒拍频重构法

(reconstruction  of  attosecond  beating  by  inter-

ference of two-photon transitions, RABITT)第一

次获得了阿秒脉冲的时间特性. RABITT利用了

泵浦探测原理来探索光电子超快动力学过程. 泵浦

光为极紫外 (extreme ultraviolet,  XUV)阿秒脉

冲, 探测光为红外 (infrared, IR)脉冲, 基态的电子

可以通过吸收不同能量的 XUV光子而发生电离,

形成一系列主峰, 接着吸收或放出一个 IR光子,

这两种通道由于具有相同的能量会发生干涉, 从而

在相邻两个主峰之间形成边带峰 (sideband, SB).

SB光电子信号会随着 XUV脉冲与 IR脉冲之间

的延时周期性振荡, 通过这种振荡就可以提取出光

电子发射时间 [1,3].

使用双色双光子阿秒干涉谱可以在阿秒量

级上精确测量光电子从原子 [4−6]、分子 [7,8] 以及固

体 [9−12] 中的发射时间, 为人们认识光电子超快动

力学过程起到了很好的推动作用. 相关理论模型为

光电子发射时间提供了较好的物理解释和数值预

测 . 通过数值求解含时薛定谔方程 (time-depen-

dent Schrödinger equation, TDSE)[13−15] 虽然可以

准确预测光电子发射时间, 但是不能提供物理解

释. 其他一些理论模型 [3,16,17] 虽然可以提供比较合

理的对应物理过程, 但是对光电子发射时间的定量

预测偏差很大. 本文对之前的程函近似 (eikonal

approximation, EA)模型做出了大幅度改进, 对光

电子发射时间随激光波长的变化做了一个系统的

数值模拟, 与其他理论模型相比, 在定量预测上得

到了明显的提高, 加深了我们对激光辅助单光子电

离过程的物理理解.

本文使用的阿秒脉冲链在频率上是以红外脉
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冲频率 w 为基频的高次谐波, 相邻谐波之间相差

2w. 当 XUV脉冲作用到氢原子上时, 处于基态的

电子会吸收一个 XUV光子而发生电离, 形成一系

列主峰, 再与 IR脉冲作用, 吸收或放出一个 IR光

子并发生干涉, 相邻主峰之间就会出现 SB峰. 本

文就是对这些 SB峰的光电子发射时间延迟进行

数值计算.

本文先介绍了基本的理论模型, 包括数值求解

含时薛定谔方程、EA模型和二阶微扰模型; 接着

是结果与讨论, 通过把改进后的 EA模型、其他模

型和 TDSE进行对比, 发现即使在能量比较低的

时候, 改进后的 EA模型也能和 TDSE对得很好;

另外研究了不同激光波长下光电子发射延时随光

电子末态动能的变化; 最后给出结论, 对本文的研

究进行总结. 

2   理论模型
 

2.1    数值求解含时薛定谔方程

量子力学中描述粒子或系统的状态都是用波

函数表示的, 波函数满足含时薛定谔方程: 

i
∂

∂t
Ψ (t) = HΨ (t) , (1)

式中 H 表示系统的哈密顿量. 如果带电粒子受到

外加电场的影响, 则完整的哈密顿量可表示为 (除

非特殊说明, 本文始终使用原子单位) 

H =
P 2

2
+ r ·E + V (r) , (2)

V (r)

V (r) = −1/r

其中, P为规范动量, E为外加电场,   表示库

仑势能 . 本文模拟的是氢原子 , 故库仑势能为

 , 在球极坐标系中系统的哈密顿量可

写为 

H = −1

2

∂2

∂r2
+
L2

2r2
− 1

r
+ r ·E, (3)

Φ = rψ

r ·E = r[EIR(t)+EXUV(t)]cosθ EIR (t) EXUV (t)

这里的 H 是指作用在约化波函数  上的哈密

顿量, 记为约化哈密顿量, 其中, L2 为系统的总角

动量算符 , E为线偏振入射 XUV和 IR激光场 .

 ,    ,    分

别代表 IR激光场与 XUV激光场, 它们分别为: 

EIR (t) = ELe
−2log

{
2·
[
(t+ttau)

T1

]2}
cos [ωIR (t+ ttau)] ,

(4)
 

EXUV (t) = EXe−2log2·(t/T2)
2 ∑

n

cos (ω2n+1t) , (5)

ω2n+1

其中 , EL, EX 分别为 IR场和 XUV脉冲的振幅 ,

ttau 为 IR场和阿秒脉冲链之间的延时, T1, T2 分

别为 IR场和 XUV脉冲的光周期, w 为 IR场的频

率,    为 XUV场的频率, 2n+1 (n 为整数)表

示高次谐波的阶次. 波函数随时间步长 Dt 向前演

化的表达式为 

Ψ (t+∆t) = e−iH∆tΨ (t) . (6)

eA+B ̸= eAeB对于两个非对易的算符 A 和 B,   ,

但是利用分裂算符 [18,19] 的方法可以以最小误差逼

近演化算子 [20], 于是利用分裂算符的方法将 (3)式

代入 (6)式中, 可以得到: 

ψ (t+∆t) = e(i∆t/4)∂2/∂r2e−i∆t(L2/4r2−1/2r)e−i∆tr·E

× e−i∆t(L2/4r2−1/2r)e(i∆t/4)∂2/∂r2ψ (t)

+O
(
∆t3

)
, (7)

这里产生了 Dt 的三阶误差项. 通过将 (7)式中的

算符依次作用在初始波函数 Ψ(t = 0)上, 可以得

到在连续时间增量上的波函数 Ψ(t + Dt). 不断地

重复上述过程, 就能得到末态波函数 y(r, t = T).

Ψ
(−)
k (r)

为了得到不同 XUV与 IR脉冲相对延时下的

光电子动量分布, 把不同 IR-XUV延时下的末态

波函数 y(r, t = ∞)投影到散射态  :
 

Pk (k, θk, td) =
∣∣∣⟨Ψ (−)

k (r) |ψ (r, t = ∞)
⟩∣∣∣2, (8)

其中, k 表示光电子动量. 光电子能量分布为 

PE (E, ttau) = 2πkPk (k, ttau) . (9)
 

2.2    EA 模型

θk

由于我们使用的是线偏振脉冲, 在这里只考虑

光电子沿正 Z 方向 (q = 0)的轨迹, 因为只有沿着

这个方向运动的光电子才能在与激光场偏振平行

的方向发射出去 (   = 0)[21].

从初态 yi 到末态 yk, 光电子发射的跃迁振

幅为 

Tk(ttau) = −i
∫

dt ⟨ψk(t)|rEXUV(t+ ttau)|ψi(t)⟩ ,

(10)

其中, k 为光电子渐近动量, 考虑库仑势和探测场

(红外脉冲)共同作用在光电子上, 光电子末态波函

数可写为 

ψk = ak(r, t)ei[k+AIR(t)]r−ik2t/2+iSk(r,t), (11)

ak (r, t) AIR(t)  表示振幅.   表示红外脉冲的矢势, 它
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AIR (t) = −
∫
EIR (t)dt

Sk(r, t)

与电场矢量之间的关系为:   ;

 表示局域相位, 它是由加入的红外脉冲电场

与库仑场耦合引起的.

Sk (r, t) SEA
k (r, t) =

SSFA
k (t) + SCL

k (r, t) SSFA
k (t)

SSFA
k (t) = k

∫ ∞

t

dt′AIR (t
′)

在 EA中, 局域相位  可写为 

 ,    表示强场近似 (strong

field  approximation,  SFA)中 的 Volkov相 位 ,

 .

r′ (t′, t, r) = r + k (t′ − t)

在不加红外场的情况下, 光电子从 t 时刻的

r 位置出发, 在势能 V(r)作用下传播到电子探测

器的过程中积累的相位是沿着自由电子经典轨迹

 计算的: 

SC
k =

∫ ∞

t

dt′V [r′ (t′, t, r)] =
1

k

∫ ∞

r

dr′V (r′) ; (12)

∆r (t, t′) =

∫ t′

t

dt′′AIR (t
′′)

rL (t
′, t, r) =

r′ (t′, t, r) + ∆r (t, t′)

在加红外场的情况下 , 自由电子经典轨迹会被

 修正 . 于是 , 在加红外

场的情况下 , 自由电子经典轨迹为  

 .

k (t)

kf

前面的内容是对文献 [17]中的 EA模型的描

述, 而在本文改进后的 EA模型中, 我们更加准确

地描述了光电子的运动轨迹, 从而更加准确地获得

了光电子的相位, 因此, 这种改进能够更加准确地

预测光电子发射时间. 在库仑场和探测场的共同作

用下, 光电子在任意时刻的动量  与到达探测器

的末态动量  之间运用能量守恒原理存在某种近

似解析的对应关系, 如下式所示: 

[k (t)−AIR (t)]
2

2
+ V [r (t)] =

k2f
2
, (13)

式中左边第一项表示光电子的动能及其与红外场

的相互作用能, 第二项表示光电子所感受到的库仑

势能, 右边表示光电子的末态能量, 即末态动能.

那么, 自由电子的经典轨迹就可以写为 

rL (t
′, t, r) = rL (t

′ − dt′, t, r)+{√
k2f − 2V [rL (t′ − dt′, t, r)]

+AIR (t
′ − dt′ − ttau)

}
dt′′, (14)

t′ = t+ ndt′′ rL r′这里   . 用   代替 (12)式中的   , 就可

以得到库仑场和探测场 (Coulomb-laser, CL)耦合

作用的相位 [17,22−25]: 

SCL
k (r, t) =

∫ ∞

t

dt′V [rL (t
′, t, r)] . (15)

ψi (r, t) ≈ ψi (r) e−iεBt忽略初态的激光畸变   ,

并对光电子末态波函数 yk 使用程函近似, 可以得

到跃迁振幅 

T EA
k (ttau)

= − i
∫∫

dtdra (r, t) e−i[k+AIR(t)]rrψ (r)

×EXUV (t+ ttau) e−iSEA
k (r,t)e−i(εB−k2/2)t, (16)

P (W =k2/2, ttau)= |T EA
k (ttau)|

2
故光电子跃迁几率为  .
 

2.3    二阶微扰模型

ωH

利用二阶微扰理论, 研究了双光子电离的跃迁

矩阵, 包括吸收一个谐波光子   和一个红外光子

w, 电子从初态 yi 到连续态 yk的振幅可以写为 

M (2)
a (k)= − iELEX

∑
n:ϵn<0

⟨k|ϵ · r|n⟩⟨n|ϵ · r|i⟩
ϵi + ωH − ϵn

+ lim
ε→0+

∫ +∞

0

⟨k|ϵ · r|n⟩⟨n|ϵ · r|i⟩
ϵi+ωH − ϵn+iε

, (17)

ϵ ϵi

ϵn

其中,   表示 XUV场和 IR场共同的偏振矢量,   ,

 分别表示初态能量和中间态能量.

在球坐标中, 分离径向和角向部分, 并把末态

波函数展开为分波的形式, 那么, 跃迁矩阵元为 

M (2)
a (k) = −iELEX

∑
ℓ=0,2

Cℓ0Yℓ0 (k) eiηℓ(k)T (2)
a (k) ,

(18)

Yℓ0 Cℓ0

ηℓ

T
(2)
a (k)

这里   表示球谐函数,    表示对应的角度系数,

 表示末态的散射相位. 径向双光子跃迁矩阵元

 可以表示为 [26,27]
 

T (2)
a (k) =

∑
n:ϵn<0

⟨Rkl|r|Rnl⟩ ⟨Rnl|r|Ri0⟩
ϵi + ωH − ϵn

+ lim
ε→0+

∫ +∞

0

⟨Rkl|r|Rnl⟩ ⟨Rnl|r|Ri0⟩
ϵi + ωH − ϵn + iε

= ⟨Rkl|r|ρka1
⟩ . (19)

ka

ρka1

在 (19)式的右侧, 引入了与波数  有关的摄动波

函数  , 为 

lim
r→∞

ρka1
(r)∝ei[kar−1/2π+1/(ka) ln(2kar)+η1(ka)], (20)

Rkℓ这里的  为具有渐近性质的实数: 

lim
r→∞

Rkℓ (r) ∝ sin
[
kr − ℓ

2
π+

1

k
ln (2kr) + ηℓ (k)

]
.

(21)

− ℓ

2
π ln (2kr) /k其中  产生于离心力势,   为一个修正
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M
(2)
a (k)项. 利用 (18)式—(21)式可以得到  的一个

近似表达式: 

M (2)
a (k) ∝ eiη1(ka)×

(
1

ka − k

)iz
(2ka)

i/ka

(2k)
i/k Γ (2 + iz) ,

(22)

z = 1/ka − 1/k这里  . 通过计算不同 XUV与 IR脉

冲相对延时下的光电子跃迁振幅, 可以得到 RAB-

ITT谱, 进而得到不同光电子末态动能下的光电子

发射时间延迟. 

3   结果与讨论

本文运用基于图形处理器的计算程序数值求

解含时薛定谔方程 [28], 所选取的角量子数 L = 19,

阿秒脉冲链和 IR脉冲的包络均为高斯包络, 阿秒

脉冲链的强度为 5 × 1011 W/cm2, IR脉冲的强度

为 5 × 109 W/cm2. 为了保证结论的普遍性, 计算

了同一能量范围内不同 IR波长条件下的光电子发

射时间延迟随光电子末态动能的变化 . 图 1为

IR波长 lIR = 600 nm时的光电子能谱图, 所使用

的时间步长 Dt = 0.0068, 空间步长 Dr = 0.0824,

空间范围 R = 1350, 空间角度 q 取 0—π, XUV脉

冲由 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27阶高次谐

波组成, 也就是在 n 取 4—13.

图 1(a)和图 1(c)是 IR波长为 600 nm时 ,

TDSE和改进后 EA计算得到的光电子能谱图. 横

坐标为 XUV脉冲和 IR脉冲之间的相对延时, 纵

坐标为高次谐波的阶次, 两图表明了光电子跃迁几

率随阿秒脉冲链和 IR脉冲之间的相对延时和电子

末态动能的变化分布, 可以看到主峰之间出现了

9个 SB峰 , 这 9个 SB峰出现明暗交替的变化 .

图 1(b)和图 1(d)分别对应图 1(a)和图 1(c)中的

第 12, 16和 24阶 SB峰, 横坐标为 XUV脉冲与

IR脉冲之间的相对延时, 纵坐标为 SB峰的强度.

对图 1(b)和图 1(d)中的 SB峰进行归一化处理
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图 1    (a), (c) IR波长为 600 nm时 , 用 TDSE和改进后 EA得到的光电子能谱图 , 显示了光电子跃迁几率随两个脉冲之间的延

时和光电子末态动能的变化分布, 其中显示了 10个主峰和 9个 SB; (b), (d)积分处理过的 12阶, 16阶和 24阶 SB峰

Fig. 1. (a), (c) The photoelectron spectrograms obtained by TDSE and improved EA at the IR wavelength of 600 nm, respectively;

(b), (d) the integral 12, 16 and 24 order SB peaks from (a) and (c). 
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s (ttau) = α+ βcos [2ω (ttau − τI)]

τI

(SB峰除以其最大值), 并将归一化后的 SB峰按余

弦型函数   进行拟合

就可以提取出光电子发射时间延迟  .

图 2(a)为 TDSE, EA, 改进后的 EA和二阶

微扰模型计算得到的光电子发射时间延迟随光电

子末态动能的变化. 其中, 蓝色星号表示 TDSE模

型的计算结果, 红色虚线表示 EA模型的计算结果,

紫色虚线表示改进后 EA模型的计算结果, 绿色点

划线表示二阶微扰模型的计算结果. 从图 2(a)可

以看出, 在光电子末态动能较低 (小于 20 eV)时,

EA模型和二阶微扰模型的计算结果与 TDSE相

差较大, 达到了几十阿秒. 随着光电子末态动能的

增加, EA模型和二阶微扰模型的计算结果越来越

接近 TDSE. 然而, 在光电子末态动能从 5 eV变

化到 40 eV时 , 改进后 EA模型的计算结果与

TDSE计算的结果一直相差很小. 这是因为, 在光

电子末态能量较低时, 改进的 EA模型使用了更加

准确的光电子运动轨迹, 从而得到了更准确的光电

子相位, 因此, 获得了更加准确的光电子发射时间.

可见, 相比于 EA和二阶微扰模型的计算结果, 改

进后 EA模型的计算结果与 TDSE更加符合. 为

了验证结论的普遍性, 图 2(b)—图 2(d)计算了 IR

k (t)

波长为 800, 1200和 1600 nm下的结果. 从图 2(b)—

图 2(d)可见, 当 IR波长从 800 nm增加到 1600 nm

时, 改进后 EA模型的计算结果均比 EA和二阶微

扰模型的计算结果更符合 TDSE. 比较图 2中的四

幅图可以看到, 随着波长的增加, 改进的 EA模型

在低能部分与 TDSE的偏差越来越大, 而在高能

部分与 TDSE一直符合得很好. 这是因为, 不同波

长在计算光电子相位, 即对光电子的运动轨迹进行

积分时出现了差异, 在短波长情况下进行积分时,

更高的频率使得积分时的抵消效应更加明显, 更好

地符合 (13)式. 对于改进的 EA模型在低能和高

能部分与 TDSE符合得不一样这个问题, 我们做

过一个系统的研究. 先给定光电子的末态动能 E1,

逆推出初始动量; 再由初始动量出发, 应用 (13)式

去求解光电子的末态动能 E2, 通过对比, 发现 E1
与 E2 之间的相对偏差同时依赖于光电子的末态动

能和矢势的振幅. 当光电子的末态动能较大并且矢

势的振幅较小时, 相对偏差可以忽略, 由 (13)式确

定的  也就可以近似地看成真实动量. 在矢势的

振幅已经确定的情况下, 光电子的末态动能越大,

(13)式就越加贴近实际情况, 所得到的光电子发射

时间也就越符合 TDSE.
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图 2    TDSE(蓝色星号)、EA(红色虚线)、改进的 EA(紫色虚线)和二阶微扰模型 (绿色点划线)四种模型计算的不同 IR波长下光

电子发射时间延迟随光电子末态动能的变化　(a) lIR = 600 nm; (b) lIR = 800 nm; (c) lIR = 1200 nm; (d) lIR = 1600 nm

Fig. 2. The photoemission time delays calculated by TDSE (blue stars), EA (red dotted line), improved EA (purple dotted line) and

second order perturbation model  (green dotted line) with the IR wavelengths of  (a) lIR = 600 nm, (b) lIR = 800 nm, (c) lIR =
1200 nm, (d) lIR = 1600 nm. 
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图 3是不同 IR波长下光电子发射时间延迟随

光电子末态动能的变化. 图 3(a)和图 3(b)分别是

TDSE和改进后 EA计算得到的结果. 其中, 蓝色

线表示 600 nm的结果, 红色线表示 800 nm的结

果 , 绿色线表示 1200 nm的结果 , 紫色线表示

1600 nm的结果. 从图 3可以看到, 在同一 IR波

长下, 光电子发射时间延迟随光电子末态动能的增

加而减小. 在相同光电子末态动能下, IR波长越

长, 光电子发射时间延迟越大. 这是因为在同一

IR波长下, 当末态动能越大时, 初始速度越大, 电

离电子在电场中运动时离原子核的位置越远, 库仑

势的影响就会越小, 光电子发射时间延迟也就越

小 . 而在相同光电子末态动能下 ,  IR波长越长 ,

IR场的频率越小, 库仑势的影响就越大, 光电子发

射时间延迟也就越大. 

4   结　论

本文对 EA模型进行了改进, 并验证了其准确

性. 分别使用了 TDSE, EA, 改进后 EA和二阶微

扰模型四种方法计算了氢原子在不同波长同一能

量范围内光电子发射时间延迟随末态动能变化的

曲线, 并对所得曲线进行对比. EA模型的改进使

得我们能够更加准确地描述光电子的运动轨迹, 从

而更加准确地获得了光电子的相位, 因此, 这种改

进能够更加准确地预测光电子发射时间. 通过对

比 TDSE, EA, 改进后 EA和二阶微扰模型的计算

结果, 发现当 IR波长从 600 nm变化到 1600 nm

时, 改进后 EA模型的计算结果比 EA模型和二阶

微扰模型更符合 TDSE的结果, 同时, 随着波长的

增加, 改进的 EA模型在低能部分与 TDSE的偏

差越来越大, 而在高能部分与 TDSE一直符合得

很好. 由此可见, 改进的 EA模型还有需要改进的

空间, 可以对 (13)式进行改进, 这项工作还有待今

后进一步研究. 此外还发现, 在相同 IR波长下, 光

电子发射时间延迟随光电子末态动能的增加而减

小; 而在光电子末态动能下, IR波长越长, 光电子

发射时间延迟越大.
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图 3    不同 IR波长下光电子发射时间延迟随光电子末态动能的变化　(a) TDSE结果; (b)改进后 EA结果

Fig. 3. The photoemission time delays calculated by TDSE and improved EA with different IR wavelengths: (a) TDSE; (b) the im-

proved EA models. 
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Abstract

The emission time of  photoelectrons from atoms,  molecules  and solids can be accurately measured on an

attosecond  scale  by  using  two-color  two-photon  attosecond  interferometric  spectroscopy,  which  helps  us  to

understand  the  ultrafast  electronic  dynamics  in  laser-assisted  single  photoionization.  Understanding  the

photoelectron emission time depends on the physical model, and the relevant theoretical model provides a better

physical  explanation  and  numerical  prediction  for  the  photoemission  time  delay.  Although  the  numerical

solution of the time-dependent Schrödinger equation can accurately predict the photoelectron emission time, but

it cannot provide a physical explanation. Although some other current theoretical models can provide a more

reasonable  corresponding  physical  process,  the  quantitative  prediction  of  the  photoemission  time  delay  has  a

large deviation. Therefore, we improve the exisating eikonal approximation model. Comparing with the existing

eikonal approximation model, we use a more accurate final state wave function and calculate the photoelectron

trajectory more accurately when calculating the phase accumulated in the photoelectron propagation process, so

we can predict the photoemission time delay more accurately. By comparing our numerical simulation results,

we  find  that  when  the  final  kinetic  energy  of  photoelectron  is  low,  the  calculated  results  from  the  existing

theoretical model are greatly different from those from the time-dependent Schrödinger equation, reaching tens

of  attoseconds.  The  resultsfrom  the  existing  theoretical  model  are  closer  to  those  from  the  time-dependent

Schrödinger equation with the increase of  final  kinetic energy of  photoelectron.  However,  no matter what the

final  kinetic  energy  of  the  photoelectron  is,  the  difference  between  the  calculation  result  from  the  improved

eikonal  approximation  model  and  that  from  the  time-dependent  Schrödinger  equation  is  always  very  small.

Therefore,  our  improved  eikonal  approximation  model  is  closer  to  the  results  from  the  time-dependent

Schrödinger equation than the existing theoretical model, which greatly deeps our understanding of the ultra-

fast process of photoelectron emission.

Keywords: two-color  two-photon,  attosecond  interference,  time-dependent  Schrödinger  equation,  eikonal
approximation model
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