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托卡马克无碰撞捕获电子模在
时空表象中的群速度*

刘朝阳 1)†    章扬忠 2)    谢涛 3)    刘阿娣 1)    周楚 1)

1) (中国科学技术大学核科学技术学院, 合肥　230026)

2) (中国科学院磁聚变理论中心, 合肥　230031)

3) (四川轻化工大学, 自贡　643000)

(2020 年 11 月 27日收到; 2021 年 1 月 19日收到修改稿)

按照章等 [Zhang Y Z, Liu Z Y, Mahajan S M, Xie T, Liu J 2017 Phys. Plasmas 24 122304 ]发展的漂移

波-带状流理论, 将多重尺度导数展开法应用到电子漂移动理学方程, 零级为描述微观尺度捕获电子模的线性

本征模方程, 一级为介观尺度受带状流调制的捕获电子模的包络方程. 其中线性本征模方程已经在谢等 [Xie

T, Zhang Y Z, Mahajan S M, Wu F, He Hongda, Liu Z Y 2019 Phys. Plasmas 26 022503 ]的研究中被求解, 利

用该文得到的捕获电子模的本征值和二维模式结构计算包络方程中的群速度. 径向群速度由托卡马克磁场

的测地曲率贡献, 极向群速度来自逆磁漂移速度和法向曲率, 它们仅是极向角的函数, 后者给出极向角到时

间的映射. 径向群速度作为时间的函数, 其周期在毫秒量级, 具有快速过零的特征. 这为研究捕获电子模驱动

带状流提供了充实的理论基础.

关键词：托卡马克, 捕获电子模, 群速度, 带状流
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1   引　言

托卡马克低-高约束模 (L-H)转换的物理机制

是长期困扰学术界的难题之一, 目前被普遍接受的

观点是带状流在其中扮演关键角色 [1−3]. 尽管大部

分理论基于本征模方法讨论漂移波湍流激发带状

流的问题 [4−6], 然而如何正确地计算两个非线性量:

雷诺协强和漂移波群速度仍然是一个开放问题. 文

献 [7]以弱上下不对称气球理论 [8,9] 为基础, 采用

非线性始值方法求解了流体框架下的离子温度梯

度模-低频带状流系统, 结果表明带状流在纯相位

调制 (没有线性不稳定性)下也能增长, 漂移波的

群速度在其中起重要作用, 它描述了受带状流调制

的漂移波包络的运动模式, 对理解托卡马克的漂移

波-带状流系统有关键意义 [7]. 该文描述漂移波-带

状流系统的基本方程是在时空表象中, 包含群速度

的包络方程和包含雷诺协强的带状流方程. 这种方

法不仅需要知道色散关系, 还需要知道模式的二维

结构. 本文的目的是从电子漂移动理学方程出发,

按文献 [7]所建议的方法计算无碰撞捕获电子模 [10]

在时空表象中的群速度.

ω = ω (k)

Vg ≡ ∂ω/∂k ω

关于波的群速度定义可追溯到朗道的流体力

学教程 [11], 对满足色散关系  的波包, 其群

速度为  , 这里  和 k 分别表示波的频率

和波数. 目前, 几乎所有关于托卡马克漂移波的理
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论都是按照朗道的方法定义群速度 [4,6,12−15]. 然而,

按文献 [7]发展的漂移波-带状流理论, 却有意回避

傅氏表象, 这里有一个重要思考. 托卡马克中的漂

移波是附属在有理面附近的局部模, 服从自然边界

条件 (由方程自身给出的边界条件, 而非外加的边

界条件). 然而, 傅氏表象要求外加的周期边界条

件, 这与自然边界条件相矛盾. 在平板模型中漂移

波是以每个有理面为中心的单模, 通过磁场曲率与

多个相邻有理面的单模耦合形成环形模. 这类模在

求出模结构之前并不知道“径向边界”的具体位置,

甚至确切定义, 使得傅氏表象应用在径向缺乏坚实

基础. 而弱上下不对称气球理论恰恰可以给出待求

的, 满足自然边界条件的二维模式结构 [8,9]. 另一方

面, 按文献 [7]的方法计算群速度在时空表象中的

公式, 当应用于简单几何, 其结果与采用色散关系

方法所得的结果一致.

本文从电子漂移动理学方程 [16−18] 出发, 采用

导数展开法 [19] 计算托卡马克无碰撞捕获电子模的

群速度. 第 2节给出受带状流调制的电子漂移动理

学方程, 对其作导数展开后, 零级即描述微观尺度

捕获电子模的线性本征模方程, 一级为介观尺度的

包络方程. 第 3节利用文献 [20]求得的捕获电子模

的本征值和扰动电势, 计算扰动密度和扰动压强的

二维模式结构, 代入包络方程计算捕获电子模的群

速度. 第 4节是总结和讨论. 

2   捕获电子模的多重尺度导数展开法
 

2.1    受带状流调制的电子漂移动理学方程

本文所讨论的无碰撞捕获电子模建立在大环

状比、上下对称、同心圆磁面的托卡马克平衡之上,

出发点是对静电扰动线性化的电子漂移动理学方

程 [16−18]: 

∂f

∂t
+
(
v//b+ vde

)
· ∇f

=
eFM

Te

(
v//b+ vde

)
· ∇φ− c

B
b×∇φ · ∇FM, (1)

φ vde ≡

− [cme/(eB)]
(
v2// + v2⊥/2

)
b× κ

v// v⊥ b ≡
B/B κ ≡ b · ∇b

FM ≡ ne[me/(2πTe)]
3/2 exp

[
−mev

2/(2Te)
]

v2 = v2// + v2⊥ me

其中 f 是扰动分布函数 ,    是扰动电势 ,   

 是电子曲率漂移

速度,   和  分别是电子的平行和垂直速度,  

 是沿着磁场方向的单位矢量,   是磁

场曲率 ,   

是平衡电子麦克斯韦分布函数,   ,   ,

ne Te 和   分别是电子质量, 平衡密度和温度, e 是单

位电荷, c 是光速.

(r, ϑ, ζ)

eφ/Te →
φ FM/ne → FM

vte ≡√
2Te/me v̂// ≡ v///vte v̂⊥ ≡ v⊥/vte y ≡ rϑ

采用环坐标系,   分别代表径向、极向和

环向坐标, 扰动电势归一化到电子热能:   

 , 平衡分布函数归一化到电子密度:   ,

平行和垂直速度归一化到电子热速度 :   

 ,    ,    . 定义   ,

曲率频率算子: 

ω̂de ≡ −ivde · ∇

= − 2icTe

eBR

(
v̂2// + v̂2⊥/2

)(
sinϑ

∂

∂r
+ cosϑ

∂

∂y

)
,

(2)

sinϑ cosϑ其中  和  分别代表磁场的测地和法向曲率;

R 是托卡马克大半径. 逆磁频率算子 

ω̂∗ ≡ icTe

eB

∂ lnFM

∂r

∂

∂y

= − icTe

eBLn

[
1 + ηe

(
v̂2 − 3

2

)]
∂

∂y
, (3)

Ln ≡ −(∂ lnne/∂r)
−1

ηe ≡

d lnTe/d lnne

其中  表示密度梯度长度,  

 . 考虑带状流的多普勒频移调制作用,

电子漂移动理学方程 (1)式可写为  (
∂

∂t
+ ῡ

∂

∂y

)
f +

(
v//b · ∇+ iω̂de

)
f

= FM
(
v//b · ∇+ iω̂de − iω̂∗

)
φ. (4)

ῡ ≡ [cTe/(eB)] b×∇φ̄ ≡ ῡeϑ

eϑ φ̄

这里   表示 (沿着极向

 )带状流,    是带状电势, 它具有环向和极向对

称, 径向波长在介观尺度的特征 [3]. 

2.2    由导数展开法得到的零级和一级方程

多重尺度问题 (微观和介观尺度)可以采用导

数展开法 [19]: 

∂

∂t
→ ∂

∂t̃
+ εE

∂

∂t
→ −iω + εE

∂

∂t
,

∂

∂r
→ ∂

∂r̃
+ εE

∂

∂r
,

∂

∂y
→ ∂

∂ỹ
+ εE

∂

∂y
, (5)

εE ≪ 1 (t, r, y)

n = 0
(
t̃, r̃, ỹ, ζ̃

)
n ≫ 1

其中   是小量标签;    表示慢尺度变量

(具轴对称性, 环向模数   );    表示快

尺度变量 (高环向模数:    ), 扰动分布函数和

电势包含两个部分 : 受带状流调制的 (介观尺

度)慢变包络和 (微观尺度)快变函数: 

f → f̄ (t, r, y) f̃
(
r̃, ỹ, ζ̃, v//, v⊥

)
,

φ → ϕ̄ (t, r, y) φ̃
(
r̃, ỹ, ζ̃

)
. (6)
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f̄ (t, r, y) =

ϕ̄ (t, r, y)

f 对速度空间积分后就是扰动密度, 一个简单假设

是其受带状流调制的包络满足绝热关系:  

 . 后面将看到这是导数展开法给出的零级

方程恰是描述捕获电子模的漂移动理学方程的充

分条件.

在环坐标系下三个算子的导数展开分别为 

ω̂de → −2i
ρscs
R

(
v̂2// + v̂2⊥/2

)[(
sinϑ

∂

∂r̃
+ cosϑ

∂

∂ỹ

)

+εE

(
sinϑ

∂

∂r
+ cosϑ

∂

∂y

)]
≡ ω̂de,0 + εEω̂de,1,

(7)
 

ω̂∗ → −iυ∗
[
1 + ηe

(
v̂2 − 3

2

)](
∂

∂ỹ
+ εE

∂

∂y

)
≡ ω̂∗0 + εEω̂∗1, (8)

 

b · ∇ → 1

qR

(
∂

∂ϑ̃
+ q

∂

∂ζ̃
+ εEr

∂

∂y

)

≡ ∇//,0 + εE
r

qR

∂

∂y
, (9)

υ∗ ≡ ρscs/Ln cs ≡√
Te/mi ρs ≡ cs/ωci

ωci ≡ eB/(cmi)

mi

其中定义了逆磁漂移速度 :    ,   

 是离子声速,   是电子温度下的离

子拉莫尔半径 ;    是离子回旋频率 ,

 是离子质量; q 是安全因子.

ῡ → εEῡ

对 (4)式导数展开的过程中, 带状流作为小量

处理  , 得到  [
−iω + iω̂de,0 + v//∇//,0 + εE

(
∂

∂t
+ ῡ

∂

∂ỹ

+
v//r

qR

∂

∂y
+ iω̂de,1

)]
f̄ (t, r, y) f̃

(
r̃, ỹ, ζ̃, v//, v⊥

)

= FM

[
v//∇//,0 + iω̂de,0 − iω̂∗,0 + εE

(
v//r

qR

∂

∂y

+ iω̂de,1 − iω̂∗,1

)]
ϕ̄ (t, r, y) φ̃

(
r̃, ỹ, ζ̃

)
.

(10)

f̄ (t, r, y) = ϕ̄ (t, r, y)

需要说明的是, 两种尺度变量的符号差异仅在奇异

摄动理论的导数展开法中适用, 下面的公式将略

去快尺度变量上的波浪号. 在  

条件下, 零级方程即描述捕获电子模的漂移动理学

方程:  (
ω − ω̂de,0 + iv//∇//,0

)
f̃
(
r, y, ζ, v//, v⊥

)
= FM

(
iv//∇//,0 − ω̂de,0 + ω̂∗,0

)
φ̃ (r, y, ζ) . (11)

引入捕获电子的非绝热响应分布函数: 

h̃
(
r, y, ζ, v//, v⊥

)
≡ f̃

(
r, y, ζ, v//, v⊥

)
− φ̃ (r, y, ζ)FM,

后可写为  (
ω − ω̂de,0 + iv//∇//,0

)
h̃
(
r, y, ζ, v//, v⊥

)
= − FM (ω − ω̂∗,0) φ̃ (r, y, ζ) . (12)

(12)式即文献 [20]中的 (1)式.

一级方程为 

f̃
(
r, y, ζ, v//, v⊥

) ∂ϕ̄ (t, r, y)

∂t
+ h̃

(
r, y, ζ, v//, v⊥

)
× v̂2

ρscs
R

sinϑ
∂ϕ̄ (t, r, y)

∂r
+{

h̃
(
r, y, ζ, v//, v⊥

)(
v̂//

vterj
qR

+ v̂2
ρscs
R

cosϑ
)

+φ̃ (r, y, ζ) υ∗FM

[
1 + ηe

(
v̂2 − 3

2

)]}
∂ϕ̄ (t, r, y)

∂y

= ikϑf̃
(
r, y, ζ, v//, v⊥

)
ϕ̄ (t, r, y) ῡ (r, t) ,

(13)

v̂2// ≪ v̂2⊥ ≈ v̂2

φ̃ (r, y, ζ) = φ̃m (r, ϑ) · einζ−imϑ h̃(r, y, ζ;

v//, v⊥) = h̃m

(
r, ϑ; v//, v⊥

)
einζ−imϑ kϑ ≡ m/rj

rj

r ≈ rj

其中略去了捕获电子的平行速度:    .

对高 n 模,     ,  

 ,    , m

表示中心极向模数,   是有理面位置, 对局部模有

 .

v̂//

v̂

(13)式对速度空间积分,   的矩量为零, 因为

在大回弹频率近似下, 捕获电子的平行速度在一个

回弹周期内平均为零. 速度  的零次和二次矩量分

别对应非绝热扰动密度 

ñna (r, ϑ) ≡
∫

dvh̃m

(
r, ϑ, v//, v⊥

)
(14)

和扰动压强 

ε̃m (r, ϑ) ≡
∫

dvh̃m

(
r, ϑ, v//, v⊥

)
v̂2. (15)

ñm (r, ϑ) =

φ̃m (r, ϑ) + ñna (r, ϑ)

扰动密度分为绝热和非绝热响应两部分:  

 . 另一方面, 捕获电子模在有理

面附近被激发, 离开有理面将受到磁剪切阻尼 [21],

它在径向是驻波, 还需要对径向快尺度求平均 [7].

由此得到受带状流调制的捕获电子模的包络方程: 

∂ϕ̄ (t, r, y)

∂t
+ υgr (ϑ)

∂ϕ̄ (t, r, y)

∂r
+ υgy (ϑ)

∂ϕ̄ (t, r, y)

∂y

= ikϑϕ̄ (t, r, y) ῡ (r, t) , (16)

其中径向和极向群速度分别为 

υgr (ϑ) ≡ Ē (ϑ)
ρscs
R

sinϑ,

υgy (ϑ) ≡ Φ̄ (ϑ) υ∗ + Ē (ϑ)
ρscs
R

cosϑ. (17)

定义了两个平均量: 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 11 (2021)    115203

115203-3

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


Ē (ϑ) ≡

∫
drñm (r, ϑ) ε̃m (r, ϑ)∫

drñ2
m (r, ϑ)

,

Φ̄ (ϑ) ≡

∫
drñm (r, ϑ) φ̃m (r, ϑ)∫

drñ2
m (r, ϑ)

. (18)

φ̃m ñm ε̃m(18)式中  ,   和  分别代表电势、密度和热能

的涨落, 这些量是物理观测量. 从测量角度而言,

单纯测量这些量的本身仅可能是实量, 但在本征模

理论构架中这些量的虚部也有物理意义. 在托卡马

克输运的准线性理论中, 包括计算粒子流和热流,

涉及密度、压强和电势极向导数的乘积, 后者与电

势有 90º的相差, 而 (18)式所计算的平均中并没有

上述的 90º相差问题. 最终需要计算的量是群速度,

保留这些量的虚部将导致群速度存在虚部, 这在物

理上没有意义, 因为群速度是可观测量, 它代表波

包传播速度. 注意到本文计算的群速度是介观尺度

量, 而捕获电子模的线性增长时间在微观尺度, 其

在介观尺度时间内已经达到饱和. 另一方面, 托卡

马克是一个开放系统, 外部因素如加热、加料等,

使得引起不稳定性的自由能总是存在. 因此本文假

设线性二维模式结构在进入饱和阶段后没有重要

变化, (18)式中的扰动电势、密度和压强作为可观

测量仅取实部, 这保证了所计算的群速度是实的. 

3   捕获电子模的群速度
 

3.1    捕获电子模的二维模式结构

由第 2节可以看到, 按照文献 [7]的方法在时

空表象中计算捕获电子模的群速度需要知道其二

维模式结构. 电子漂移动理学方程 (12)式已经在

文献 [20]中采用弱上下不对称气球理论 [8,9] 求解,

这里直接引用该文的结果, 选取的托卡马克装置的

基本平衡参数如表 1所列.

ω̂ ≡ ω/ω∗e =

0.4215 + 0.1133i ω∗e ≡ −kϑυ∗

φ̃n (r, ϑ) ≡
φ̃m (r, ϑ) e−imϑ ρ ≡ r/a

数值计算得到的整体本征值为  

 ,    . 捕获电子模扰动

电势的二维模式结构如图 1, 这里  

 ,    . 由图 1可以看到二维模

式结构的中心相对赤道面几乎没有偏移, 但存在较

小的上下不对称性, 其径向关联长度约为极向的

2—3倍.

按照文献 [20]的方法, 可以得到捕获电子模的

整体本征值和扰动电势, 现在利用该结果计算扰

动密度和扰动压强的二维模式结构. 出发点是捕

获电子模的非绝热响应分布函数 (文献 [20]中的

表 1    基本平衡参数
Table 1.    Basic equilibrium parameters.

R/m a/m rj/a Te  /eV τe q B/T ŝ Ln/R ηe ηi n

1.65 0.4 0.41 250 10 1 1.35 1 0.1 1 0 –44
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φ̃n (r, ϑ)图 1    (a) 捕获电子模扰动电势   实部的等高线图; (b) 坏曲率区的放大图

φ̃n (r, ϑ)Fig. 1. (a)  Level  contours  of  the  real  parts  of  the  perturbed  electrostatic  potential      for  trapped  electron  mode;  (b)  the

close-up view in bad curvature region. 
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(A10)式):
 

h̃m

(
r, ϑ; v∥, v⊥

)
= − FM

ω − ω̂∗,0

ω − ⟨ωde⟩ v̂2
⟨
einq(r)ϑφ̃n (r, ϑ)

⟩
× ei[m−nq(r)]ϑ, (19)

⟨· · ·⟩ ≡

∮
dϑ(· · ·)/v//∮

dϑ/v//
v//∼

√
κ2−sin2(ϑ/2)

κ2 ≡ sin2 (ϑr/2) ϑr v// = 0

其 中     (  ,

 ,   是捕获电子转向点  处的

极向角)表示对捕获电子的回弹周期求平均. 对捕

获电子的速度空间积分可写为 (文献 [20]中的 (9)式)
  ∫

dv FM (· · ·) ≈
√

2ε

π

∫ ∞

0

dv̂2v̂ exp
(
−v̂2

)
×
∫ 1

κ2
min

dκ2√
κ2 − sin2 (ϑ/2)

(· · ·) , (20)

ε ≡ r/R κ2
min ≡ sin2 (ϑ/2)其中  ,   . 将 (19)式和 (20)式

代入 (14)式得到非绝热扰动密度的表达式:
 

ñna (r, ϑ) =

√
2ε

π

∫ 1

κ2
min

dκ2√
κ2 − sin2 (ϑ/2)

Î (ζe)

×
⟨
ei(m+x)ϑφ̃n (r, ϑ)

⟩
e−ixϑ, (21)

q (r) ≈ q (rj)+

x/n m = nq (rj) x ≡ kϑŝ (r − rj) ŝ

其中安全因子已经展开到一阶 :   

 ,   ,   ,   表示磁剪切,
 

Î (ζe) ≡ −
∫ ∞

0

dv̂2v̂e−v̂2 ω − ω∗e
[
1 + ηe

(
v̂2 − 3/2

)]
ω − ⟨ωde⟩ v̂2

=
√
πζ2e

{(
1− ω∗e

ω

)
[1 + ζeZ (ζe)]

+ηe
ω∗e

ω

[
1− ζ2e + ζeZ(ζe)

(3
2
− ζ2e

)]}
,

(22)

ζ2e ≡ ω/ ⟨ωde⟩ Z (ζe) ≡ π−1/2

∫
L
dv̂ exp(−v̂2)/(v̂ − ζe)

φ̃n (r, ϑ)

ñ (r, ϑ) ≡ ñm (r, ϑ) e−imϑ

  ,  

是等离子体色散函数. 将前面计算得到的扰动电势

 代入 (21)式, 数值积分得到扰动密度的二

维模式结构如图 2, 这里  .

将 (19)式和 (20)式代入 (15)式得到扰动压

强的表达式:
 

ε̃m (r, ϑ) =

√
2ε

π

∫ 1

κ2
min

dκ2√
κ2 − sin2 (ϑ/2)

K̂ (ζe)

×
⟨
ei(m+x)ϑφ̃n (r, ϑ)

⟩
e−ixϑ, (23)

其中
 

K̂ (ζe) ≡ −
∫ ∞

0

dv̂2v̂3e−v̂2 ω − ω∗e
[
1 + ηe

(
v̂2 − 3/2

)]
ω − ⟨ωde⟩ v̂2

=
√
πζ2e ×

{(
1− ω∗e

ω

)[1
2
+ ζ2e + ζ3e Z (ζe)

]

+ηe
ω∗e

ω
ζ2e

[
1− ζ2e + ζeZ (ζe)

(
3

2
− ζ2e

)]}
.

(24)

ε̃ (r, ϑ) ≡ ε̃m (r, ϑ) e−imϑ

数值积分得到扰动压强的二维模式结构如图 3, 这

里  .
 

 

-0.6

0.6
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ñ (r, ϑ)图 2    (a) 捕获电子模扰动密度   实部的等高线图; (b) 坏曲率区的放大图

ñ (r, ϑ)Fig. 2. (a) Level contours of the real parts of the perturbed density    for trapped electron mode; (b) the close-up view in bad

curvature region. 
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3.2    捕获电子模的径向和极向群速度, 径

向群速度的时间结构

φ̃m (r, ϑ) ñm (r, ϑ)

ε̃m (r, ϑ)

ϑ ∼ 0 ϑ ∼

将 3.1节计算得到的   ,    和

 的实部代入 (18)式, 数值积分得到两个平

均量如图 4. 它们在好曲率(  )和坏曲率 ( 

±π )区都有快速变化 , 而在其他区域相对比较

光滑.

∼ sinϑ

将两个平均量代入 (17)式计算得到捕获电子

模的径向和极向群速度分别如图 5(a)和图 5(b).

从图 5(a)和图 5(b)可以看到, 径向群速度来自磁

场的测地曲率, 极向结构基本是一次正弦   .
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ε̃ (r, ϑ)图 3    (a) 捕获电子模扰动压强   实部的等高线图; (b) 坏曲率区的放大图

ε̃ (r, ϑ)Fig. 3. (a) Level contours of the real parts of the perturbed pressure    for trapped electron mode; (b) the close-up view in bad

curvature region. 
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υgr (ϑ) υgy (ϑ) υgr (t)图 5    捕获电子模的 (a) 径向群速度   , (b) 极向群速度   和 (c) 径向群速度随时间的变化  

υgr (ϑ) υgy (ϑ) υgr (t)Fig. 5. (a) Radial group velocity    , (b) poloidal group velocity    , and (c) radial group velocity versus time     for

trapped electron mode. 
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∼ υ∗

∼ cosϑ

dϑ/dt = υgy (ϑ) /rj

t =

∫ ϑ

0

rjdϑ′/υgy (ϑ
′) ϑ(t = 0)

= 0

极向群速度主要来自逆磁漂移速度   , 而法

向曲率   的贡献较小 . 按照一阶偏微分方

程的特征线解法 ,  (16)式中的极向特征线为

 , 它提供了极向角到时间的映射

 , 这里积分常数设为  

 . 这样径向群速度可以写为时间的函数, 如图 5(c)

所示. 从图 5(c)可见径向群速度是时间的周期函

数, 周期约为 1.5 ms, 在 t = 0 ms向上过零, 而在

t = 0.7 ms向下过零, 前者过零快于后者. 

4   总　结

∼ sinϑ
υ∗ ∼ cosϑ ∼ R/Ln

ϑ (t)

从电子漂移动理学方程出发, 采用多重尺度导

数展开法, 零级为描述微观尺度捕获电子模的线性

本征模方程, 一级为介观尺度的包络方程. 利用文

献 [20]中求得的捕获电子模的线性本征值和扰动

电势, 计算了扰动密度和扰动压强的二维模式结

构. 代入包络方程对速度空间积分和径向快尺度求

平均, 得到捕获电子模的径向和极向群速度. 径向

群速度由磁场的测地曲率贡献, 极向结构基本是一

次正弦  . 极向群速度包含两项: 逆磁漂移速

度   和法向曲率   , 二者相比   , 因此

前者占主导地位. 包络方程描述了捕获电子模包络

的传播行为, 它是一阶偏微分方程, 其极向特征线

给出极向角到时间的映射  . 因此径向群速度可

以写为时间的周期函数, 其周期在毫秒量级, 具有

快速过零的特征. 为简化计算本文采用的是圆截面

位形, 对实际的托卡马克放电的非圆截面位形, 拉

长比和三角形变等几何因子将导致测地和法向曲

率由一次正弦和余弦结构变为更复杂的角向结构,

可以预见它们将对径向和极向群速度产生重要的

定量修正.

本文将多重尺度导数展开法应用于捕获电子

模群速度的计算, 对引言中的思考给出如下评论:

1) 按文献 [7]的理论构架, 仅计算时空表象中的群

速度, 对无磁剪切平板漂移波, 容易证明它与采用

色散关系方法所得的结果一致, 但对有剪切的环形

系统, 两种途径的比较不是本文探讨的对象; 2) 环

形效应对捕获电子模的径向群速度非常重要, 其极

向结构来自磁场测地曲率的贡献; 3) 在计算群速

度的过程中仅取扰动电势、密度和压强的实部, 以

保证所计算的群速度是实的. 这里假设了线性二维

模式结构在进入饱和阶段后没有重要变化, 其非线

性演化问题留待将来研究.

除此之外, 径向群速度的时间结构还有特殊意

义. 在其快速度过零的很短的时间内, 受带状流调

制的捕获电子模的包络突现短暂的非线性径向行

波解 (称为瞬子 [7]), 这可能与很多托卡马克实验观

测到的阵发现象有关. 文献 [7]中还指出由于径向

群速度周期性过零, 低频带状流也会周期性地振

荡, 这可能解释实验和模拟中看到的低频带状流的

频率. 瞬子在径向群速度过零时开始形成, 随后其

本身, 以及对应的频率快速增长, 如果其瞬时频率

达到约 20 kHz, 能够共振激发测地声模 [22], 这为解

释测地声模的阵发性激发和传播特性提供了理论

基础, 对其详细讨论将由另文论述.
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Group velocity in spatiotemporal representation of
collisionless trapped electron mode in tokamak*
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Abstract

The multiple scale derivative expansion method is used to manipulate the electron drift kinetic equation,

following the theoretical framework of drift wave–zonal flow system developed by Zhang et al. [Zhang Y Z, Liu

Z Y, Mahajan S M, Xie T, Liu J 2017 Phys. Plasmas 24 122304 ]. At the zeroth order it is the linear eigenmode
equation describing the trapped electron mode on a mirco-scale. At the first order it is the envelop equation for

trapped electron mode modulated by the zonal flow on a meso-scale. The eigenmode equation has been solved

by Xie et al. [Xie T, Zhang Y Z, Mahajan S M, Wu F, He Hongda, Liu Z Y 2019 Phys. Plasmas 26 022503 ] to
obtain  the  eigenvalue  and  two-dimensional  mode  structure  of  trapped  electron  mode.  These  are  essential

components in calculating group velocities contained in the envelop equation. The radial group velocity arises

from the geodesic curvature of magnetic field in tokamak. The poloidal group velocity stems from the normal

curvature and diamagnetic drift velocity, which yields the mapping between the poloidal angle and time. Since

the radial group velocity is also a function of poloidal angle, it is mapped to a periodic function of time with a

period of  milliseconds.  The numerical  results  indicate  the  rapid zero-crossing,  which is  significant  in  the  drift

wave – zonal flow system and provides a sound foundation for studying zonal flow driven by trapped electron

mode.

Keywords: tokamak, trapped electron mode, group velocity, zonal flow
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