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非线性声场中的参量激发*

陈海霞    林书玉†

(陕西师范大学物理学与信息技术学院, 陕西省超声学重点实验室, 西安　710062)

(2020 年 12 月 9日收到; 2020 年 12 月 28日收到修改稿)

本文基于求解单频声波方程近似解的方法, 得到了非线性声场中谐波的声压与介质性质、初始声压幅值

及频率之间的定量关系 . 并对两列相对声压幅值和相对频率不同情况下的声场分布进行了研究 . 通过分析

单、双频声源辐射场中的谐波分布和传播规律发现: 在非线性声场中会不断地出现新的谐波, 激发的各阶谐

波随着声波传播距离的增大逐渐增强而后减弱. 在声源的附近, 谐波的声压随基波声压振幅的增大而增大;

但在基波的频率增大时反而会减小. 在输入总声能相同的情况下, 与单频声场相比双频声源辐射场的声能量

分布较均匀, 声的传播距离较大, 远场中的谐波含量较大. 结果表明, 基波的频率越高, 衰减得越快, 谐波的积

累越缓慢; 声压的极值越大, 基波声能量转移得越多, 产生的谐波越多, 基波的衰减越快, 声压对远场声能的

负效应增大; 如果改用多频声源, 并适当地控制输入声波的组成成分, 可以达到改善声场分布均匀性、增大声

辐射距离的效果.
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1   引　言

超声波的自作用以及不同频率声波在空间的

调制问题, 近年来引起了国内外学者的广泛关注并

取得了不少的成果. 鉴于超声波和介质的非线性效

应, 传播中的声波波形会不断地发生变化, 同时在

声的传播路径上持续地发生谐波、分频波以及和差

频波; 而且实际声源辐射的往往是多频波, 不同频

率声波间的非线性相互作用, 又会产生新的各阶差

频与和频声波, 这些新波的出现将会改变初始声波

的传播特性 [1−7]. 如Westervelt[8] 提出的非线性声

学参量阵理论, 以及钱祖文 [9,10] 的声散射声理论都

为声呐小型化、高性能化提供了理论依据. 强声场

中大幅声波的超吸收、声压对声源远场能量的负效

应 [11−13], 说明影响非线性声的传播的不仅是驱动

声源, 还有介质的非线性和黏滞性、热传导及空化

等诸多因素 [14−20]. 本文根据求解声波方程得出的

近似解, 分别对单、双频声源声场中的声参量的产

生和传播规律进行了探讨. 通过比较发现, 声波间

的非线性相互作用不仅改变了基波与谐波的含量

比, 而且使声场中的声能分布也发生了变化. 即当

输入声波的声压比和频率比不同时, 声场的分布就

会不同, 因此可以通过改变输入声波的组成成分来

调控声场的分布. 这个研究结果为建立高声强低畸

变, 声能分布均匀的声场提供了理论上的依据. 

2   声的非线性传播模型
 

2.1    单频声波的非线性传播

描述声的非线性传播规律的基本方程为 [21]
 

∂ρ′

∂t
+ υ · ∇ρ′ + ρ∇ · υ = 0, (1)

 

ρ

(
∂υ

∂t
+ υ · ∇υ

)
= −∇p+(µ+ µ′)∇∇·υ+µ∇2υ,

(2)
 

p=c20ρ
′+

β − 1

ρ0
c20ρ

′2−κ
( 1

CV
− 1

CP

)
∇ · υ+· · ·, (3)
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µ, µ′

CV, CP

p = P − P0

ρ′ = ρ− ρ0

P0 ρ0

c0

式中,   表示介质的第一和第二黏滞系数; k 为

介质的热传导系数;    分别为介质的等容和

等压比热容; b 为介质的非线性系数;   

和   分别表示由于声扰动引起的介质压

强和密度的变化,    和   分别表示液体静态的压

强与密度,   为绝热声速. 假设速度是无旋的并将

(3)式代入 (2)式, 消去 p 可得 

ρ

(
∂υ

∂t
+ υ · ∇υ

)
= −c20∇

(
ρ′ +

β − 1

ρ0
ρ′

2
)

+

[
κ

(
1

CV
− 1

CP

)
+ (2µ+ µ′)

]
∇2υ. (4)

∂/∂t, ∇·
∂ρ′/∂t,∇ρ′ υ = −∇φ

p = c20ρ
′ = ρ0∂φ/∂t

分别将   作用于 (4)式 , 结合 (1)式消去

 项, 并引入势函数 j, 即   . 利

用线性关系   , 得到的非线性波

动方程为 

∂2φ

∂t2
− c20∇2φ =

∂

∂t

[
(∇φ)

2
+

β − 1

c20

(
∂φ

∂t

)2

+
b

ρ0

(
∇2φ

)]
− 1

3
∇(∇φ)

3 − b

ρ0
∇φ

(
∇3φ

)
, (5)

 

式中, 耗散系数 b = 2µ+ µ′ + κ

(
1

CV
− 1

CP

)
. (6)

设上述声波方程的解可以表示为 

φ = φ1 + φ2 + φ3 + · · · , (7)

φ1 φ2 φ3其中   为一级近似解;    为二级近似解;    为三

级近似解.

φ1 = φaeiω(t−x/c)令  , 依据文献 [22]可知, (7)式

中的二级近似解为 [22]
 

φ2 = −φ2
aω

3x

2c40

[
β − 5A2β + 3A2

1 + 5A2 + 4A4

+
iA(2A2β − 2A2+2β+1)

1 + 5A2 + 4A4

]
e2iω(t−x/c), (8)

A ≪ 1在  的条件下, 波的衰减系数可以表示为 

α ≈ ωA/(2c0) = ω2b/(2ρ0c
3
0). (9)

用同样的方法, 求得的三级近似解为 

φ3 =
−φ3

aω
6Ax

c60(1 +A2)
2

[
5A2 − 2A2β + 9A4β − 7A4 + β

1 + 5A2 + 4A4

+
iA
(
2A4 − 2A4β − 9A2 + 10A2β + 1

)
1 + 5A2 + 4A4

]

× e3iω(t−x/c), (10)

A = ωb/(ρ0c
2
0) c = c0

√
1 + iA其中   ;    是液体中的实

际声速.

p = ρ0
∂φ

∂t
由关系式  , 得到的声压表达式为

 

p = ρ0
∂φ

∂t

= ρ0
∂ (φ1 + φ2 + φ3)

∂t

= p1eiω(t−x/c) + p2e2iω(t−x/c) + p3e3iω(t−x/c), (11)

式中 

p1 = iρ0φaω, (12)
 

p2 =
ρ0φ

2
aω

4x

c40

[
A
(
2A2β − 2A2 + 2β + 1

)
1 + 5A2 + 4A4

−
i
(
β − 5A2β + 3A2

)
1 + 5A2 + 4A4

]
, (13)

 

p3 =
3ρ0φ

3
aω

7Ax

c60(1 +A2)
2

×
[
A(2A4 − 2A4β − 9A2+10A2β+1)

1 + 5A2 + 4A4

− i(5A2 − 2A2β+9A4β − 7A4+β)

1 + 5A2 + 4A4

]
. (14)

2ω 3ω

从 (8)式和 (10)式可以看出, 频率为 w 的单

频声波在介质中传播时, 声速发生了改变且滋生了

频率为   和   的谐波. 如果在展开式 (3)式中保

留更高次项, 就可以得到更高次的谐波解. 而且各

高次谐波的强度都与驱动声压、介质的性质有关,

并随传播距离 x 的增大而增大. 

2.2    声波间的非线性作用及传播

考虑到实际的声源辐射的声波一般都含有多

个频率成分, 不同频率声波间的非线性作用又会产

生新的各阶差频与和频声波, 致使初始声波的传播

特性发生了改变. 为使问题简化, 以下仅讨论两列

声波间的相互作用.

ω1 ω2

基于文献 [22]中单频声波方程的求解方法 ,

设初始声波为两个频率为   和   的简谐扰动之

和, 令 

φ′
1 = φ′

1a + φ′
1b = φ′

ae
iω1(t−x/c) + φ′

be
iω2(t−x/c). (15)

将 (15)式代入 (5)式的右端, 得到的二级近似

方程为
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∂2φ′
2

∂t2
− c20

∂2φ′
2

∂x2
− b

ρ0

∂

∂t

(
∂2φ′

2

∂x2

)
=

∂

∂t

[(
∂φ′

1

∂x

)2

+
β − 1

c20

(
∂φ′

1

∂t

)2
]

=
∂

∂t

(∂
(
φ′

1aeiω1(t−x/c)
)

∂x

)2

+
β − 1

c20

(
∂
(
φ′

1aeiω1(t−x/c)
)

∂t

)2


+
∂

∂t

(∂
(
φ′

1beiω2(t−x/c)
)

∂x

)2

+
β − 1

c20

(
∂
(
φ′

1beiω2(t−x/c)
)

∂t

)2


+
∂

∂t

[
2

(
∂
(
φ′

1aeiω1(t−x/c)
)

∂x

)(
∂
(
φ′

1beiω2(t−x/c)
)

∂x

)

+2
β − 1

c20

(
∂
(
φ′

1aeiω1(t−x/c)
)

∂t

)(
∂
(
φ′

1beiω2(t−x/c)
)

∂t

)]
. (16)

求解 (16)式得到对应的二级近似解为 

φ′
2 = φ′

2a + φ′
2b + φ′

2c. (17)

φ′
2a = −φ

′2
a ω

3
1x

2c40

[
β − 5A2

1β + 3A2
1

1 + 5A2
1 + 4A4

1

+
iA1

(
2A2

1β − 2A2
1 + 2β + 1

)
1 + 5A2

1 + 4A4
1

]
e2iω1(t−x/c),其中　　 　　 

 

φ′
2b = −φ

′2
b ω

3
2x

2c40

[
β − 5A2

2β + 3A2
2

1 + 5A2
2 + 4A4

2

+
iA2

(
2A2

2β − 2A2
2 + 2β + 1

)
1 + 5A2

2 + 4A4
2

]
e2iω2(t−x/c),

φ′
2c = −φ′

aφ
′
bω1ω2x

c30

[
β
(
1−A2

12

)
+A2

12

1 +A2
12

+
iA12 (1− 2β)

1 +A2
12

]
eiω1(t−x/c)eiω2(t−x/c).

A1 =
ω1b

ρ0c20
A2 =

ω2b

ρ0c20
A12 =

(ω1 + ω2)b

ρ0c20
式中,   ,   ,   .

eiω1(t−x/c)eiω2(t−x/c)考虑到复数解  的实部为 

cos [ω1 (t− x/c)] cos [ω2 (t− x/c)]

=
1

2
cos[(ω1 + ω2) (t− x/c)]

+
1

2
cos [(ω1 − ω2) (t− x/c)]

φ′
2c可知, (17)式右端的第三项  是由两列简谐波组

成的, 它们分别为两列初始声波的和频波与差频

波.

p = ρ0
∂φ

∂t
利用关系式  , 得到声压的表达式为

 

p′ = p′1 + p′2, (18)
 

p′1 = ρ0
∂φ′

1

∂t
= p′1ae

iω1(t−x/c) + p′1be
iω2(t−x/c), (19)

 

p′2 = ρ0
∂φ′

2

∂t
= p′2ae

2iω1(t−x/c) + p′2be
2iω2(t−x/c)

+ p′2ce
iω1(t−x/c)eiω2(t−x/c). (20)

其中 

p′1a = iρ0φ
′
aω1, (21)

 

p′1b = iρ0φ
′
bω2, (22)

 

p′2a =
ρ0φ

′2
a ω

4
1x

c40

[
A1

(
2A2

1β − 2A2
1 + 2β + 1

)
1 + 5A2

1 + 4A4
1

+
i
(
5A2

1β − β − 3A2
1

)
1 + 5A2

1 + 4A4
1

]
, (23)

 

p′2b =
ρ0φ

′2
b ω

4
2x

c40

[
A2

(
2A2

2β − 2A2
2 + 2β + 1

)
1 + 5A2

2 + 4A4
2

+
i
(
5A2

2β − β − 3A2
2

)
1 + 5A2

2 + 4A4
2

]
, (24)

 

p′2c =
ρ0 (ω1 + ω2)φ

′
aφ

′
bω1ω2x

c30

[
A12 (1− 2β)

1 +A2
12

+
i
(
βA2

12 − β −A2
12

)
1 +A2

12

]
. (25)

比较单、双频声波传播方程的二级近似解即
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φ′
2a φ′

2b

φ′
2c φ′

2c

|ω1 + ω2| |ω1 − ω2|

(8)式和 (17)式可以看出, 双频声场中不仅含有两

列声波单独传播时滋生的二次谐波项   和   ,

还增加了修正项  . 第三项  的出现说明: 两列

声波在非线性传播过程中发生了相互作用, 并在介

质中激发了频率分别为   和   的新

简谐波. 我们把由于声波间的非线性相互作用在

介质中产生和频波与差频波的现象称为声参量

效应 [23].
 

3   计算结果与分析
 

3.1    单频声场中的谐波分量

X = x/xk P = pN/p1a

xk

pN p1a

p1a = 2× 105 Pa, f = 1 MHz

采用文中的非线性传播模型, 对单频声波声轴

线上的声场分布进行了数值分析. 图 1中的横坐标

为  , 纵坐标为  , N 为谐波的阶

数. 其中 x 为观察点与声源之间的距离、  为临界

距离、  为 N 次谐波的声压幅值、  为驱动声压

幅值. 当驱动声压幅值 

β = 3.6时 (在水中  )产生的谐波的传播规律, 如图 1

所示.

从图 1可以看到, 在声源附近的声场中以基波

为主, 谐波的含量较少; 随着传播距离的增大, 基

波的声压逐渐减小, 谐波的声压逐渐增大. 这表明

声场的能量由基波向高次谐波发生了转移且在临

界距离处达到了最大; 阶数越高的谐波声压越小转

移的能量也越少. 图 1中谐波声能约占基频能量

的 13%, 其中有 9%的声能转换成了二次谐波. 为

了简化问题, 以下仅讨论二次谐波的产生与传播

规律.

在不同驱动声压、不同频率下产生的二次谐波

曲线如图 2所示. 从图 2(a)中可以看出, 当声波频

率为 1.5 MHz时, 驱动声压越大, 产生的二次谐波

的声压越大; 随着距离的增大, 二次谐波的声压值

先增大后减小; 二次谐波的幅值越大, 衰减的也越

快. 从图 2(b)中可以看出, 驱动声压幅值为 4.8 ×

105 Pa时, 驱动频率越大, 二次谐波的声压幅值越

小; 随着距离的增大, 二次谐波的声压幅值先增

大后减小; 声压幅值越小的二次谐波衰减得越快.

图 1和图 2表明, 谐波的强度与声源的驱动声压、

频率以及和声源的间距有关, 驱动声压较高、频率

较低的声场中更容易滋生谐波.

驱动声压不同时, 产生的谐波的声能与声场

总能量之比的分布曲线如图 3所示 . 当频率为

1.5 MHz时, 随着驱动声压的增大, 声场中谐波能

量的含量比也随之增大, 这说明在声的非线性传播

过程中, 驱动声压越大基波向谐波转移的声能量越多;

随着距离的增大, 谐波的含量逐渐积累增大而后减

小, 驱动声压越强谐波含量比的变化越快.
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3.2    声波间的非线性作用与各谐波分量的
分布

p1a, p2a f1,

f2 (f2 > f1) f1 = 1 MHz m =

p2a/p1a, n = f2/f1 40 J/m3

设两列波的声压幅值为   , 频率为  

 , 其中  , 选取的参数为:  

 . 设声场中总输入声能为  ,

在声轴线上产生的和差谐波分量的分布, 如图 4和

图 5所示.

从图 4和图 5可以看出, 在频率比 n 一定时,

和差频波的声压幅值都随着 m 的增大而增大; 声

压比 m 一定时, 随着 n 的增大而减小; 差频波的声

压比和频波的大且衰减得慢; 驱动声压极值和频率

值较小时激发的谐频波较强, 如 n = 2, m = 1/1

时, 激发的和差频波最强, 且差频波声压约为和频

波的 3倍.

由图 6可以看到, 在频率比 n 一定时, 谐波的

声能含量随着 m 的增大而增大; 声压比 m 一定时,

随着 n 的增大而减小; 随着传播距离的增大, 谐波

的含量先增大后减小. 当 n = 2, m = 1∶1时, 谐波

含量达到最大约占声场总声能的 50%, 说明声场中

的能量转移不仅与输入的声功率有关, 还与入射声

的组成成分有关. 

3.3    声参量效应对声场分布的影响

声波在非线性传播中产生的谐波与声场的驱

动声压幅值、频率及介质的性质密切相关, 同时原

声场也会因谐波的存在而发生改变. 在输入总声能
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相同的情况下, 单、双列声波传播中的声能变化及

场中声能的分布如图 7和图 8所示.

x = 0.35 m

从图 7可以看出, 在 m = 1的情况下, 单频声

场中的声能衰减量最大而且衰减的速度也最快, 声

源远场 1 m处的声能只剩下了 5%; 多频声场中频

率比 n 较大的声能衰减得较快. 图 8给出了不同声

场中的基波声能占比分布, 当谐波的含量增大时,

基波声能与总声能的比值就会减小. 图 8中显示基

波声能比先减小后增大, 说明在传播过程中产生的

高次谐波率先被介质吸收; 在   处, 单频

的声能比下降的值最大说明滋生的谐波最显著. 结

合图 7和图 8可知, 单频声场中的驱动声压较大、

产生的谐波较多且衰减得快、远场的声能以基波能

为主; 相比之下多频声场中的声能分布较均匀、声

波传播的距离较大、远场中的谐波含量也较大. 

4   结　论

本文对声波的非线性传播过程中出现的声参

量效应进行了探讨. 人们发现了强声场中的众多现

象, 例如水中大幅声波的超吸收、声场中能量的负

效应等都与参量的激发有关. 声场中谐波的产生和

积累过程与驱动声压、频率和介质的性质密切相

关. 例如, 图 1所示的声压幅值为 2 × 105 Pa的声

波在水中的传播规律, 表明声波在介质中传播时不

但出现了谐波成分, 而且谐波的含量还随着传播距

离的增大不断增强. 图 2(a)中, 频率一定时驱动声

压越大产生的二次谐波越强; 图 2(b)中, 声压一定

时频率较大产生的二次谐波较弱. 由图 3给出的声

场中的谐波声能比分布可知, 频率一定的声场中,

谐波含量比随着输入声压幅值的增大而增大. 这表

明声波与介质的非线性作用产生的谐波积累远远

超过了声的吸收作用. 从图 4—图 6中的和频波与

差频波的声压以及谐波的声能分布, 可以看到和频

波含量较小且大多集中在声源的附近, 差频波较强

而且传播距离较远. 图 7和图 8给出的单、双频场

中的基波声能的分布及基波声能与场中总声能比

的分布, 说明多频场中的非线性作用过程要比单频

场更加复杂, 谐波成分也更丰富. 综合以上分析,

说明声波沿着传播路径不断地激励介质并产生新

的谐波, 由于高次谐波更容易被介质吸收从而导致

了声能量的加速衰减; 在增大输入声功率的同时,

声场中的谐波含量也在增大, 声能的衰减也在加

快. 最终的结果是高驱动产生了比低驱动更低的声

能分布, 因而参量效应也是引发强声场中声的超吸

收、声能反常衰减的因素之一. 文中的研究还表明,

当多频声源输出的声波的声压比和频率比不同时,

声场的分布就会发生变化. 例如两列频率相近的等

幅声波的耦合声场, 与同声功率的单频声场相比,

声场的传播距离明显增大而且场中声能分布的均

匀性也得到了显著提高. 这为通过改变输入声波的

组成, 调控声场的分布提供了理论上的依据, 也使

得在高声强情况下建立一个畸变低、声能分布均匀

的声场成为可能.
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Abstract

The formula for the nonlinear propagation of harmonics is obtained by using the generalized Navier-Stokes

equations and the modified equations of state, considering the presence of heat transfer and fluid viscidity. The

quantitative  relationship  among  the  harmonic  pressure,  initial  sound  pressure  amplitude,  frequency  and  the

media property is obtained by approximately solving the single-frequency acoustic equation. In this paper, the

hamonics’   distributions  and  propagations  in  the  radiation  field  of  single-  and  double-frequency  sound  source

with different driving pressures and frequencies are discussed. It is found that new harmonics constantly appear

in the sound field, and each-order harmonic of excitation gradually increases and then weakens with the increase

of distance. The amplitude of harmonic pressure increases with the increase of the driving acoustic pressure near

the sound source,  but decreases with the increase of  the frequency. Compared with the single-frequency field,

the  dual-frequency  field  has  a  large  propagation  distance,  a  very  uniform acoustic  energy  distribution,  and  a

large harmonic content in the far-field when the input total sound energy is constant. The physical mechanism

is that the higher driving frequency causes a faster acoustic loss, a slower harmonic accumulation, and a smaller

sound  propagation  distance.  The  higher  driving  pressure  causes  the  much  fundamental  sound  energy  to  be

transferred,  the  more  harmonics  to  be  generated,  the  fundamental  wave  to  be  attenuated  faster,  and  the

negative effect of sound pressure on far-field sound energy to be increased. Through the analysis, it is found that

the multi-frequency sound source can increase the propagation distance of sound, and improve the uniformity of

sound energy distribution.

Keywords: nonlinear effect, wave equations, acoustic parametrics
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