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忆阻网络是一种基于忆阻器单元的大规模非线性电路, 在下一代人工智能、生物电子、高性能存储器等

新兴研究领域发挥着重要作用. 描述忆阻器单元物理和电学特性的模型对忆阻网络的性能仿真具有显著影

响. 然而, 现有模型主要为非解析模型, 应用于忆阻网络分析时可能存在收敛性问题. 因此, 提出了一种基于

同伦分析法 (homotopy analysis method, HAM)的忆阻器单元解析建模策略, 该策略具有解析性和收敛性优

化的特点, 可提高忆阻器单元和相应忆阻网络的收敛性. 此外, 还提出了一种面向忆阻器单元模型的验证准

则, 以验证模型在大规模忆阻网络中的适用性. 通过忆阻器单元和忆阻矩阵网络的长时演化实验以及与传统

非解析 (数值)方法的比较 , 验证了所提策略的解析性和收敛性优势 ; 利用不同类型忆阻器单元和输入的实

验, 验证了该策略的扩展性. 进一步地, 基于上述实验, 揭示了忆阻网络仿真出现收敛性问题的潜在原因. 该

策略可应用于基于忆阻网络的新兴研究.

关键词：忆阻器, 忆阻网络, 讨论分析法, 解析建模策略

PACS：85.35.–p, 73.43.Cd, 02.70.–c 　DOI: 10.7498/aps.70.20210116

 

1   引　言

忆阻器是一种由多层纳米薄膜组成的新型微

纳器件, 具有高非线性和非易失性开关的特点, 能

够以非易失方式“记忆”流经的电荷和磁通量, 具体

体现为内部状态变量和忆阻值的动态演化 [1,2]. 此

外, 忆阻器还具有低开关功耗 (约 1 fJ)[3]、纳米尺

寸 (约几 nm)[4,5]、快速读写时间 (约 1 ps)[6]、简单

器件结构 (约多层薄膜结构)[7,8]、可与现有 CMOS

半导体工艺兼容以实现 3D集成 [9] 等优点. 因而忆

阻器在人工智能 [10−13]、非易失性存储器 [14,15]、神经

网络 [16−18] 等新兴研究领域具有广阔的应用前景.

上述忆阻器应用的一个共同特征是大规模忆

阻网络的使用. 在这些网络中, 大量的忆阻器作为

基本单元以特定的电路连接形式构建了复杂的电

路拓扑架构, 从而实现了特定的电路功能, 如神经

网络中的多层感知. 为了有效分析和评估忆阻网络

的性能, 忆阻器单元的模型至关重要, 其由忆阻器

建模策略得来. 由于描述忆阻器单元复杂工作机理
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的物理模型 (即各物理方程, 其中以状态方程最为

重要)具有强非线性, 因而不易通过基本函数来解

析求解核心变量—状态变量的动态演化, 故传统

建模策略常采用非解析 (数值)的方法以获得近似

的、适用于忆阻网络的忆阻器单元模型.

如 Mladenov[19] 通过 PSpice工具成功测试了

5 × 5交叉杆阵列 (crossbar array)和 6 × 6忆阻

矩阵电路的性能, 上述电路中每个基本单元均采用

数 值 型 HfO2 忆 阻 器 模 型 , 该 模 型 中 Sinh和

Exp等高非线性函数对电路收敛性和仿真时间的

影响并未被进一步研究. Biolek等 [20] 为了提升惠

普忆阻器单元模型 [1] 的鲁棒性, 在状态方程中引入

了磁通/电荷与状态变量之间的非线性转换函数.

通过该函数的作用, 基于惠普模型的忆阻网络规模

可从 5 × 5提升到 700 × 700, 该文献并未分析转

换函数对网络收敛性的作用. Li等 [21] 验证了现象

学忆阻器单元模型在 64 × 64交叉杆阵列结构中

的适用性, 该模型采用基于 p-Si/SiO2/n-Si忆阻器

实测数据的简化电荷空间型物理机理, 上述交叉杆

阵列电路仅适用于特定材料下的多层薄膜忆阻器

单元, 存在扩展性受限的问题. Yakopcic等 [22] 将

特定条件下可“通用”的 Spice模型嵌入到包含有

256个忆阻器单元的忆阻电路, 通过仿真验证了该

忆阻电路的功能, 该模型需要将忆阻器单元原始物

理模型与所提出的“通用”公式进行多参数拟合, 拟

合方法和拟合的准确性会严重影响模型的收敛性.

Li等 [23] 将氧化型忆阻器单元的简化导电丝模型嵌

入到单晶体管-单忆阻器结构中, 并以该结构为基

本单元组成了从 8 × 8到 128 × 128的存储阵列

电路, 以仿真验证大规模忆阻器阵列的存储功能.

该模型由于其非解析特性, 在仿真过程中易出现数

据溢出的现象.

然而, 上述非解析 (数值)模型由于无法得到

模型的解析解表达式 (也称作显函数或闭合函数),

其求解和仿真仅限定于数值求解和数值仿真, 并具

有如下限制: 1)由于解表达式的缺失, 导致数值模

型无法评估、预测和优化忆阻器的物理行为; 2)数

值模型的解为一系列离散的数值, 无法对所求各物

理变量作定性分析, 且不具备符号计算的能力, 即

无法由所得变量直接求出其他待求变量的完整表

达式; 3)非解析建模所采用的核心数学方法, 如数

值积分法和有限差分法, 可能导致各种离散、截断

和舍入误差 [20]. 尽管这些误差值量级较小, 但对长

时演化下的忆阻网络仿真具有不可忽视的负面影

响. 具体而言, 采取上述方法求得的状态变量数值

近似解具有偏离理论准确解 (假设该解存在)的潜

在风险, 从而可导致网络仿真的收敛性问题和数据

溢出; 4)更为严重的是, 上述方法的仿真收敛性高

度依赖于迭代步长的设置, 不同的步长会产生不同

的仿真结果, 从而影响仿真结果的一致性和准确

性. 因此, 采用忆阻器数值近似模型的忆阻网络在

电子设计自动化工具 (electronic design automation,

EDA)仿真中, 经常会遇到收敛性问题, 特别是在

长时演化的场景下该问题会尤其明显 (详见本文

第 4节分析), 且随着忆阻器单元数量的增加, 收敛

性对仿真的影响也愈加显著. 此外, 不同的仿真平

台和仿真设置 (如步长和容忍精度)下, 采用相同

的数值模型可能会造成仿真结果的差异.

鉴于上述非解析建模方法的局限性, 本文提出

一种新型的、适用于大规模忆阻网络的忆阻器单元

解析建模策略, 该策略可提高忆阻网络长时演化仿

真的收敛性, 从而加速忆阻网络在神经网络等新兴

领域的应用. 与传统非解析建模方法不同, 该策

略首先基于廖世俊教授 [24] 提出的同伦分析方法

(homotopy analysis method, HAM)、以解析的同

伦级数的形式从状态方程求解忆阻器单元的核心

参数—状态变量的解析近似解, 然后利用所求解

得到忆阻器单元的解析近似模型, 最后将该模型嵌

入到忆阻网络中的每个忆阻器单元. 该策略具有如

下特点: 1)其解具有闭合表达式特征, 即解为显函

数, 具有解析性; 2)其解的近似误差进行了优化,

从而实现了模型以及基于模型的忆阻网络的收敛

性优化. 通过忆阻器单元和忆阻矩阵网络的仿真实

验, 验证了该策略与传统非解析方法相比所具有的

解析性和收敛性优势, 并进一步分析了该策略在不

同类型忆阻单元器件和输入下的高扩展性.

本文结构如下: 第 2节提出了一种基于 HAM

的解析建模策略; 第 3节以经典的惠普 (HP)Pt/

TiO2/Pt型忆阻器单元 [1] 为例, 具体说明了求解

HAM模型的详细步骤; 第 4节提出了一种适用于

忆阻网络中忆阻器单元模型的验证准则, 并通过忆

阻器单元和大规模忆阻矩阵网络的长时演化实验,

验证了该策略的适用性以及解析性和收敛性优势

(与传统非解析方法相比); 第 5节就各实验结果以

及该策略的性能优势和扩展性进行了讨论; 第 6节

为结论部分. 
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2   基于 HAM的解析建模策略

HAM提出的初衷是为了求解各种非线性问

题 [24−27], 其基于同伦理论, 可将一个非线性方程通

过同伦转换成数个线性方程, 同时可灵活选择适当

的同伦形式以减少计算的迭代次数, 从而使复杂问

题易于解析求解. 结合 HAM的上述特征以及忆阻

器单元原始物理模型中状态方程的非线性特性, 所

提建模策略采用 HAM来解析求解状态方程, 从而

得出状态变量的解析近似解, 以构建适用于大规模

忆阻网络的忆阻器单元解析近似模型, 最终提高忆

阻网络的收敛性.

具体而言, 从忆阻器单元的定义和物理性质可

知, 忆阻器单元和忆阻网络的动态演化主要由忆阻

器单元的状态方程决定 [20], 该方程描述了状态变

量的动态演化过程, 一般为非线性微分方程 (non-

linear differential equation, NDE)[28].

为解析求解状态变量, 进而通过状态变量得到

完整的解析模型, 本文所提策略包含以下步骤.

N [x( t )] = 0. N

x (t)

首先, 根据需要建模的忆阻单元器件类型及相

应的原始物理模型 (即物理方程)、器件参数, 得到

状态方程  其中,    为非线性微分算

子;   为状态变量, 是忆阻器单元各物理变量中

最核心的变量, 决定了忆阻值、输出响应等其他物

理变量的动态演化.

其次, 利用 HAM构造高阶同伦形变方程 

L [xm( t)−χmxm−1(t )]=ℏDm−1{N [φ(t; q)]}, (1)

xm (t) m m ∈ N.
m = 1 xm = 0 χm = 1 φ (t; q)

x (t) q

q ∈ [0, 1] ℏ ̸= 0

L

其中,   项表示第  阶同伦系数 (  如果

 则   , 否则   );    是用来逼

近待解状态变量  的近似函数;   表示用于构造

同伦转换的嵌入参数 (  );    是为了优

化所求解的收敛性而引入的收敛控制参数;    为

辅助线性算子.

L −1然后, 对 (1)式两边进行逆线性算子  的运

算, 即 

L −1 [L [xm (t)− χmxm−1 (t)]]

= L −1 [ℏDm−1 {N [x(t; q)]}] , (2)

可得 

xm (t, ℏ) = ℏ
∫ t

0

Dm−1 {N [x (t; q)]} dτ

+ χmxm−1 (t) + C, (3)

Dm m其中,   定义为第  阶同伦导数算子 

Dm =
1

m!

∂m

∂qm

∣∣∣∣
q=0

. (4)

L

L

L −1

线性算子   的选择具体取决于状态方程的表

达式特征. 通常情况下, 不同类型忆阻器单元的状

态方程本质为一阶 NDE[28], 所以取    为一阶微

分, 相应地,   取一阶积分.

xm (t, ℏ)

EN (ℏ) ℏ

接下来, 将 (3)式中   代入到原状态方

程, 通过最小化状态方程的离散平方剩余误差 (即

残差平方和)  以求解最优  , 即 

dEN (ℏ)/dℏ = 0, (5)

其中, 

EN (ℏ)≈ 1

NP + 1

NP∑
j=0

{
N

[
N∑

m=0

x0 (t) + xm (tj , ℏ)

]}2

,

(6)

N NP

j tj = j∆t
式中,    为近似阶数,    为均匀选择的时间点数

目, 第  个时间点可表示为  , 且 

∆t = Γ/Np, (7)

Γ N [x( t )]其中,   为原状态方程  在具体仿真场景下

的时域范围.

ℏ

N ℏ

近似阶数N EN (ℏ)
xm (t)

为了提高解的收敛性, 最优  需满足如下要求:

1)随着同伦近似阶数  的增加, 所得  须迅速收敛

到某个固定值, 避免在该值附近振荡; 2)在给定

 的前提下,    须尽可能小, 以减少

误差从而进一步优化  的收敛性.

ℏ
x (t) N

xN (t)

最后, 联立 (3)式和 (4)式及所得最优  , 可求

出收敛性优化后的状态变量   的   阶解析近似

解  , 其具有由解析同伦级数构成的解表达式: 

xN (t) = x0 (t) +

N∑
m=1

xm (t) , (8)

x0 (t) x (t)其中  为给定的  初始值. 

3   求解 HAM解析模型

以第 2节所述通用求解步骤为基础, 本节以经

典惠普 HP Pt/TiO2/Pt型忆阻器单元 [1] 为例, 详

述所提HAM建模策略的具体建模流程, 以得到HP

忆阻器单元的解析近似模型.

HP Pt/TiO2/Pt型忆阻器中, Pt是两端的金

属铂电极, TiO2 是夹在两个 Pt电极之间且掺杂了

氧空位的二氧化钛开关层薄膜. 该忆阻器单元的物

理机理是在输入导致的外部电场作用下, 氧空位在
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二氧化钛开关层中作非线性漂移运动, 其原始状态

方程 [1] 可由 NDE表示为 

N [x( t )] =
dx (t)
dt

−µV
RONIM (t)

D2
fw [x( t )] = 0, (9)

IM (t) = Asin (ωt) D

x (t)

D RON x = 1

µV fw [x (t)]

x (t)

x ∈ [0, 1] .

其中,   为输入电流,   是二氧化钛

层的厚度;   是该忆阻器单元的状态变量, 其定

义为掺杂层和  之比;   表示低忆阻值 (  );

 表示电场作用下的平均氧空位迁移率;  

为窗函数用于确保求解得到的   处于合理的物

理边界, 即 

fw [x (t)] = 1− (2x− 1)
2P

P = 2

x (t) = 1 x (t) = 0 x (t)

x (t)

本节以 Joglekar窗函数 [29] (简称 J窗函数)为

例, 其中   , 非线性控制参

数   , 此时状态方程 (9)具有强非线性 [29], 无

法求出完全解析解. 值得注意的是, 尽管 J窗函数

具有一定的局限性, 如存在所谓的“边界效应”(即

当   或   时,    将永远固定在这两

个边界)[30], 但由于该函数表达式简单从而便于列

出下文所求的   表达式 (由 (9)式可见, 解的复

杂度与窗函数的复杂度正相关), 其仍被选为例子

以阐明所提 HAM建模策略的具体求解流程, 对于

其他重要的窗函数 [30,31] 而言 , 求解流程是类似

的。此外, 该策略也同样适用于其他窗函数 (详见

图 1和图 3—图 5仿真所采用的 Prodromakis[31]

和 Biolek[30] 窗函数以及 5.3节的讨论), 具体求解

流程并无区别, 这是因为窗函数虽然种类繁多, 但

本质上均为非线性多项式 [20], 而 HAM提出的初衷

正是为了处理包括非线性多项式在内的各种非线

性问题 [24−27].

P = 2将   的 J窗函数代入 (9)式中, 此时 HP

忆阻器单元的状态方程为 

N [x( t )] =
dx(t; q)
dt

− µV
RONA

D2
sin (ωt)

× (−16x4 + 32x3 − 24x2 + 8x). (10)

联立 (4)式和 (9)式, 可得 

Dm−1 {N [x (t)]} = dxm−1 (t) /dt− βsin (ωt)

×

−16

m−1∑
n=0

n∑
j=0

j∑
i=0

xm−n−1 (t)xn−j (t)xj−i (t)xi (t)

+ 32

m−1∑
n=0

n∑
j=0

xm−n−1 (t)xn−j (t)xj (t)

−24

m−1∑
n=0

j∑
i=0

xm−n−1 (t)xn (t) + 8xm−1 (t)

]
.

(11)

x (t)

将 (11)式代入 (3)式后, 再联立 (8)式, 可得

到  的三阶解析近似解 (注意, 此处取三阶的目

的仅为举例说明 HAM策略的求解流程, 也可取其

他阶数. 其他阶的解具有相似的表达式. 由于篇幅

所限, 本文不再罗列): 

x3 (t, ℏ) = x0 (t) +

3∑
m=1

xm (t)

=
[
x0 + ℏ

(
ℏ2 + 3ℏ+ 3

)
px3,1

+3 (2ℏ+ 3) ℏ2px3,2 + 640ℏ3px3,3/3
]

+ cos (ωt)
[
−ℏ

(
ℏ2 + 3ℏ+ 3

)
px3,1

−4 (2ℏ+ 3) ℏ2px3,2 − 320ℏ3px3,3

]
+ cos (2ωt)

[
(2ℏ+ 3) ℏ2px3,2+128ℏ3px3,3

]
− 64cos (3ωt) ℏ3px3,3/3, (12)

px3,1—px3,3 β其中,   和  是为了化简 (12)式而形成的

中间参数, 表达式为 

px3,1 = x0 (x0 − 1)
(
16x2

0 − 16x0 + 8
)
β, (13)

 

px3,2 = 16x0 (x0 − 1) (2x0 − 1)
3(
2x2

0 − 2x0 + 1
)
β
2
,

(14)
 

px3,3 = x0 (x0 − 1) (2x0 − 1)
2 (

2x2
0 − 2x0 + 1

)
×

(
28x4

0 − 56x3
0 + 42x2

0 − 14x0 + 1
)
β3, (15)

 

β =
µVRONA

D2ω
. (16)

E3 (t, ℏ) ℏ

x3 (t)

x3 (t)

R3
M (t) V 3

M (t) IM(t)×R3
M (t)

通过最小化   求解到最优   后, 可将 HP忆

阻器单元 [1] 的器件和输入参数代入到 (12)式—

(15)式, 从而得出  的闭合表达式 (本质上是解

析近似解). 为方便通过实例的方式更进一步阐明

该策略的建模步骤, 附录中给出了将器件和输入参

数 [1] 代入 (12)式后得出的状态变量   、相应

记忆值  和输出响应  (等于  )

的完整表达式. 上述计算过程使用Mathematica®[32]

数学软件完成. 

4   验　证

为验证所提 HAM建模策略在大规模忆阻网

络中的适用性, 以及与传统非解析建模方法相比具

有的解析性和收敛性优势, 利用第 3节所求的HAM

模型, 分别进行忆阻器单元和忆阻矩阵网络的长时

演化实验 . 具体而言 , 采用配置为 Intel  Xeon®
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E7-8870 CPU (2.4 GHz), 32 GB DRAM (DDR4-

2666 MHz)的工作站、以及 Hspice®[33] EDA工具,

分别进行了长时动态演化 (图 1、图 2—图 4)和

演化时间统计 (图 5)的仿真, 并将实验结果与传

统非解析数值模型进行了比较 (图 1和图 5)和

分析. 

4.1    忆阻器单元中状态变量的长时演化实验

x (t)

由于忆阻器是组成忆阻网络的最基本单元, 其

收敛性对网络整体的收敛性具有显著影响, 因此首

先在单个忆阻器 (忆阻器单元)中来验证所提策略

的适用性. 根据忆阻器的输入-输出动力学理论 [34],

当输入为周期性长时信号时, 忆阻器单元的输出响

应, 即状态变量  的动态演化, 也必须是周期性

的, 且在不同输入周期之间须保持一致.

x (t)

x (t)

x ∈ [0, 1]

x (t)

然而, 从图 1(a)可看出, 长时间输入激励下,

基于传统非解析模型 [35] 的状态变量  呈现出非

周期性的演化现象, 违反了忆阻器的输入-输出动

力学理论. 该现象是由构建非解析模型过程中采用

数值积分法引入的离散、截断和舍入误差引起的.

这些误差在每个输入周期内不断累积, 导致  偏

离其物理边界  , 最终造成仿真结果不正确.

具体而言, 当输入极性发生变化时, 非解析模型持

续对输入进行积分, 从而需要一个等值的积分量

(对电流输入而言, 该积分量为电荷), 以抵消极性

改变前所累积的积分量. 只有在每次抵消完成后,

 才会再次随着输入开始演变. 长时场景下, 上

述抵消效应对演化造成的负面影响更为明显.

x (t)

与之相反, 由于 HAM模型本身的解析特性,

其解不存在上述误差. 故如图 1(b)所示, 基于解

析 HAM模型得到的   呈现出理想的周期性演

化特征, 表明所提 HAM策略比传统非解析方法更

适合于长时演化下的忆阻器单元建模.

x (t)

值得注意的是: 1)不同于第 3节用于举例的

J窗函数, 图 1的实验采用了优化型 Prodromais

窗函数 [31,34], 基于该函数的 HP忆阻器解析建模流

程与 Joglekar窗函数下的 (12)式—(15)式完全一

致, 只是窗函数表达式不同而已, 从而也验证了本

策略对不同窗函数的扩展性; 2)在短时仿真且 

没有到达 1或者 0的前提下, 部分非解析模型 (如

HP模型 [1])的演化会呈现周期性特性. 但图 1的

仿真前提为更加苛刻的长时演化且状态变量演化

已到达 1, 故非解析模型并不适用, 这是因为非解

析模型所产生的各类数值误差会在长时间仿真下

不断累积 [28], 而忆阻网络的典型应用场景均为长

时 [20]; 3)同样是基于优化型 Prodromakis窗函数

的 HP忆阻器模型 [31], 但分别采用由本策略得出

的 HAM解析模型和 Prodromakis数值模型得到

的长时演化相比, HAM模型具有明显的周期性,

从而克服了优化型 Prodromakis模型由于各种数

值误差所产生的非周期性现象, 体现了该策略的价

值和意义所在. 

4.2    忆阻矩阵网络输出响应的长时演化
实验

本节采用大规模忆阻矩阵网络作为基准电路,

以验证所提 HAM建模策略在忆阻网络中的适用

性, 该网络已被广泛用于评估忆阻网络的收敛性 [20],

实验分为直流 (DC)和交流 (AC)输出响应. 此外,

还对基于 HAM与传统非解析方法的忆阻网络仿

真时间进行了定量对比和分析.

 

0 1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0

(a)

时间/(10 s)

非解析模型

→ 非周期性演化
状

态
变

量
 

(
)

→ 周期性演化

0 1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0

(b)

时间/(10 s)

HAM模型

Asin (ωt)
x (t)

f (x) =

[1−
(
x2 − x+ 1

)P
]/(1− 0.75P )

P = 7 x0 = 0.5, RON = 1 δ = 10

A = 1 ω = 0.1/ (2π)

图 1    输入电流   激励下 , HP Pt/TiO2/Pt忆阻器

单元的传统非解析和 HAM解析模型中各自状态变量  

的长时演化对比　(a)非解析 (数值积分)模型 [35]; (b)解析

的 HAM模型 . 两种模型采用相同的仿真配置 (Hspice仿

真)和器件参数 : 优化型 Prodromakis窗函数 [31,34] ( 

 ), 其中非线性控制参数

 ),    00 W,    (高低忆阻值之

比),    mA, 以及    rad/s

Asin (ωt)

f (x) =

[1−
(
x2 − x+ 1

)P
]/(1− 0.75P )

P = 7

x0 = 0.5, RON = 1 δ = 10

ω = 0.1/ (2π)

Fig. 1. Dynamic evolution  comparison  of  the  state   vari-

ables based on the traditional non-analytic[35] and the ana-

lytic  HAM  models  of  the  HP  Pt/TiO2/Pt memristor,   re-

spectively, under an input current    :  (a) Non-ana-

lytic (numeric integration) mode; (b) analytic 3-order HAM

model.  The  optimized  Prodromakis  window[31,34]  ( 

 ), where nonlinearity con-

trolling  parameter    )  and  the  device  parameters:

 00 W,      (the ratio  of  high   mem-

ristance  to  low resistance), A = 1  mA,  and   

rad/s, are used in the two models (Hspice simulation). 
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M ×N (M+

1)(N + 1) 2MN +M +N

M和N

a

如图 2所示,    忆阻矩阵网络含有  

 个电路节点,   个相同的忆

阻器单元,   分别表示网络中横向和纵向单元

的数目. 假设每个单元模型含有   个内部节点, 则

整个网络总节点数为 

(M + 1) (N + 1) + α (2MN +M +N)

= (1 + 2α)MN + (1 + α)MN + 1. (17)
 

4.2.1    适用于忆阻网络中忆阻器单元模型

的验证准则

M N M N

M = N = 100

20200 30000α+ 20001

由 (17)式可知, 该忆阻网络的复杂度可通过

设置  和  的取值来动态调节, 即  和  的取值

越大则网络总节点数越多, 网络越复杂, 从而越容

易产生收敛性问题. 如  时, 该网络具

有   个忆阻器单元和   个节点 .

面对如此复杂的非线性忆阻网络, 不易采用传统的

直接计算法对输出响应进行分析进而验证忆阻器

单元模型的适用性, 这是因为基于忆阻器的已有理

论无法直接计算出该网络的输出响应 [28].

为解决上述问题, 受忆阻器的闭合理论 [36](即

任何具有地端的忆阻系统, 可等效为一个严格遵循

忆阻器 fingerprints准则的“扩展型”忆阻器)启发,

并结合 Biolek等 [20] 的研究, 提出了一种改进的间

接法验证准则, 以对忆阻器网络中忆阻器单元模型

的适用性进行多方位验证, 具体如下:

t = 0

1)如果忆阻网络中所有忆阻器单元都相同

(包括相同的初始忆阻值), “in”输入端的电压或电

流、以及通过零时瞬态仿真 (  时)得到的整体

网络忆阻值 (此时网络已等效为一“扩展型”忆阻

器)可被验证, 具体方法为: 以传统线性电阻代替

所有忆阻器单元, 采用电路分析理论 (将在下文详

述)计算初始忆阻值, 然后对比理论计算和仿真实

验的结果;

2)根据忆阻器单元的定义及其物理特性, 当

输入信号为 0时, “in”输入端的电压或电流必须为

0, 即基于闭合理论, 当整个网络等效为一个“扩展

型”忆阻器后, 该忆阻器的 I-V 曲线须经过零点且

呈现出压缩迟滞环特征 [36];

x (t) ∈ [0, 1]

3)仿真过程中, 忆阻器单元和等效“扩展型”

忆阻器的所有状态变量必须时刻保证在合理的物

理边界内, 如 HP忆阻器单元中  .

如仿真结果违反上述准则, 表明网络中使用的

忆阻器单元模型存在确定的收敛性问题. 值得注意

的是, 该准则不仅适用于如图 2所示的忆阻矩阵网

络分析, 由于其源自忆阻器基本理论 [20,36,37], 理论

上可被用于其他具有不同架构的忆阻网络. 

4.2.2    实验验证

为计算“in”输入端与地之间的等效初始忆阻

值, 采用已被验证、可有效分析电阻网络的 Lattice

Green函数 [38], 作为准则 1)中的电路分析理论. 由

该函数计算所得的忆阻值为 

R (M,N) =
R0

π

(
ln
√

M2 +N2 + γ +
ln8
2

)
, (18)

R0

γ ≈ 0.5772

其中,    是忆阻矩阵网络中每个忆阻器单元的初

始忆阻值,   表示欧拉-马斯克若尼常数.

t = 0

μ ×R (50, 30)

t = 5

图 3是将 HAM解析模型嵌入到图 2忆阻矩

阵网络中的每个忆阻器单元后, 进行瞬态仿真得到

的“in”输入端电压 Vin 的长时演化过程, 其中各单

元均为 HP Pt/TiO2/Pt忆阻器. 可以看出,   

时得到的初始电压与依据 (18)式计算出的电压值

(即 250    A  )相同, 均为 7.5 V, 符合验

证准则 1), 从而验证了 HAM建模策略的精度, 及

其在 DC直流演化场景下的忆阻矩阵和大规模忆

阻网络中的适用性. 由图 3还可看出,     s后

Vin 演化趋于稳定, 符合忆阻器闭合理论 [37], 即在

直流输入下, 忆阻器的输出最终会演化到一个固定

值并持续保持稳定.

 



1

2

3



In

忆阻器单元

1 2 3

M ×N图  2      忆阻矩阵网络 . 电流或电压信号可作用于

网络的“in”输入端

M ×NFig. 2. A     memristive matrix network. The current

or voltage is inputted into the “in” terminal of the network. 
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图 4为“in”端输入正弦电流信号时, 采用 HP

Pt/TiO2/Pt忆阻器的 HAM解析模型作为基本单

元, 进行瞬态仿真得到的忆阻矩阵网络输入端电

压 Vin 的演化过程 (图 4(a))和相应的 I-V 迟滞环

(图 4(b)). 由图 4可见, 此时 I-V 迟滞环呈现压缩

形态, 且当输入电流为 0时, 对应的Vin 也为 0, 即 I-V

迟滞环过零点, 上述仿真结果符合验证方法 2). 另

外, 依据状态变量对输出 I-V 响应的影响特性 [37],

以及图 4(b)中 I-V 响应曲线在多个周期下所呈现

出的重叠 (即多周期的 I-V 曲线重合)迟滞特性可

知, 将矩阵网络等效为单个“扩展型”忆阻器后, 该

忆阻器的状态变量在多个周期内持续地振荡演化,

且演化均在其合理物理边界 (即 [0, 1])内, 满足验

证方法 3). 上述图 4的分析表明, 基于 HAM模型

的忆阻网络满足验证方法 2)和 3), 从而验证了HAM

建模策略对交流演化下的忆阻矩阵网络以及大规

模忆阻电路的适用性.

除适用性外, 通过对 HAM和传统非解析 (数

值积分)模型 Hspice仿真时间的比较, 还可验证

HAM建模策略相对于传统非解析方法的解析性和

收敛性优势. 由图 5可见, 在输入分别为 DC直流

(图 5(a))和 AC正弦 (图 5(b))输入且同等忆阻器

单元数目的情况下, HAM比传统非解析模型所用

的仿真时间更少, 因而其计算效率更高. 此外, 如

图 5中黑色虚线所示, 当直流和交流输入下忆阻器

单元数分别增加到 5.01 × 105 和 5.10 × 103 时, 基

于非解析模型的仿真会出现崩溃和数据溢出的现

象, 表明仿真失败; 相比而言, 由于 HAM策略的

解析性和收敛性优化, 基于 HAM模型的仿真均未

出现上述现象, 表明仿真成功. 需要注意的是, 除

了模型的解析性和收敛性之外, 仿真硬件平台的性

能也会影响上述运行时间 (例如, CPU的运行速度

会影响仿真时间, DRAM的容量会影响数据溢出

发生时忆阻器单元的数量), 尽管如此, 不同平台仿

真得到的演化趋势和分析结果仍与图 5相同. 

5   讨　论

本节对图 3—图 5的仿真结果进行深入讨论,

进一步分析所提 HAM解析建模策略相比传统非

解析建模方法所具有的收敛性优势, 并验证该策略

对其他忆阻网络 (基于不同类型的忆阻器单元)的

扩展性.
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图  3    250    A DC电流 Iin 输入下 , 忆阻矩阵网络中“ in”

输入端电压 Vin 的瞬态长时演化    ,   . 除采

用 Biolek窗函数 [30](  )、初始忆阻值   ,

 之外, 其余仿真参数均与图 1相同

μ
M = 50 N = 30

P = 2 R0 = 1

δ = 1000

Fig. 3. Transient  long-time  evolution  of  the  “ in”   terminal

voltage  (Vin)  of  the  matrix  network  under  a  250    A DC

current  input  (Iin).    ,    ,  and the  simulation

parameters are the same as those in Fig. 1 except the Bio-

lek window[30] (  ), initial memristance    6.6 kW,
and    are used. 
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图  4    输入幅度为 1 mA、频率为 1 Hz的 AC(正弦 )电流

时所对应的忆阻矩阵瞬态长时演化　(a) 忆阻矩阵网络中

“ in”输入端电压 Vin; (b) 相应的 I-V 曲线 (重叠压缩迟滞

环). 各仿真参数均与图 3相同

Fig. 4. Transient long-time evolutions of memristive matrix

network under a 1 mA, 1 Hz AC (Sinusoidal) current input:

(a)  “ in”   voltage Vin;  (b)  corresponding  I-V  curves  (com-

pressed hysteresis loops). The simulation parameters are the

same as those in Fig. 3. 
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5.1    忆阻器单元的长时演化

x (t)

x (t)

x (t)

产生图 1实验结果的内在原因为, 传统非解析

建模方法受硬件仿真平台的机器精度限制, 存在最

大有效仿真时间的问题 [39], 如超过该时间, 仿真会

有较大的累积误差. 这是因为, 数值积分等非解析

方法的有效性建立在仿真时间步长必须有下限的

基础上, 但由于机器精度的限制, 为了将累积误差

对状态变量  的影响约束在合理物理边界内, 不

得不在给定的仿真时间内限制步长, 因此步长下限

无法得到保证, 特别是对于长时演化仿真该问题会

愈加严重, 故由该类方法导出的非解析模型不适用

于忆阻器单元的长时演化仿真. 而 HAM建模策略

由于求解的  是以解析的同伦级数来表示, 其严

格解析从而没有步长下限的约束, 因此对  的仿

真时间不敏感, 可适用于长时演化的分析. 

5.2    忆阻矩阵网络的长时演化

M = N = 100

20200

30000α+ 20001

α ⩾ 1

x (t)

(1 + 2α)MN + (1+

α)MN + 1

x (t)

x (t)

α = 1 α

30401 α = 1 535401 α = 26

由 4.2节分析可知 , 当   时 , 图 2

所示的忆阻矩阵网络具有   个忆阻器单元和

 个节点. 传统的非解析忆阻器单元

模型一般至少包含一个内部节点 (即   )以及

一个内部积分器 (一个节点对应一个积分器)来模

拟  的动态演化 [28], 故基于该模型的忆阻网络含

有大量 (由 (17)式可知, 具体为 

 个)积分方程待求解, 而通过 HAM建

模策略求得的  如 (12)式所示为一闭合表达式,

因此基于 HAM的   无需解积分方程且其内部

节点只有一个 , 即   . 由于   的不同 , 导致以

Pt/TiO2/Pt忆阻器为基本单元 [1] 的忆阻网络, 其

基于 HAM和传统非解析模型的电路节点总数分

别为   个 (  )和   个 (  
[35]). 考

虑到上述差异的显著性, 可见基于 HAM模型的忆

阻网络需要求解的节点电压方程和支路电流方程

也大幅减少, 从而可提高仿真收敛性和节省仿真时

间 (如图 5所示为例). 

5.3    扩展性

图 1和图 3验证了所提 HAM建模策略对不

同窗函数的扩展性, 图 3和图 4验证了该策略对不

同输入 (即直流和交流 (正弦))的扩展性, 进一步

地, 为验证该策略对器件类型的扩展性以及相对于

非解析方法的扩展性优势, 将其应用于如表 1所列

的基于不同类型忆阻器单元所构建的矩阵网络仿

真, 这些忆阻器单元具有不同的器件结构、电极-开

关层材料和物理机理.

由表 1所列的仿真时长对比可看出:

1)相比传统非解析模型, 采用 HAM模型的各

忆阻网络仿真时间更少;

2)随着原始物理模型的复杂度 (即忆阻器单元

的物理机理和相应物理方程)从 Pt/Ta2O5/TaOx/

Pt增加到 Ag/TiO2/ITO, 忆阻网络的仿真时间也

相应增加, 且使用传统非解析模型的网络在某些情

况下会遇到仿真收敛问题 (即表 1中所示的“不收

敛”), 而采用 HAM模型的所有网络仿真均收敛;

3)由 1)和 2)可知, 所提 HAM建模策略可适

用于多种类型的忆阻器单元, 以及由这些忆阻器单

元构建的大规模忆阻网络.
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图 5    分别采用 HAM和传统非解析 [37](数值积分)模型进

行忆阻矩阵仿真 , 随着忆阻器单元数目的增加 , 仿真时间

的对比  (a)和 (b)分别表示 DC和 AC (正弦)电流输入下

的仿真时间. 此对比分析基于图 3(DC)和图 4(AC)所示 Vin
的动态演化

Fig. 5. Comparisons  of  running  time  between  simulations

using  the  HAM and  the  traditional  non-analytic  (numeric

integration)[35]  and  models  with  increasing  memristor  cells:

(a) and (b) show the time under the DC and AC (Sinusoid-

al) current inputs, respectively. The comparisons are adop-

ted to analyze the dynamic evolutions Vin as shown in Figs. 3

(DC) and 4 (AC). 
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值得注意的是, 忆阻器单元中状态变量的定义

取决于器件具体的器件结构、电极-开关层材料和

物理机理等. 除本文用于举例的 HP Pt/TiO2/Pt

忆阻器单元之外, 其他忆阻器单元的状态变量有导

电丝的长度、隧穿的势垒宽度等. 虽然不同类型的

忆阻器单元, 其定义具有一定差异性, 但所提 HAM

策略的建模步骤是类似的, 这是因为忆阻器单元的

状态方程通常是 NDE, 而该策略中使用的 HAM

对于求解各类 NDE具有极高的通用性 [24−27]. 

5.4    导致忆阻网络仿真不收敛的潜在原因

通过上文实验分析和讨论可知, 非解析型模型

在忆阻器单元和忆阻矩阵网络长时演化的仿真过

程中, 以及不同类型忆阻网络的仿真时间比较中,

皆存在收敛性问题, 而解析 HAM模型均未出现该

问题. 因此, 可得出合理的推论: 忆阻器单元模型

的非解析性是导致大规模忆阻网络仿真不收敛的

潜在原因之一. 

6   结　论

综上所述, 本文提出了一种新型的、适用于大

规模忆阻网络仿真的忆阻器单元 HAM建模策略,

基于其解析性和收敛性优化, 该策略具有以下优点:

1)保证了由原始物理模型导出的解析近似模

型的连续收敛性;

2)能够模拟忆阻器单元和忆阻网络的长时动

态演化;

3)对具有不同类型窗函数、输入和忆阻器单

元的大规模忆阻网络均具有灵活的扩展性.

基于此策略和所提忆阻器单元模型的验证准

则, 通过各对比实验, 揭示了大规模忆阻网络仿真

中不收敛现象的潜在原因之一是所用忆阻器单元

模型的非解析性. 该策略有望进一步用于忆阻器单

元和忆阻网络的长时性能分析和优化, 促进忆阻器

单元和忆阻网络在神经网络等新兴技术中的应用. 

附　录

利用所提 HAM建模策略, 可求出 Joglekar窗函数下

Pt/TiO2/Pt忆阻器单元 [1] 的三阶解析近似解为 (将器件和

输入参数 [1] 代入 (12)式后得出) 

x3 (t) = 0.411640997− 0.350360786 cos t

+ 0.0385380461 cos(2t)

+ 0.000181742923 cos(3t). (A1)

随后, 基于 (A1)式以及原始物理模型中的端口方程 [1]
 

RM (t, x) = RON [x (t) + δ (1− x (t))] , (A2)

δ x (t) x (t)

R3
M (t)

其中  是高 (  =0)低 (  =1)忆阻值之比, 可得相应

忆阻值  的三阶解析近似解为
 

R3
M (t) = 94178.604466 + 56022.689811 cos t

− 6162.2335846 cos(2t)

− 29.060693417 cos(3t). (A3)
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表 1    直流演化场景下, 基于不同类型忆阻器单元的忆阻网络仿真时长比较
Table 1.    Running time comparisons of the DC evolution for memristive networks with different types of memristor cells.

M = N
Pt/Ta2O5/TaOx/Pt忆阻器单元[40] Pd/WO3/W忆阻器单元[41] Ag/TiO2/ITO忆阻器单元[42]

传统非解析模型/s HAM模型/s 传统非解析模型/s HAM模型/s 传统非解析模型/s HAM模型/s

10 0.30 0.01 0.53 0.02 1.12 0.10

50 49 4 71 6 不收敛 7

100 173 12 不收敛 15 不收敛 20
*注: 忆阻网络的仿真设置与图3和图5(a)相同. 由于该表主要目的为通过仿真时长对比来验证HAM模型相对于非解析模型的扩展性
优势, 且上述忆阻器硬件无法商业获取, 该表并未列出基于上述忆阻器网络的硬件运行时间, 也从应用的角度体现了模型和建模策
略的重要性.
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Abstract

Memristive networks are large-scale non-linear circuits based on memristor cells,  playing a crucial  role in

developing  the  emerging  researches  such  as  next-generation  artificial  intelligence,  bioelectronics,  and  high-

performance  memory.  The  performance  of  memristive  networks  is  greatly  affected  by  the  memristor  model

describing physical and electrical characteristics of a memristor cell. However, existing models are mainly non-

analytic and, accordingly, may have convergence issues in their applications in memristive networks’ analyses.

Therefore, aiming at improving convergence of memristive networks, we propose an analytic modeling strategy

for  memristor  based  on  homotopy  analysis  method  (HAM).  In  this  strategy,  the  HAM is  used  to  obtain  an

analytic  memristor  model  through  solving  the  state  equations  of  memristors  in  original  physical  model.

Specifically,  the  HAM  is  used  to  solve  the  analytic  approximate  solution  of  the  core  parameter  of

memristor—state variable, from the state equations, in the form of analytic homotopy series. Then the analytic

approximate  model  of  memristor  is  obtained  by  using  the  solved  state  variables.  The  characteristics  of  the

proposed  strategy  are  as  follows.  1)  Its  solution  has  a  closed-form expression,  i.e.  an  explicit  function,  2)  its

approximation  error  is  optimized,  thereby  realizing  the  convergence  optimization.  Moreover,  according  to  the

characteristics  of  memristive  networks,  we  introduce  an  analysis  criterion  for  memristor  model  applicable  to

memristive  networks.  Through  the  long-time  evolution  experiments  of  a  memristor  cell  and  a  benchmark

memristive  matrix  network  with  different  inputs,  and  the  comparisons  with  the  traditional  non-analytic

(numeric)  method,  we  verify  the  analyticity  and  convergence  superiority  of  the  modeling  strategy.  Besides,

based on this strategy and the comparison experiments, we reveal that one of the underlying reasons for non-

convergence  in  the  large-scale  memristive  network  simulation  possesses  the  non-analyticity  of  the  used

memristor  model.  The  strategy  can  be  further  used  for  analyzing  the  performances  of  a  memristor  cell  and

memristive networks in long-time. It also has potential applications in emerging technologies.
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