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胶体聚合物弹性模量的微观理论: 键长的效应*

张博凯†

(浙江理工大学物理系, 杭州　310018)

(2021 年 1 月 19日收到; 2021 年 2 月 20日收到修改稿)

使用模耦合理论, 并结合非线性朗之万方程理论中的动力学自由能、局域尺寸和玻璃化转变点的概念,

研究胶体聚合物的弹性问题. 以微观的静态结构为基础, 在理论上推导出剪切弹性模量的显式表达. 该表达

式包含了单链结构因子、链间单体的静态结构与动力学局域尺寸. 首先报道了键长的增加对过冷液体转变体

积分数有降低作用. 之后, 将胶体链的静态结构作为输入函数, 基于键长对局域尺寸的关系, 重点探索了键长

对剪切弹性模量和体积弹性模量的影响. 研究发现: 当使用过冷深度作为自变量时, 同一键长的链的局域尺

寸和体积弹性模量能被一条普适曲线刻画, 而剪切弹性模量则不能塌缩到一条普适曲线上. 基于零波矢静态

结构因子的普适曲线, 我们猜想这来自于键长对长波矢静态结构的影响. 该工作为日后对聚合物材料的弹性

性质的调控提供了理论指导.

关键词：胶体聚合物, 弹性模量, 非线性朗之万方程, 聚合物玻璃
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1   引　言

玻璃材料弹性性质的刻画是凝聚态物理、统计

物理和材料物理中广泛关注的问题 [1−3]. 从结构上

看, 玻璃材料保持着无序的类似液体的静态结构,

但在动力学和流变学上却展现出固体特有的性质,

如发散的弛豫时间和非零的弹性模量 [4]. 建立一个

基于系统微观的静态结构, 预测宏观慢动力学和流

变学性质的理论框架是玻璃物理中长期的理论难

点. 在实际应用中, 从微观上理解材料相关的参数

对宏观的动力学和力学性质的影响, 能为玻璃的化

学合成和工业运用提供定性定量的指导.

本文关注高密度下胶体聚合物体系弹性模量

的理论预测. 2010年以来, 国内外很多研究组在实

验上将胶体粒子作为基本单元, 用以合成链状的胶

体聚合物分子 [5−7]. 近年来, 胶体聚合物因兼具聚

合物链连接性和胶体单元的可视性, 而成为了探测

和理解聚合物玻璃的重要材料. 具体表现在: 1) 胶

体粒子的尺寸分布为 10 nm—0 µm, 这使得它们

更容易被光学显微镜观测到 [8]; 2) 相对于分子聚合

物玻璃, 胶体聚合物的链段单元是清晰的, 即每一

个胶体粒子单元就是一个链段; 3) 胶体聚合物材

料能方便地控制分子的微观参数 (链长、键长和结

构单元的形状), 使其成为研究聚合物玻璃性质的

理想模型.

模耦合理论是刻画液体玻璃化转变中普遍而

有效的微观理论 [9,10]. 其主要的思想是利用投影算

子技术将与玻璃动力学无关的快变量预先积分掉,

得到一个关于慢变量的动力学方程. 该方程能够预

测外部参数变化后各态历经-非各态历经转变, 但

其并不能处理玻璃化转变点以下的动力学. 为此,

Schweizer和 Saltzman[11,12] 提出了非线性朗之万

方程理论, 该理论结合液体的密度泛函理论推广了
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模耦合理论, 使其能够处理深过冷态下粒子的激发

跳跃过程. 这一理论进展使得微观上研究玻璃材料

的弛豫和流变学性质成为可能 [13−15]. 在上述的微

观理论中, 主要包含两个部分内容: 1) 使用积分方

程理论计算系统的静态结构; 2) 将静态结构代入

动力学方程中预测其动力学和流变性质.

在胶体聚合物中, 用于预测静态结构的积分方

程理论主要是高分子参考作用点模型 (polymer

reference  interaction  site  model,  PRISM)[16].

PRISM积分方程理论能够计算实空间和傅里叶空

间的静态结构, 并在定性和定量上与散射实验很好

的符合. 最近, PRISM理论框架被推广应用于诸

多聚合物体系, 如高斯链模型 [17,18]、聚合物-纳米粒

子复合物 [19,20] 和环状聚合物 [21,22]. 结构信息的研

究联系着系统的黏弹性行为、热力学、微观有效相

互作用以及宏观相行为 [23−25].

α

动力学方面, 微观的非线性朗之万方程理论用

于计算过冷液体中示踪粒子的慢动力学性质 [11,26].

该理论引入动力学自由能的概念, 预测了玻璃化转

变点、  弛豫时间和局域尺寸. 近年来, 该理论被成

功地推广并在诸多体系取得了长足的发展, 刻画了

如聚合物纳米复合物 [27]、环形聚合物 [21] 以及胶体

聚合物 [28] 在过冷区域内的各种慢动力学行为.

α

ϕc − ϕ

在我们以前的工作中, 将胶体聚合物建模成离

散的蠕虫链模型 [29]. 该模型包含了胶体聚合物的

体积分数、链长、键长以及链内局部弯曲能. 该模

型使得我们可以研究胶体聚合物键长对系统相

关慢动力学量的影响, 如  弛豫、势垒高度和局域

尺寸 [28]. 我们发现了键长对相关动力学量的独

特作用: 对于同一键长的胶体聚合物体系, 如果使

用过冷深度  作为自变量, 上述慢动力学量能

塌缩到同一普适曲线上, 而不依赖于链长和局部弯

曲能.

本文将关注高密度状态下胶体聚合物的弹性,

重点关注键长在胶体聚合物的弹性影响因素中的

角色 . 基于剪切弹性模量微观的 Green-Kubo关

系, 利用模耦合理论推导了胶体聚合物系统的剪切

弹性模量的表达式. 该表达式依赖于系统的静态结

构因子及单个胶体粒子的局域尺寸. 基于静态结构

分析, 研究了不同键长、不同弯曲能下系统的剪切

弹性模量. 最后也报道了相关链参数对体积弹性模

量的影响. 重点探讨了剪切和体积弹性模量-体积

分数曲线在不同键长下的行为. 

2   结构与动力学计算方法
 

2.1    PRISM 理论

a b

ĥab ω̂ab Ĉab

首先, PRISM理论将聚合物中的单体假设为

一系列位点所组成的系统 [16]. 如图 1所示的聚合

物系统, 系统静态的结构由两个单体  和  的总关

联函数  、单链结构因子  和直接关联函数 

刻画. 它们之间的关系由 Ornstein-Zernike方程描

述 [30]: 

ĥab(k)=

N∑
cd

ω̂ac(k)Ĉcd(k)
[
ω̂db(k)+ρĥdb(k)/N

]
. (1)

ρ N

ω̂ab

ĥab Ĉab

ĥab Ĉab

这里  是单体的数密度,   是一个聚合物分子中单

体的数目, N 是波矢, 角标代表系统中聚合物单体

的编号. (1)式右边第一项代表链内相互作用与链

间直接相互作用耦合的贡献, 第二项代表其他单体

作为中间介导物而产生的间接多体关联. 针对不

同的聚合物模型 (如高斯线模型、自由连接链模

型和蠕虫链模型), 链内的关联函数   是已知的.

将其作为已知的输入函数, 要求解 (1)式, 则需要

额外的联系着   和   的封闭近似方程, 即可迭

代求解聚合物系统的静态结构   和   . 本文中

假设胶体聚合物单体间的相互作用是硬球排斥势,

所以采用经典的 Percus-Yevick封闭, 其在实空间

表达为 

C (r) =
(
e−U(r) − 1

)
(1 + h (r) + C (r)) . (2)

U (r)

C (r) h (r)

这里   为系统中两个单体直接的相互作用势,

 代表单体间直接关联函数, 而   是单体间

总的多体关联函数. 

 













图 1    胶体聚合物模型的示意图, 包含了模型中 3个连续

单体 (蓝球)和关键的尺度 (半径和键长)与键角

σ

θ l

Fig. 1. Schematic of colloidal polymers. Blue spheres repres-

ent  three  consecutive  monomers  with  diameter    ,  bond

angle    and bond length   . 
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2.2    胶体聚合物模型

a b

我们采用离散的蠕虫链模型对胶体聚合物进

行建模 [29]. 该模型包含了单体之间的体积排斥作

用、链的连接性以及链内局部的刚性. 在实空间中,

该模型将同一条链中两个单体  和  的分布函数表

示为 

ωab(r)=
1

8π3/2ABr

[
e−(r−B)2/(4A2)−e−(r+B)2/(4A2)

]
.

(3)

r ⟨
r2ab
⟩ ⟨

r4ab
⟩

l ⟨cosθ⟩
⟨
cos2θ

⟩
⟨·⟩

这里   是两个单体直接的距离, 系数 A 和 B 是单

体分布矩  和  的函数. 这些分布矩依赖于

键长   ,    和   . 其中   代表在链内局部

弯曲能下对不同角度分布的平均, 

⟨cosθ⟩ =

∫ π

θ0

e−
ε(1+cosθ)

kBT cosθsinθdθ∫ π

θ0

e−
ε(1+cosθ)

kBT sinθdθ
, (4)

 

⟨
cos2θ

⟩
=

∫ π

θ0

e−
ε(1+cosθ)

kBT cos2θsinθdθ∫ π

θ0

e−
ε(1+cosθ)

kBT sinθdθ
. (5)

cosθ0 = 1− σ2/l2 σ

ω (r) = N−1
∑N

a,b=1ωab (r)

N = 10

由于排斥体积相互作用,    ,     是

每个单体的直径. 推导的细节和具体的表达式见文

献 [29]. 通过   , 得到了平

均后的实空间单链关联函数. 在本文中, 主要报道

 的数据. 

2.3    非线性朗之万方程理论和弹性模量的
微观表达

rs (t)

非线性朗之万方程理论刻画每个单体在周围

粒子形成的笼效应的短时局域运动和长时激发跳

跃过程. 对每个示踪粒子, 其时间相关的位移  ,

满足非线性朗之万方程: 

ξs
∂rs (t)

∂t
= −∂Feff (r)

∂rs (t)
+ δfs (t) , (6)

ξs δfs (t)

Feff

其中   是溶液的摩擦系数,    是高斯白噪声.

对于聚合物体系, 考虑其内部的连接性和链内关

联, 推导出动力学自由能  的表达式为 [28]
 

βFeff = − 3ln (rs)−
∫

dk
(2π)3

ρĈ2 (k) ω̂ (k) Ŝ (k)

1 + Ŝ−1 (k)

× exp
[
−k2r2s

6

(
1 + Ŝ−1 (k)

)]
. (7)

β = 1/kBT

rs

rloc

这里忽略了链内的直接关联,    . 动力学

自由能预测了玻璃化转变的局域尺寸和激发势垒

高度. 在外部参数 (体积分数、温度)变化下, 液体

对应动力学自由能随着示踪粒子位置  单调下降,

而过冷液体对应着自由能曲线开始出现极小值, 理

论上定义此为过冷液体转变点, 极小值对应的示踪

粒子的位置是局域尺寸  . 随着过冷程度的加深,

势垒高度越深, 相应的局域位置越小.

G′ (t) = ρβ
∑

ij

⟨
σs
i (t) · σs

j (0)
⟩

σs
i i

⟨·⟩

弹性剪切模量可由 Green-Kubo公式表达 :

 . 这里   是粒子   的

微观剪切应力. 遵循以往在二维胶体材料中的推导

步骤 [31], 我们使用模耦合理论计算  . 对于链状分

子, 在长时极限下的剪切弹性模量最终被推导为 

G′ =
kBT

60π2

∫ ∞

0

dkk4

 1

Ŝ (k)

d
(
Ŝ (k)− ω̂ (k)

)
dk

2

× exp

(
− k2r2loc
3Ŝ (k)

)
.

(8)

ω̂在链状分子中,   的减去预示分子内部的应力对整

个弹性模量是不重要的. 根据上述表达式, 剪切弹

性模量依赖于相关玻璃材料的静态结构的信息和

局域尺寸.

KB = ρ(∂P/∂ρ)T

对于体积弹性模量, 其联系着系统整体的热力

学量, 定义为   . 在液体理论中, 此

物理量联系着系统长波长的密度涨落, 表达为 [30]
 

KB = kBT
( ρ

N
− ρ2Ĉ (0)

)
. (9)

σ

kBT kBT/σ
−3

在本文中, 长度单位取为单体的直径  , 弯曲能的

单位为  , 弹性模量的单位为  .
 

3   计算结果与讨论

ω (k)

ω (k)

k → 0 k → +∞

k < 1

k = 1—10

首先, 研究了离散的蠕虫链的单链结构因子

 , 重点关注键长在不同波矢下对单链结构因

子的影响. 如图 2(a)所示, 单链结构因子   在

波矢   趋近于链的单体数目 N, 在  

时, 振荡衰减到 0. 数据显示: 在不同键长下, 在

 区域内, 单链结构因子几乎没有差别. 在中间

波矢区域, 即  , 不同键长的单链结构因子

开始展现出差异. 具体地, 键长越大, 在此区域内,

归一化的单链结构因子具有更大的数值. 更定量

地, 在这个区域, 本文计算结果展示单链结构因子
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ω (k) ∼ k−µ µ ≈ 2

µ

µ = 1 µ = 3

µ = 2

满足幂律衰减  且  , 这个衰减指数

不依赖于键长. 以往的模拟和理论都揭示了衰减

指数   反映了不同的拓扑结构的分子, 如硬棒分

子 (  )、环性聚合物 (  )和线性柔性分子

(  )[32].

g (r) r ≈

1.25σ—1.3σ

图 2(b)进一步展示了不同键长下单体分布的

径向分布函数   , 可以看出, 键长主要影响  

 区域内, 这个位置对应了径向分布函

数极小的位置, 即单体第一壳层的位置. 因此, 理

论计算猜想键长对于结构的影响主要在第一壳层

粒子的分布, 该分布对应着示踪粒子的临近粒子的

分布, 从而改变了由周围粒子形成的笼效应.

ϕc ε

ϕc-l

将上述计算的静态结构代入动力学自由能

(7)式, 关注键长对于过冷液体转变的临界体积分

数   的影响. 图 3展示了在不同链内弯曲能   下,

 的关系: 临界体积分数随着键长增加而单调的

l ⩾ 1.5σ

ϕc

ε = 0—1.0

ϕc ≈ 0.43—0.422

ϕHS
c = 0.432 l ⩾ 1.5σ

ε = 0 ϕHS
c

下降, 并在   处趋于饱和. 这意味着键长增

加使得系统的玻璃化转变更容易了.   饱和的位置

弱依赖于链内弯曲能. 当弯曲能由   时,

 . 图 3中虚线显示出硬球的临界转

变体积分数   . 在   时, 柔性的胶

体聚合物 (  )的转变点更接近于  .

ϕ− ϕc

rloc ∼ e−α(ϕ−ϕc)

α α = 20.056—13.247

α = 14.658

在 (8)式中, 剪切弹性模量依赖于局域尺寸和

静态结构, 因此首先报道键长对局域尺寸的影响.

在以往的工作中 [28], 我们已经发现: 只要将过冷深

度  作为自变量, 局域尺寸和动力学自由能势

垒均能坍缩到一条普适的曲线上, 而并不依赖于链

的单体数目和链内的弯曲自由能. 如图 4(a)所示,

展示了 3个不同键长下 3个不同链内弯曲能的

局域尺寸的数据. 局域尺寸随着过冷深度而单调

下降, 并在大的过冷深度参数下, 满足指数衰减

 . 随着键长的增加, 这个指数上系

数   的变化范围为   , 在大的键

长下, 接近于硬球的结果   (图 4(a)中的

绿色实线).

G′ ≈ 20 G′ ≈ 3000

G′ ∼ eβ(ϕ−ϕc) l = 1.1 ε = 0

G′∼e27.027(ϕ−ϕc) l = 1.7

G′∼e25.707(ϕ−ϕc) G′∼e26.581(ϕ−ϕc)

β

将得到的局域尺寸和静态结构代入 (8)式中,

计算了不同过冷深度的剪切弹性模量. 如图 4(b)

所示, 发现剪切弹性模量随着过冷深度的增加而迅

速增加, 从  到  , 增加了大约两个数

量级. 并且在大的过冷深度下, 以指数的形式增加,

 . 当  时, 柔性聚合物 (  )在

大的过冷深度下满足  , 而  时,

 . 对于硬球系统,   ,

发现其指数   变化不大. 但与局域尺寸不同的是,

虽然对于同一个键长, 不同的链内弯曲能的剪切弹
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图  2    静态结构　(a) 在不同键长下的单链结构因子 , 虚

点线显示在中级波矢范围满足幂律衰减   ; (b) 不同

键长下的径向分布函数

∼k−2

Fig. 2. Static  Structure  functions:  (a)  Intrachain  structure

factor for different bond lengths (dashed-dotted line shows a

power law decay    at intermediate wavevector); (b) the

radial distribution functions for different bond lengths. 
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图 3    不同链内弯曲能下, 玻璃化转变体积分数随着链长

的变化

Fig. 3. Crossover  volume  fraction  as  a  function  of  bond

length for different bending energies. 
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性模量数据更接近, 但是我们的理论揭示: 它们并

不能坍缩到一条普适的指数增长曲线上.

KB ≈ 20—200

l = 1.7σ KB ∼ e13.821(ϕ−ϕc)

KB ∼ e13.768(ϕ−ϕc)

我们转而研究体积弹性模量. 将长波长的直接

关联函数代入 (9)式进行计算, 图 5(a)显示了不同

键长下不同的链内弯曲能对胶体聚合物系统的体

积弹性模量的影响. 研究发现体积弹性模量随着过

冷深度迅速地增加,   , 约一个数量级.

在本文理论研究的整个范围内, 体积弹性模量的数

据都展示出其随着过冷深度而发生指数增长的趋

势, 在长键长下 (  ),   , 接近

于硬球的体积弹性模量的行为:   .

有趣的是, 和局域尺寸一样, 体积弹性模量-过冷深

度曲线也展现出独特的键长依赖关系: 同一键长而

KB(ϕ− ϕc)不同链内弯曲能的   曲线坍缩到一条普

适的指数增长曲线.

Ŝ (k → 0)

Ŝ (k → 0)

为解释本文发现的键长对于体积弹性模量的

普适曲线的调控行为, 我们猜想这主要来自于键长

对静态结构因子中零波矢 (  )附近行为的

调控. 在液体理论中, 零波矢 (长波长)的密度涨落

直接联系这系统的宏观热力学变量, 进而影响系统

的体积弹性模量. 为此, 图 5(b)展示了零波矢结构

因子和过冷深度之间的关系. 有趣的是, 对于同一

个键长, 无论其内部弯曲能如何,   始终能

够塌缩到同一条普适曲线上. 这一发现说明了弹性

模量的普适曲线实际上是来自于零波矢结构因子

的普适曲线.
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图 4    (a) 不同链内弯曲能和键长的局域尺寸随着玻璃化深度的变化, 绿线是硬球液体的局域尺寸; (b) 不同链内弯曲能和键长

的剪切弹性模量随着玻璃化深度   的变化, 绿线是硬球的数据

ϕ− ϕc

ϕ− ϕc

Fig. 4. (a) Localization length as a function of    for different bending energies and bond lengths. Green line represents localiz-

ation length for  hard sphere  liquids.  (b)  shear  modulus  as  a  function of      for  different  bending energies  and bond lengths.

Green line represents shear modulus for hard sphere liquids. 
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图 5    (a) 不同链内弯曲能和键长下 , 体积弹性模量随着玻璃化转变深度的变化 . 绿色线代表硬球液体的体积弹性模量 . (a)和

(b)的图例是一致的. (b) 不同链内弯曲能和键长下, 静态结构因子的零波矢数值随着玻璃化转变深度的变化.

ϕ− ϕcFig. 5. (a) Bulk modulus as a function of    for different bending energies and bond lengths. Green line represents bulk modu-

lus for hard sphere liquid. The legend is the same as in panel (b). (b) Static structure factor at zero wavevector for different bend-

ing energies and bond lengths. Green line represents corresponding data for hard sphere liquid. 
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4   总结与讨论

G′ (ϕ− ϕc)

G′ (ϕ− ϕc)

本文利用模耦合理论中的投影算子技术, 在胶

体聚合物静态结构和局域尺寸的基础上, 在过冷液

体动力学自由能的概念下, 结合过冷液体激发跳跃

的物理图像, 推导了弹性剪切模量的显式表达. 在

胶体聚合物体系中, 利用此理论探索键长在弹性模

量影响因素中的特殊角色. 在计算结果中, 首先关

注了键长在静态结构上的影响, 进而发现调节键长

会使得系统更容易玻璃化转变, 即过冷液体临界转

变体积分数降低. 随后发现了剪切弹性模量随着过

冷深度参数的指数增长行为 , 但对于同一键长 ,

 曲线并没有坍缩到一条普适曲线上, 而

体积弹性模量—只依赖于零波矢附近的静态结

构, 则展现出了相应的普适曲线. 零波矢静态结构

因子展现出的普适行为使得我们猜想: 弹性模量的

普适曲线实际上是来自于键长对特定波矢的结构

因子的普适性. 在剪切弹性模量的表达式 (8)中,

其具体数值来自于对整个波矢空间中静态结构函

数的积分. 因此,    曲线对于普适曲线的

偏离是来自于键长对长波矢的结构因子的影响. 在

将来的研究中, 本工作可以推广到有外加剪切形变

和蠕动的情形, 从而更清晰地理解键长对胶体聚合

物流变学的作用.
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Abstract

Colloidal  polymers  have  attracted  increasing  attention  in  condensed  physics,  statistical  mechanics  and

polymer  science  and engineering  due  to  their  advances  in  synthesis  and visualization.  Many useful  properties

and  applications  of  colloidal  polymers  make  them  an  ideal  model  to  explore  fundamental  problems  in  slow

dynamics and rheology of chain-like molecules in supercooled regime. With temperature decreasing or density

rapidly increasing, amorphous materials often exhibit nonzero shear moduli. In this article, we are to investigate

the  nonzero  shear  modulus  and  bulk  modulus  of  colloidal  polymer  in  supercooled  regime  based  on  recent

microscopic theoretical development. At the segmental-scale level, an analytical derivation for elastic modulus of

colloidal polymer is constructed based on the standard approximation in naïve mode-coupling theory (NMCT).

In  the  framework  of  nonlinear  Langevin  equation  theory  (NLET),  the  derivation  combines  the  concept  of

dynamic  free  energy,  localization  and  NMCT  crossover  volume  fraction.  Taking  the  chain  connectivity  into

account,  an  explicit  expression  for  shear  modulus  including  intrachain  structure  factor,  interchain  correlation

and  localized  length  is  formulated.  Bulk  modulus  can  be  obtained  by  relating  it  to  long  wavelength  part  of

static structure factor. Firstly, our calculation for discrete wormlike chain shows that intrachain structure factor

has a power law decay at intermediate wavevector which is similar to flexible linear chain. Secondly, we find

that  colloidal  polymer  with  long  bond  length  has  a  lower  NMCT  crossover  volume  fraction.  Furthermore,

inputting  the  localized  length,  long  wavelength  density  fluctuation  and  static  intrachain  and  interchain

structures  into  the  theoretical  expression,  the  effect  of  bond  length  on  shear  modulus  and  bulk  modulus  are

investigated. Interestingly, we find the bond length plays a critical and unique role in localized length and bulk

modulus. For instance, when the supercooling degree is used as an independent variable, the local length and

bulk elastic modulus of the chain with the same bond length can be collapsed onto a universal curve, which is

independent of chain length and local bending energy. However, in the aspect of shear modulus, the bond length

is not a unique quantity and the above universal curve cannot be found. The shear modulus depends on other

parameters of chain, such as chain length and rigidity. According to the universal behavior of zero-wavevector

static structure factor versus bond length, we guess that the nonuniversal curve of shear modulus is due to the

bond length effect on long wavevector static structure factor.  This work provides a theoretical  foundation for

controlling various properties of chain-like supercooled materials in the future.
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