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对多粒子耦合系统而言, 环境涨落对各粒子的作用在实际情况中往往是互异的, 为此, 本文研究不同频

率涨落驱动下全局耦合过阻尼谐振子系统中的集体动力学行为, 包括稳定、同步和随机共振. 通过随机平均

法推导得出粒子行为的统计同步性, 进而得到了系统平均场与单粒子行为在统计意义下的等价性. 并且, 利

用该同步性进一步求解得到了输出幅值增益和系统稳定的充要条件. 前者为分析系统随机共振行为奠定了

理论基础, 后者给出了本文所得结论的适应范围. 仿真表明, 耦合强度   的增加或系统规模 N 的增大会带来

两方面的影响: 首先, 稳定区域逐渐增大, 同步时间逐渐缩短; 其次, 系统的有序性增强, 需要更大的噪声强度

提供更强的随机性来与之实现最优匹配, 从而关于噪声强度   的随机共振峰逐渐右移, 反之亦然.
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1   引　言

噪声在自然和工程系统中无处不在, 而受噪声

影响的复杂系统 [1] 的集体动力学行为一直是非线

性科学的研究重点. 稳定性作为系统的一个基本结

构特性 , 一直是随机系统研究所关心的基本问

题 [2,3]. 例如, 在天气预报中, 预报的质量就取决于

系统模型的稳定性, 即在一段时间后的天气状况对

初始观测数据扰动的依赖 [4]. 在飞行器控制系统的

设计中, 系统的稳定性则对飞行器的安全性与可操

控程度有至关重要的影响 [5].

同步作为复杂系统集体行为的一种最基本的

表现形式广泛存在于如钟摆、乐器、生物系统、神

经等各种自然科学与工程系统中 [6,7]. 作为一种集

体行为, 同步会对系统产生重要的影响 [8]. 例如, 鱼

群鸟群的同步行为可减少个体被捕食的概率, 电网

中电机的同步可以大大提高输电效率; 而另一方

面, 过桥时人群的同步踩踏会使桥面产生共振断

裂, 大脑神经元突发性异常同步发电会导致癫痫发

作. 因此, 对复杂系统的同步进行理论分析以掌握

其机制往往具有重要意义.

随机共振由于表现出噪声与非线性系统中

微弱周期信号的协作现象而受到广泛深入的研

究 [9−11]. 这一现象表明, 一定强度的噪声可以放大

系统对微弱周期信号的响应幅值 [12,13]. 广义上讲,

随机共振指的是某些系统响应函数 (如矩、信噪

比、幅值增益等)随系统的某些特征参数 (如周期

信号的频率、噪声强度、相关率等)非单调变化的现

象 [14]. 随机共振产生的条件为: 系统的非线性性,
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微弱周期信号与噪声. 因此, 早期关于随机共振的

研究主要集中在受加性白噪声驱动的非线性系统

中 [15−23]. 由于大部分非线性模型难以解析求解, 对

其共振机理的分析往往难以深入, 从而使得随机共

振在物理、生物、工程等领域的应用具有较大局限.

近期研究成果表明, 在乘性噪声驱动下的线性系统

也会出现随机共振现象 [14,24−34]. 并且, 这类线性系

统通常可以理论求解, 这便为共振机理研究的深入

与随机共振应用的推广提供了有利条件.

频率涨落通常由系统外噪声引起. 关于频率涨

落谐振子的动力学行为的研究, 从Chandrasekhar[35]

的研究开始, 一直受到广泛的关注. Berdichevsky

和 Gitterman[34] 最先给出如下受双态噪声驱动的

过阻尼系统的解析解并分析了该系统的随机共振

现象: 

dx(t)
dt

= −(ω + ξ(t))x(t) +A0 cos(Ωt). (1)

由于方程 (1)在波动障碍穿越 [36]、酶动力学 [37] 及

核磁共振 [38] 等化学、生物、物理多个领域存在应

用, 所以关于这类模型的研究具有较高的理论和应

用价值. 文献 [25, 39]将方程 (1)中的双态噪声改

为非对称双态噪声, 对新的模型进行解析求解, 分

析了模型的随机共振现象. 并且以一阶线性电路系

统为例给出了该模型在新的物理场景中的应用.

以上关于随机共振的研究主要集中在非耦合

系统中. 最近, 随着复杂网络的兴起, 耦合系统中

随机共振的研究正受到越来越多的关注. 研究表

明, 耦合系统中不仅会产生随机共振现象而且耦合

关系还会丰富系统的共振行为 [19−23,28,40,41]. Pikovsky

等 [22] 发现不同类型的耦合随机系统中都存在系统

规模共振. Li[28] 研究发现, 在合适的参数下, 调整

局部耦合系统中的耦合强度与粒子个数, 既能加强

也可以削弱随机共振的强度. Yu等 [41] 在对双耦合

谐振子共振行为的研究中发现, 调整耦合强度不仅

可以增强随机共振, 还能改变系统的共振形式. 特

别地, Yang等 [3] 将模型 (1)推广为 N 粒子全局耦

合模型, 通过理论推导及仿真分析了 N 个粒子的

集体动力学行为. 但在该推广模型中, 系统中各粒

子的频率涨落被建模为全同噪声. 而在实际环境

中, 环境涨落在同一时刻对不同粒子的影响应该是

有所差异的. 因此, 将各粒子的频率涨落建模为独

立同分布的乘性噪声更能反映随机耦合系统的真

实动力学行为.

鉴于上述分析, 本文研究受不同频率涨落驱动

的全局耦合系统的集体动力学行为. 其中, 频率涨

落建模为独立同分布的乘性对称双态噪声. 这样建

模主要是基于双态噪声在理论研究和工程应用中

的普适性考虑. 一方面, 双态噪声有界且形式简单

易于实现, 常被应用于各种物理和生物系统中 [42−44].

另一方面, 在极限条件下, 双态噪声可转化为高斯

白噪声和白散粒噪声. 这使得双态噪声具有一定的

理论研究价值 [45]. 更重要的是, 受乘性双态噪声影

响的线性模型通常可以精确求解, 便于进行分析

研究. 在此基础上, 本文通过随机平均法推导出系

统各粒子的同步性. 并根据同步性求出系统输出幅

值增益 G 的表达式及稳定的充要条件. 最后通过

数值仿真分析了系统稳定、同步及随机共振等集体

行为. 

2   模　型

本文研究受乘性双态噪声和余弦信号共同作

用的 N 粒子全局耦合过阻尼系统, 该系统所满足

的微分方程如下: 

dxi(t)
dt

+ (ω + ξi(t))xi(t)

=ε

N∑
n=1

(xn(t)− xi(t)) +A0 cos(Ωt),

i = 1, 2, · · · , N, (2)

xi(t)

ε
∑N

n=1
(xn(t)− xi(t)) ε ⩾ 0

A0 cos(Ωt)

ω ⩾ 0

ξi(t)

±σ

其中  为第 i 个粒子在 t 时刻的位移, N 为系统

规模,    为全局耦合项,   

为耦合强度. 系统的全局耦合性体现在系统中的每

个粒子都与其他粒子直接相连.   为外部

周期驱动力,    表示系统的固有频率. 该频率

的涨落被建模为对称双态噪声  . 该噪声为一个

双态Markov过程, 在  中随机取值, 其均值和相

关函数分别为 

⟨ξi(t)⟩ = 0, ⟨ξi(t)ξi(s)⟩ = σ2e−λ|t−s|, (3)

σ λ τc = 1/λ其中  表示噪声幅值,   表示噪声相关率,  

为平均等待时间.

ξi(t)由于噪声  随机波动, 各粒子所处的势场随

机地在 

V±(xi) = (ω ± σ)
x2i
2

(4)

之间切换. 这类随机势场在很多类型的系统中均有
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发现. 例如生物体内的 ATP-ADP循环势场, ATP

将能量储存在化学键中, 通过水解反应, 化学键中

的一些电子进入到更低的能量态. 这一过程产生

了 ADP及生物所需的能量. 反过来, ADP又可以

通过消耗一定的能量生成 ATP. 这一循环过程产

生了生物系统中的 ATP-ADP涨落势场 [46−48].

N = 1

N = 2

ξ1(t) = · · · = ξN (t)

另一方面, 在液体环境中, 粒子往往表现为过

阻尼运动 , 即其惯性项可被忽略 [49]. 因此 , 与文

献 [3]类似, 模型 (2)可被看作一个受到周期驱动

的耦合蛋白质分子马达在液体环境下 ATP-ADP

势场中的运动模型. 文献 [28]在局部耦合情况下

对这类模型的动力学行为进行了分析 , 并列举

了 josephson结构阵列 [50]、神经网络 [51] 及耦合蛋

白子马达 [52,53] 作为其潜在应用场景 . 另外需要

指出, 若令系统规模   , 则模型 (2)退化为文

献 [34]中的单粒子运动模型;   时, 模型 (2)即

变为我们之前文章中研究的动力学模型 [54]; 若令

 , 则本文的模型又可退化为之前

Yang等 [3] 研究的全局耦合模型. 因此, 从理论和

应用两方面考虑, 模型 (2)都具有较高的研究价值.

在本文的推导过程中将用到指数关联噪声所

满足的 Shapiro-Loginov(S-L)公式 [55] 的推广版本,

为此, 先对 S-L公式做简要介绍, 再用该公式推导

出本文所需的公式版本.

η(t)定理 1　(Shapiro-Loginov公式)    是一个

噪声. 假设如下条件成立:

⟨η(t)⟩ = 0, ⟨η(t)ξ(s)⟩ = σ2e−λ|t−s|,(1)  

ψ(t) η(t)(2)   是指数相关噪声  的泛函,

则有如下公式成立:  ⟨
η(t)

dψ(t)
dt

⟩
=

d ⟨η(t)ψ(t)⟩
dt

+ λ ⟨η(t)ψ(t)⟩ . (5)

为了对模型 (2)进行求解, 以下将 (5)式推广

到多个相互独立指数关联噪声的情形.

ηi(t), (i =

1 · · · k)
定 理 2　 (Shapiro-Loginov公 式 )   

 为 k 个相互独立的噪声. 假设如下条件成立:

⟨ηi(t)⟩ = 0, ⟨ηi(t)ηi(s)⟩ = σ2e−λ|t−s|, i =

1 · · · k
(1)   

 ,

ψ(t) ηi(t)(2)   是指数相关噪声  的泛函,

则有如下公式成立:  ⟨
η1(t)η2(t) · · · ηk(t)

dψ(t)
dt

⟩
= d ⟨η1(t)η2(t) · · · ηk(t)ψ(t)⟩/dt

+ kλ ⟨η1(t)η2(t) · · · ηk(t)ψ(t)⟩ . (6)

η1(t)η2(t) · · · ηk(t)

ηi(t), (i=1 · · · k)

证明　显然,   仍然是一个噪声

(即随机过程). 以下证明该噪声满足定理 1的两个条

件. 由  的相互独立性及条件 (1)可得: 

⟨η1(t)η2(t) · · · ηk(t)⟩ = ⟨η1(t)⟩ ⟨η2(t)⟩ · · · ⟨ηk(t)⟩ = 0,
(7)

 

⟨η1(t)η2(t) · · · ηk(t)η1(s)η2(s) · · · ηk(s)⟩

= ⟨η1(t)η1(s)⟩ ⟨η2(t)η2(s)⟩ · · · ⟨ηk(t)ηk(s)⟩

= σ2e−λ|t−s| · · ·σ2e−λ|t−s| (k个相乘)

= (σk)2e−kλ|t−s|. (8)

η1(t)η2(t) · · · ηk(t)
ψ(t) η1(t)η2(t) · · · ηk(t)

故  仍然是一个指数关联的随机噪

声. 由条件 (2)可知,   是噪声 

的泛函.

故由定理 1得 (6)式成立.

由 (6)式直接可得:  ⟨
ξi1ξi2 · · · ξik

dxi
dt

⟩
=

d ⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩
dt

+ kλ ⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ , (9)

其中 

k = |{ξi1 , ξi2 , · · · , ξik}| (10)

{ξi1 , ξi2 , · · · , ξik} 1 ⩽ i1,

i2, · · · , ik ⩽ N i1, i2, · · · , ik

为集合  所包含元素的个数.  

 ,   互不相等. 

3   理论结果
 

3.1    同步性

⟨xi⟩ , i = 1, 2, · · · , N
1, ξi1ξi2 · · · ξik

ξi1ξi2 · · · ξik
Ck

N

1 1 2N

2NN

2NN

2NN

本节主要研究上述耦合系统中各粒子行为是

否具有同步性, 由于各粒子所受驱动噪声相互独

立, 因而, 这里所说的同步性只能是统计意义下的

同步. 为此, 设法构造包含变量 

的封闭微分方程组 . 用   分别乘以

(2)式两端, 因为形如   这种 k 个互不相

同的噪声相乘的形式的因子共有  个. 当 k 取遍

 到 N, 再算上常数项因子   , 共有   个线性无关

的乘因子. 因而可以得到  个随机微分方程, 利

用 S-L公式取平均 , 即得到包含   个变量的

 个线性无关的非齐次常微分方程组. 未知量

如表 1所列. 

3.1.1    变量分组

接下来对表 1中的变量进行分组, 将相等的变

量分到一组, 以约简变量个数. 各组变量间的等价

关系会在下一步予以证明.
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U0, UN

1) 由于模型 (2)中各粒子位置对称, 表 1中第

一行中的各变量应该是两两相等的. 同理, 最后一

行中的各变量也应该是两两相等的 . 分别用

 表示两行元素构成的集合. 即: 

U0 = {⟨xi⟩ |i = 1, 2, · · · , N},

UN = {⟨ξ1ξ2 · · · ξNxi⟩ |i = 1, 2, · · · , N}. (11)

k ̸= l ⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ ̸=⟨ξj1ξj2 · · · ξjlxj⟩2) 若  , 则  .

于是, 我们记 

Uk =
{
⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ |k = |{ξi1 , ξi2 , · · · , ξik}|,

1 ⩽ i1, i2, · · · , ik ⩽ N

且i1, i2, · · · , ik互不相等
}
. (12)

Uk 1 ⩽ k ⩽ N − 1

⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ i ∈ {i1, i2, · · · , ik}
xi

xi i /∈ {i1, i2, · · · , ik}
xi

Uk Uk1,Uk2

3) 对于   (这里假定   )中的元

素   , 若   , 则表示组

成该乘因子的噪声中既有直接作用于粒子  的, 也

有先作用于其他粒子再通过耦合作用间接作用于

粒子   的. 若   , 则表示组成该乘

因子的噪声都是间接作用于粒子  的. 为此将集合

 分解为两个集合  的不交并: 

Uk1 = {⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ | ⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩

∈ Uk且i ∈ {ξi1 , ξi2 , · · · , ξik}},

Uk2 = {⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ | ⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩

∈ Uk且i /∈ {ξi1 , ξi2 , · · · , ξik}}. (13)

Uk1 Uk2那么   中的变量和   中的变量应该是不相等

(同步)的. 

3.1.2    组内变量等价性证明

2N通过上述步骤, 将表 1中的变量划分到了  

个集合中, 并猜测各集合中的变量相等. 下面来证

明这一猜测.

Uk1 v1

Uk1 v1 v1

Vk1 = {v1 − v|v1 ̸= v且v1 ∈ Uk1, v ∈ Uk1}

Uk1 Vk1

Vk1 |Vk1|+ 1 = |Uk1|

1) 对于集合   , 从中任意选定一个元素   ,

将  中除  以外的元素分别与  作差, 得到一个

新的集合:   .

显然  中任意两个元素的差属于  或者可以表

示为  中两个元素的差, 且有  .

2N − 12) 对剩余的   个集合进行与 1)完全相

同的操作.

2N V0, · · · , Vk1, Vk2, · · · , VN

2NN − 2N

2NN − 2N

2NN − 2N 2NN − 2N

得到   个集合   ,

这些集合的总元素个数为   个. 显然这

 个元素线性无关. 下面构造一个包含这

 个变量的  个线性无关的齐次

常微分方程组.

2NN − 2N

⟨ξm1ξm2 · · · ξmk
xi⟩ − ⟨ξn1ξn2 · · · ξnk

xj⟩

ξm1ξm2 · · · ξmk

ξn1ξn2 · · · ξnk

对于新得到的   个变量中任意一个

变量  . 要得到

包含该变量的微分方程 , 只需用   ,

 分别乘以
 

dxi
dt

+ (ω + ξi(t))xi

=ε

N∑
n=1

(xn − xi) +A0 cos(Ωt),

dxj
dt

+ (ω + ξj(t))xj

=ε

N∑
n=1

(xn − xj) +A0 cos(Ωt), (14)

并两端相减, 可得

i /∈ {m1, m2, · · · , mk} j /∈ {n1, n2, · · · ,

nk}

1) 若   ,  

 , 则有
 

 

ξm1
ξm2

· · · ξmk

dxi
dt

− ξn1
ξn2

· · · ξnk

dxj
dt

+ ω(ξm1
ξm2

· · · ξmk
xi − ξn1

ξn2
· · · ξnk

xj)

+(ξm1
ξm2

· · · ξmk
ξixi − ξn1

ξn2
· · · ξnk

ξjxj)
 

表 1    变量表
Table 1.    Variable table.

乘因子 变量

1 ⟨x1⟩ · · · ⟨xi⟩ · · · ⟨xN ⟩ 

ξ1 ⟨ξ1x1⟩ · · · ⟨ξ1xi⟩ · · · ⟨ξ1xN ⟩ 
... 

... 
... 

... 

ξi1ξi2 · · · ξik 
⟨
ξi1ξi2 · · · ξikx1

⟩
 · · · 

⟨
ξi1ξi2 · · · ξikxi

⟩
 · · · 

⟨
ξi1ξi2 · · · ξikxN

⟩
 

... 
... 

... 
... 

ξ1ξ2 · · · ξN ⟨ξ1ξ2 · · · ξNx1⟩ · · · ⟨ξ1ξ2 · · · ξNxi⟩ · · · ⟨ξ1ξ2 · · · ξNxN ⟩ 
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= ε

N(ξn1
ξn2

· · · ξnk
xj − ξm1

ξm2
· · · ξmk

xi)

+

 ∑
m∈{m1,m2,··· ,mk}

ξm1
ξm2

· · · ξmk
xm −

∑
n∈{n1,n2,··· ,nk}

ξn1
ξn2

· · · ξnk
xn



+

 ∑
m′ /∈{m1,m2,··· ,mk}

ξm1
ξm2

· · · ξmk
xm′ −

∑
n′ /∈{n1,n2,··· ,nk}

ξn1
ξn2

· · · ξnk
xn′


+A0 cos(Ωt)(ξm1

ξm2
· · · ξmk

− ξn1
ξn2

· · · ξnk
) . (15)

对 (15)式取均值并应用 S-L公式 (9)式得  (
d
dt

+ kλ+ ω +Nε

)
⟨ξm1

ξm2
· · · ξmk

xi − ξn1
ξn2

· · · ξnk
xj⟩

+ ⟨ξm1
ξm2

· · · ξmk
ξixi − ξn1

ξn2
· · · ξnk

ξjxj⟩

= ε

⟨ ∑
m∈{m1,m2,··· ,mk}

ξm1
ξm2

· · · ξmk
xm −

∑
n∈{n1,n2,··· ,nk}

ξn1
ξn2

· · · ξnk
xn

⟩

+

⟨ ∑
m′ /∈{m1,m2,··· ,mk}

ξm1
ξm2

· · · ξmk
xm′ −

∑
n′ /∈{n1,n2,··· ,nk}

ξn1
ξn2

· · · ξnk
xn′

⟩. (16)

Vk1 2N 2NN − 2N显然 (16)式中各均值号中的变量均可由  等  个集合中的  个元素线性表示.

i ∈ {m1, m2, · · · , mk} j ∈ {n1, n2, · · · , nk}2) 若  ,   , 按照 1)中同样的步骤可得:  (
d
dt

+ kλ+ ω +Nε

)
⟨ξm1

ξm2
· · · ξmk

xi − ξn1
ξn2

· · · ξnk
xj⟩

+σ2
⟨
ξm̄1ξm̄2 · · · ξm̄k−1

xi − ξn̄1ξn̄2 · · · ξn̄k−1
xj
⟩

= ε

⟨ ∑
m∈{m1,m2,··· ,mk}

ξm1
ξm2

· · · ξmk
xm −

∑
n∈{n1,n2,··· ,nk}

ξn1
ξn2

· · · ξnk
xn

⟩

+

⟨ ∑
m′ /∈{m1,m2,··· ,mk}

ξm1
ξm2

· · · ξmk
xm′ −

∑
n′ /∈{n1,n2,··· ,nk}

ξn1
ξn2

· · · ξnk
xn′

⟩ , (17)

其中 

{m1,m2, · · · ,mk−1} = {m1,m2, · · · ,mk} − {i};

{n1, n2, · · · , nk−1} = {m1,m2, · · · , nk} − {j}.
(18)

Vk1

2N 2NN − 2N

显然 (17)式中均值号中的变量也都可以由   等

 个集合中的  个元素线性表示.

⟨ξm1ξm2 · · ·

ξmk
xi⟩ − ⟨ξn1ξn2 · · · ξnk

xj⟩

2NN − 2N

2NN − 2N

(16)式或 (17)式即为包含变量  

 的微分方程. 由此, 对待

求的  个变量, 可以得到包含这些变量的

 个线性无关的齐次常微分方程组. 由于

U0, · · · , Uk1, Uk2, · · · , UN

本文主要关注粒子在长时间范围内的解的状况, 而

方程组的初始值对粒子的运动状态的影响会随着

t 的增大逐渐消失. 所以这里不妨假设该方程组初

始条件为 0. 利用 Laplace变换法可得上述方程组

((16)式和 (17)式)只有零解. 由此推导出各集合

 中变量的相等关系.
 

3.1.3    同步性结论与意义

U0, · · · , Uk1,

Uk2, · · · , UN

通过上述分析 , 得到了各集合  

 中变量的相等关系. 也即同步性结论
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如下:
 

⟨xi⟩ = ⟨xj⟩ ,

⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ = ⟨ξj1ξj2 · · · ξjkxj⟩

i ∈ {i1, i2, · · · , ik}, j ∈ {j1, j2, · · · , jk},

⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ = ⟨ξj1ξj2 · · · ξjkxj⟩

i /∈ {i1, i2, · · · , ik}, j /∈ {j1, j2, · · · , jk},

⟨ξ1ξ2 · · · ξNxi⟩ = ⟨ξ1ξ2 · · · ξNxj⟩ . (19)

上述同步性结论具有以下两条重要意义.

1) 从同步性 (19)式可以看出
 

⟨x1⟩ = ⟨x2⟩ = · · · = ⟨xN ⟩ . (20)

又因为系统的平均场
 

S(t) =
1

N

N∑
i=1

xi(t), (21)

从而, 由 (20)式可知
 

⟨S⟩ = ⟨x1⟩ = ⟨x2⟩ = · · · = ⟨xN ⟩ . (22)

对复杂耦合系统集体动力学行为的研究往往

围绕其平均场行为展开, (22)式表明: 在本模型中,

系统的平均场行为与单粒子行为具有统计一致性,

从而, 本文可通过研究单粒子的动力学行为来开展

对系统集体动力学行为的研究.

⟨xi⟩

⟨xi⟩

⟨xi⟩

2) 为研究单粒子的动力学行为, 需对其一阶

矩  进行求解. 同步性 (19)式的另一个重要意义

在于: 可极大地简化模型的求解过程, 使对   的

解析求解成为可能. 在下一节的的分析中, 将利用

该同步性 ((19)式)完成对   和相应输出幅值增

益 G 的具体解析求解.
 

3.2    输出幅值增益

⟨xi⟩本节利用 3.1节所得结果推导一阶矩  及系

统的输出幅值增益 G 的表达式. 首先将可能出现

的变量用新的符号表示如下:
 

y0 = ⟨xi⟩ ,

yk,1 = ⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ i ∈ {i1, i2, · · · , ik},

yk,2 = ⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩ i /∈ {i1, i2, · · · , ik},

yN = ⟨ξ1ξ2 · · · ξNxi⟩ , (23)

1 ⩽ i ⩽ N 1 ⩽ k ⩽ N − 1其中  ,   .

y0

对 (2)式中第 i 个式子两边取平均, 并利用同

步性得到含有变量  的方程如下:
 

(
d
dt

+ ω

)
y0 + y1,1 = A0 cos(Ωt). (24)

y1,1

ξi1ξi2 · · · ξik
i ∈ {i1, i2, · · · , ik}

(24)式出现了新的耦合项  , 为了建立包含该变

量的微分方程, 用  乘以第 i 个式子两边.

这里  , 则有 

ξi1ξi2 · · · ξik
dxi
dt

+ ωξi1ξi2 · · · ξikxi

+ σ2ξī1ξī2 · · · ξīk−1
xi

= ε

(
N∑

n=1

ξi1ξi2 · · · ξikxn −Nξi1ξi2 · · · ξikxi

)
+A0 cos(Ωt)ξi1ξi2 · · · ξik . (25)

对 (25)式两边取平均并利用 S-L公式 (9)式得  (
d
dt

+ kλ+ ω

)
yk,1 + σ2yk−1,2

= ε

 ∑
n∈{i1,i2,··· ,ik}

⟨ξi1ξi2 · · · ξikxn⟩

+
∑

n/∈{i1,i2,··· ,ik}

⟨ξi1ξi2 · · · ξikxn⟩

−N ⟨ξi1ξi2 · · · ξikxi⟩

)

= ε
[
kyk,1 + (N − k)yk,2 −Nyk,1

]
= ε(N − k)(yk,2 − yk,1). (26)

对 (26)进行整理得  [ d
dt

+ kλ+ ω + (N − k)ε
]
yk,1

− (N − k)εyk,2 + σ2yk−1,2 = 0. (27)

yk,2

i /∈ {i1, i2, · · · , ik}
yk,2

由于 (27)式中又出现了新的变量   . 同理 , 当

 时, 按照同样的步骤, 可得如下

包含变量  的微分方程式:  (
d
dt

+ kλ+ ω + kε

)
yk,2−kεyk,1+yk+1,1 = 0. (28)

ξ1ξ2 · · · ξN
yN

最后, 用   乘以 (2)式中第 i 个式子两边,

计算可得包含变量  的微分方程式:  (
d
dt

+Nλ+ ω

)
yN + σ2yN−1,2 = 0. (29)

2N所 得 的   个 式 子 ((24)式 ,  (27)式 ,  (28)式 ,

(29)式)可改写成如下矩阵形式: 

dY
dt

+AY = F , (30)

其中, 
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Y = (y0 y1,1 y1,2 · · · yk,1 yk,2 · · · yN )T,
(31)

其中 T表示矩阵的转置.
 

F = (A0 cos(Ωt) 0 · · · 0)T, (32)
 

A =



a1 c1

b2 a2 c2

b3 a3 c3

. . . . . . . . .

b2N−1 a2N−1 c2N−1

b2N a2N


,

(33)

A  为三对角矩阵, 即除了三条对角线上的元素外其

余元素都为零.
 

a1 = ω, a2N = Nλ+ ω,

a2k = kλ+ ω + (N − k)ε,

a2k+1 = kλ+ ω + kε, 1 ⩽ k ⩽ N − 1,

b2k = σ2, b2k+1 = −kε, b2N = σ2,

c1 = 1, c2k = −(N − k)ε, c2k+1 = 1. (34)

对 (30)式作 Laplace变换, 有
 

(sI +A)Ỹ = F̃ , (35)

Ỹ , F̃ Y ,F其 中   为 对 向 量   中 的 各 元 素 分 别 作

Laplace变换所得的向量:
 

Ỹ = (Y0 Y1,1 Y1,2 · · · Yk,1 Yk,2 · · · YN )T,

Yk,i(s) = L(yk,i) =

∫ ∞

0

yk,ie−stdt,

1 ⩽ k ⩽ N − 1, i = 1, 2,

Y0(s) = L(y0) =

∫ ∞

0

y0e−stdt,

YN (s) = L(yN ) =

∫ ∞

0

yNe−stdt,

F̃ =

(
A0

s2

s2 +Ω2
0 · · · 0

)T

.
(36)

Ã = (sI +A)

Ỹ

不妨记   . 通过求解线性方程组 (35),

可以求得向量  . 特别地, 有
 

Y0(s) = H0(s)A0
s2

s2 +Ω2
, (37)

其中
 

H0(s) =
Ã11

|Ã|
, (38)

|Ã| Ã Ã11 Ã

⟨xi⟩

这里   表示方阵   的行列式,    表示方阵   第

一行第一列的代数余子式. 对 (37)式作 Laplace

逆变换, 得到如下  的解析表达式: 

⟨xi⟩ = A0

∫ t

0

h0(t− τ) cos(Ωτ)dτ, (39)

h0(t) H0(s)其中  为  的 Laplace逆变换.

另一方面 , 系统 ((24)式 ,  (27)式 ,  (28)式 ,

(29)式)可看作一个线性时不变系统. 根据线性时

不变系统的响应理论, 该系统的输出信号是一个与

输入信号仅在幅值和相位上有差异的余弦信号. 即 

⟨xi⟩ = A cos(Ωt+ ϕ), (40)

ϕ ⟨xi⟩其中 A 和   分别为   的振幅和相位. 将 (40)式

作 Laplace变换并对比 (37)式可得 

A = A0|H0(jΩ)|, ϕ = arg
[
H0(jΩ)

]
. (41)

最后求得输出振幅增益为 

G =
A

A0
= |H0(jΩ)|. (42)

根据 (42)式, 通过数值仿真分析不同的系统参数

变化对 G 的影响, 可以判断系统有无随机共振现

象产生. 在此之前, 首先对系统 (2)的稳定性做一

些简要分析. 

3.3    系统稳定性

系统 (2)稳定等价于特征方程 

f(s) = |sI +A| (43)

A的根都分布在左半复平面, 即矩阵  的特征值都分

布在右半复平面. 在此基础上, 本节建立了系统 (2)

稳定的一个充分条件和一个充要条件.

σ2 < ω(ω + λ)定理 3　(充分条件) 当   时 , 系

统 (2)是稳定的.

σ = 0

ω > 0

证明　1) 首先当  时, 由同步性 (20)式可

知, 系统 (2)为含一个变量的常微分方程, 又由于

 , 系统显然是稳定的.

σ > 0 A2) 当  时, 证明矩阵  的所有特征值都为

正实数. 以此推出系统 (2)的稳定性.

ε > 0

bi+1ci > 0, 1 ⩽ i ⩽ N − 1 A

(i) 先对   的情况予以证明 . 此时 , 有

 . 故   相似于如下实对称

三对角矩阵 [56]:
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S =



a1
√
b2c1 0 · · · 0 0 0

√
b2c1 a2

√
b3c2 · · · 0 0 0

0
√
b3c2 a3 · · · 0 0 0

· · · · · · · · ·

0 0 0 · · ·
√
b2N−1c2N−2 a2N−1

√
b2Nc2N−1

0 0 0 · · · 0
√
b2Nc2N−1 a2N


, (44)

A S

S

  与  有相同的特征值且都为实数. 下面证明当定

理条件满足时,   为正定矩阵.

S = S1 + S2 S1 ε = 0 S

S2 = S − S1 S1,S2

S1

令   . 其中   为   时   退化得

到的矩阵.   . 显然  都是分块对角

矩阵. 其中  的每个分块是如下形式的二阶方阵:  (
kλ+ ω σ

σ (k + 1)λ+ ω

)
, (45)

0 ⩽ k ⩽ N − 1 S2其中   .    的每个分块为零矩阵或如

下形式的二阶方阵:  (
(N − k)ε

√
(N − k)kε√

(N − k)kε kε

)
, (46)

1 ⩽ k ⩽ N − 1 S1, S2

S2 S1

S1 S1

其中   . 显然 ,    都为实对称矩

阵. 易证  半正定. 以下证明定理条件满足时,  

正定. 因为分块矩阵各个分块的特征值的并集即为

该分块矩阵的全部特征值. 故要让  正定只需 

每个分块的特征值为正即可. 易得, 这只需要 

σ2 ⩽ min
0⩽k⩽N−1

{(kλ+ ω)
[
(k + 1)λ+ ω

]
} = ω(ω + λ).

(47)

ε = 0(ii) 当  时, 矩阵 A退化为分块对角矩阵.

用与 (i)中同样的步骤证明即可.

σ2

f(σ2, s) σ2

f(σ2, s) 2N

下面, 为给出系统 (2)稳定的充要条件, 将特

征方程 (43)式看成是关于  和 s 的函数来展开分

析, 从而将其改记为  . 特别地, 若将  看成

参数, 则  是关于变量 s 的  次多项式.

定理 4　(充要条件) 系统 (2)稳定当且仅当 

σ2 < σ2
min, (48)

σ2
min f(σ2, 0) = 0其中  为  的最小正根.

A

σ2 f(σ2, s) = 0 2N

2N

证明　因为矩阵   相似于实对称矩阵 (定理

3), 故对任意固定的  ,   有  个实根.

将这  个实根从大到小排列为 

s1(σ
2) ⩾ s2(σ

2) ⩾ · · · ⩾ s2N (σ2). (49)

si(σ
2)(1 ⩽ i ⩽ 2N) σ2

s1(σ
2) < 0

则  为  的连续函数 [57]. 显然, 系

统 (2)稳定等价于   . 故由定理 3 知, 当

0 < σ2 < ω(ω + λ) s1(σ
2) < 0

σ

σ

s1(σ
2) > 0 s1(σ

2)

σ > 0 s1(σ
2) = 0

 时,    . 另一方面, 随着

 的增加 , 系统势函数的不稳定性逐渐增强 ; 从

而 , 当   充分大时 , 系统必然是不稳定的 , 此时

 . 所以根据   的连续性可知 , 存在

 , 使得  . 记 

σmin = min{σ|s1(σ2) = 0, σ > 0}. (50)

σ2 < σ2
min从而, 系统 (2)稳定当且仅当  .

由于本文只关心系统稳定时的各种动力学行

为, 所以后续对同步行为与随机共振行为的分析都

是在稳定性条件 (48)式成立的前提下进行的. 

4   数值仿真算法

∆t

本节利用随机 Taylor展开算法对模型 (2)进

行数值模拟, 以此验证算法的有效性. 对于充分小

的时间步长   , 模型 (2)在离散时间下的近似表

达式为 

xi(tn) = xi(tn−1) + fi(tn−1)∆t

− xi(tn−1)∆Xi(tn−1),

i = 1, · · · , N, (51)

其中 

fi(tn−1) = −ωxi(tn−1) + ε

N∑
j=1

(xj(tn−1)− xi(tn−1))

+A0 cos(Ωtn−1),

∆Xi(tn−1) =

∫ tn

tn−1

ξi(u)du, (52)

∆t = tn − tn−1 ∆Xi其中,   为时间步长,   为单个时间

步长内双态噪声的增量, 可通过文献 [58]中的方法

仿真求得.

xki (t) ⟨xi(t)⟩

为了验证仿真算法的有效性, 需要将仿真结果

与理论结果进行对比. 首先, 进行 K 次Monte Carlo

实验并记第 i 个粒子第 k 次 Monte Carlo实验的

轨迹为  . 则可得到第 i 个粒子位移一阶矩 
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的数值近似为 

⟨xi(t)⟩num =
1

K

K∑
k=1

xki (t). (53)

⟨xi(t)⟩
A0 cos(Ωt)

⟨xi(t)⟩num ⟨xi(t)⟩
Anum

Gnum

104

Gnum = 1.11708 G = 1.11677

2.78× 10−4

之后, 根据 (40)式可知, 输出信号  为与

输入信号  有相同频率的余弦信号. 所以

对  作 Fourier变换即可得到  的仿真

幅值   . 最后利用 (42)式即得输出幅值增益的

数值仿真结果   . 图 1给出了仿真算法的一个

具体的例子. 其中, 图 1的第一排子图为 10个粒

子进行   次 Monte Carlo仿真所得平均位移, 各

粒子的初始位移服从标准正态分布. 对该平均位移

作 Fourier变换得到第二排子图对应的频域值. 由

此得到在该组参数下输出幅值增益的数值仿真结

果   与理论值   的相对误

差仅为  .

 
 

0
-2

-1

0

1

2

20 40






 n

u
m

60 80 100 120

0
0

0.5

1.0

1.5

: 0.125

: 1.11708

频率

幅
值

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

ε = 1 A0 = 1 σ = 1.3, N = 10 ω = 0.5 λ = 1 Ω =

π/4 ∆t = 10−3 K = 104, T = 120

图 1    粒子平均位移及对应频域值的数值仿真结果, 其中

 ,    ,    ,    ,    ,   

 ,   ,  

ε = 1 A0 = 1 σ = 1.3,

N = 10 ω = 0.5 λ = 1 Ω = π/4 ∆t = 10−3 K = 104,

T = 120

Fig. 1. The average  realization  and  the  corresponding   fre-

quency domain representation with   ,   ,  

 ,   ,   ,   ,   ,  

 .
 

∆t

Gnum

∆t

∆t ⩽ 0.001,K ⩾ 10000 T ⩾ 120

6× 10−4

5.372× 10−4

∆t =

0.001, K = 10000 T = 120

以下分别讨论时间步长  、Monte Carlo仿真

次数 K 和总仿真时长 T 对数值算法收敛性的影

响. 图 2(a)—图 2(c)分别描绘了   作为上述三

个仿真参数的函数的曲线图. 可以看出, 随着仿真

 的减小及 K 和 T 的增加, 仿真结果逐渐趋近于

理论结果 . 且当   ,   

时, 仿真结果与理论结果的误差小于   , 对

应的相对误差仅为  . 因此, 若不特别指

出 , 本 文 数 值 仿 真 结 果 都 为 固 定 参 数  

 ,   下仿真求得. 

5   集体动力学行为分析
 

5.1    系统稳定性

在 3.3节中, 推导得出了粒子位移一阶矩稳定

的充要条件. 这里进一步通过仿真分析稳定性区域

随参数的变化及其对粒子运动行为的影响. 图 3(a)

给出了不同的 N 所对应的系统稳定性区域图像.

 

10-4 10-3 10-2
1.112

1.113

1.114

1.115

1.116

1.117

1.118

1.119
(a)

仿真值

幅
值

D

理论值

0
1.112

1.113

1.114

1.115

1.116

1.117

1.118

1.119

2000 4000 6000 8000 10000 12000

幅
值



(b)

仿真值
理论值

40
1.112

1.113

1.114

1.115

1.116

1.117

1.118

1.119

60 80 100 120 140 160

幅
值



(c)

仿真值
理论值

Ω = π/4, ω = 0.5,

λ = 1, ε = 1, A0 = 1, σ = 2 K = 10000, T = 120

(b) ∆t = 0.001, T = 120 (c) K = 10000, ∆t = 0.001

图 2    仿真结果与理论结果对比图, 其中 

  　(a)   ;

    ;     

Ω = π/4, ω = 0.5, λ = 1, ε = 1, A0 = 1, σ = 2

(a) K = 10000, T = 120 (b) ∆t = 0.001, T = 120

(c) K = 10000, ∆t = 0.001

Fig. 2. Comparison  of  theoretical  and  simulation  results

with    :

     ;      ;

    .
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N = 2

N = 5

N = 10

ε

ε Fi

σ

σ ∈ [0, σmin)

σ = σmin

σ > σmin

其中黑色区域为  所对应的稳定性区域; 黑色

区域与深灰色区域的并为   所对应的系统稳

定性区域; 黑色区域, 深灰色区域与浅灰色区域的

并集则为  时的稳定性区域. 从中可以看出,

系统的稳定性区域随耦合强度   及系统规模 N 的

增加而增大. 为了更直观地反映系统稳定性区域

随 N 的变化, 图 3(b)给出了在一组固定的参数下,

系统稳定性区域边界随 N 的变化曲线. 可以看出,

稳定性区域随着 N 的增大单调递增. 关于图 3中

现象的一个合理的物理解释为: 粒子规模 N 及耦

合强度  决定粒子间的耦合力  , 而耦合力为系统

输出提供有序性. 噪声为粒子位移引入无序性, 且

噪声幅值  越大, 粒子位移的无序性越强. 有序性

和无序性相互竞争决定系统输出的稳定性 . 当

 时, 耦合力提供的有序性占主导地位.

当  时, 有序与无序的竞争达到一个临界点,

使得初值的影响不会随时间增加而消失. 系统输出

开始变得不稳定. 当   时, 噪声引入的无序

ε

Fi

σ

ε

性占主导地位, 系统输出无界. 由于增加 N 及  可

以增加耦合力  , 使得系统输出的有序性增强. 此

时就需要更大的   才能使得系统输出达到稳定性

的临界点. 所以, 系统的稳定性区域会随着粒子规

模 N 及耦合强度  的增加而增大.

N = 10

A(1.5, 1), B(2, 1)

为了直观反应稳定性区域对粒子平均位移的

影响. 不失一般性, 这里固定   并从图 3(a)

中选择   两点进行仿真实现. 结果

如图 4所示. 从图 4(a)可以看出, 粒子平均位移有

界, 此时系统是稳定的. 图 4(b)中的系统输出随着

时间的增大向无穷远发散, 此时系统是不稳定的.

这与定理 4的结论相符.

由于本文只关心系统稳定时的各种动力学行

为, 所以以下两节的仿真都是在稳定性条件成立的

前提下进行的.
 

5.2    粒子的集体同步行为

本节通过数值仿真对 3.1节中的结论 (20)式

予以验证. 即随着系统时间的演化, N 个粒子的平
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图  3         不同的 N 所对应的系统稳定性区域 , 其中

 ;     系统稳定性区域边界随 N 的变化曲

线, 其中   , 其他参数同图  

(a)
ω = 0.5, λ = 1 (b)

ε = 1

(a)

Fig. 3.     System stability  region  corresponding  to  differ-

ent N with    ;     curve of  the boundary of

the system stability region with N with    , other para-

meters are the same as panel   .
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图 4    粒子平均位移实现, 其中  

 　           

ω = 0.5, λ = 1, Ω = π/4, ε = 1, A0 = 1, N = 10 (a) σ =

1.5 (b) σ = 2

Fig. 4. The  average  displacements  of  particles  with

 :     

 ;      .
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均位移会达到同步状态.

⟨xi(t)⟩num ∆(t)

图 5给出了系统 (2)在不同参数条件下不同粒

子平均位移的仿真结果和对应的方差, 其中各粒子

的初始位置服从标准正态分布. 从图 5(a)—图 5(c)

的第一行子图中可以看出, 具有不同初始值的粒子

随着时间的增加最终都会达到同步状态 . 这与

3.1节中的结论相符, 即方程组 (16)式, (17)式的

初值条件不改变长时间后系统中粒子的同步状态.

为直观反映粒子的同步速度, 引入粒子平均位移

 的方差  如下: 

∆(t) =
1

N

N∑
i=1

(⟨xi(t)⟩num − ⟨x̄(t)⟩num)
2, (54)

其中 

⟨x̄(t)⟩num =
1

NK

K∑
k=1

N∑
i=1

xki (t). (55)

t = 1

∆ 4.21×10−3, 9.2×10−7,

1.2× 10−7 t0

ξi

∆

∆(t) ⩽ 10−5

图 5(a)—图 5(c)的第二行子图给出了方差随时间

变化的曲线图. 从中可直观地看出, 图 5(a)中曲线

的下降速度慢于图 5(b)和图 5(c). 且当   时 ,

三幅图对应的方差  分别是 

 . 下面通过定义同步时间  , 对不同参数

下系统 (2)的同步速度进行定量描述. 由于系统 (2)

中各噪声  独立同分布, 且实验仿真次数有限, 所

以   随着时间增加不会降为零. 因此, 这里假设

 时, 即认为系统达到同步状态, 并记相

应的同步时间为: 

t0 = max{t|∆(t) ⩽ 10−5}. (56)

3.53, 0.72, 0.55

ε

ε

将图 5(a)—图 5(c)第二行子图中各方差曲线

图横纵坐标以对数形式表示得到第三行子图. 三幅

子图中系统达到同步的时间分别是    .

对比三幅图中的同步时间可知, 增加耦合强度  和

系统规模 N 可显著加快粒子的同步速度. 这是由

于一方面增加耦合强度  使得粒子间的耦合力 

Fi(t) = ε

N∑
n=1

(xn(t)− xi(t)), i = 1, 2, · · · , N

t0

加大, 而耦合力的作用是使得各粒子相互吸引, 这

使得系统可以更快同步. 另一方面由于系统中的耦

合关系为全局耦合, 增加 N 也会加大粒子间的吸

引力, 从而让各粒子更快达到同步状态. 另外, 从

图 6也可以定量地看出, 随着 N 的增加, 系统的同

步时间  逐渐变小.

ε = 0

最后需要指出, 耦合强度只改变系统的同步时

间而不改变系统达到稳定时的同步状态. 这是由于

系统中各粒子的位移主要受周期外力、粒子所处势

场、各粒子的初始位置以及粒子间的耦合力四个因

素影响. 这四个因素中, 决定粒子同步的本质因素

为周期外力和粒子所处势场. 一方面, 各粒子受相

同的周期外力作用; 另一方面, 各粒子有相同的本

征频率, 频率噪声有相同的统计性质, 这使得各粒

子所处的势场从统计意义看是相同的. 所以一段时

间后, 系统初值对各粒子位移的影响消失. 耦合强

度的存在只是加速了粒子的同步速度, 当   时

各粒子所满足的运动学方程相同, 此时各粒子仍然

会同步. 故耦合强度不改变系统的同步性. 
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N = 2 (b) ε = 4, N = 2 (c) ε = 1, N = 10

图  5    系统 (2)在不同参数条件下的仿真实现和所对应的方差 , 其中   　     

 ;      ;      . 三幅子图的顶部图中不同颜色的实线代表不同粒子的平均位移

ω = 0.5, λ = 1, σ = 0.7, A0 = 1, Ω = π/4 (a) ε = 1, N = 2 (b) ε = 4, N = 2 (c) ε = 1, N = 10

Fig. 5. The  realization  of  the  system  (2)  under  different  parameter  conditions  and  the  corresponding  variance  with

 :      ;      ;      . The solid lines in differ-

ent colors in the first panel of the three subfigure represent the average displacement of different particles. 
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5.3    随机共振

ξi(i = 1, 2, · · · , N)

σ

Fi(i = 1, 2, · · · , N)

ε

随机共振现象是噪声的随机性与驱动力的有

序性在非线性作用下相互协作的结果. 在本文的模

型中, 随机性由噪声提供, 有序性由正弦驱动力和

耦合作用力两部分组成. 由于正弦驱动力的作用在

以往的文献中已展开过大量充分的讨论, 因而本文

主要分析噪声与耦合力的协作现象. 它们相互协作

产生随机共振的机理如下: 噪声 

为系统提供随机性, 噪声幅值  越大, 则随机性越

强; 耦合力   为系统提供有序性,

耦合强度  或系统规模 N 越大, 则有序性越强. 在

“乘性”这种非线性作用方式下, 有序与无序相互竞

争, 当两者间达到某种最优匹配时, 系统产生随机

共振, 从而使得系统输出达到最大.

ε

σ

在上述共振机理的指导下, 接下来通过数值分

析的方式, 逐一对输出幅值增益 G 关于耦合强度  、

系统规模 N 以及噪声幅值  的共振行为进行具体

分析. 

ε5.3.1    关于耦合强度  的参数随机共振

σ

ε σ = 0

ε

σ

ε ε

ε

ε

图 7(a)和图 7(b)分别给出了不同的  , N 下,

G 随  的变化曲线. 可以看出, 除了  外, 其他

曲线都有不同强度的共振峰. 且共振峰主要出现在

低耦合区域. 随着耦合强度   的增大, 每条曲线都

趋于一个定值. 这是因为当参数  , N 固定时, 系统

输出有序性主要由   确定. 且系统输出有序性随  

增加而增强. 当   过小时, 过弱的耦合力不能有效

协调粒子的运动. 当   过大时, 过强的耦合力会使

ε

粒子相互吸引组成一个整体而完全抑制噪声带来

的随机性的影响. 两种情况都限制了噪声与输入信

号的协作效应. 因此, 使得输出幅值增益 G 最大的

 一定是介于两者之间的.

σ = 0

σ = 0

⟨x1⟩ = ⟨x2⟩ = · · · = ⟨xN ⟩

x1 = x2 = · · · = xN Fi(i = 1, 2, · · · , N)

ε σ = 0

图 7(a)中, 当  时, G 取常值. 这是由于当

 时, 噪声消失. 此时模型 (2)退化为确定性模

型, 统计意义下的同步   变

为   . 耦合力  

使各粒子相互吸引组成一个整体, 之后变为零. 因

此 ,    对 G 不产生影响 . 另一方面 , 将   代入

(42)式直接计算可得:
 

G =

∣∣∣∣ 1

jΩ + ω

∣∣∣∣ . (57)

σ ⩾ 0 σ

σ

当  时, 共振峰的高度随着  的增大而增大. 这

说明增加噪声幅值  可加大随机共振的强度.

图 7(b)中, 随着系统规模 N 的增加, 共振峰

变得越来越尖锐, 同时共振峰的位置左移, 共振峰

的高度不断增加. 产生这种现象的原因如下: 由于

系统中的耦合关系为全局耦合, 增加 N 会加大粒
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t0图 6    同步时间   随群体规模 N 的变化曲线, 所选系统参

数与图 5相同

t0Fig. 6. The  change  curve  of  synchronization  time      with

system size N. The selected system parameters are the same

as the Fig. 5. 
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图  7      不同的   , N 下   的变化曲线 , 其中  

 　      ;     

G(ε) σ

ω=0.5, λ=1, A0=1, Ω = π/4 (a) N=10 (b) σ=0.7

Fig. 7. The  curve  of      under  different      and N  with

 :      ;      .
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ε

ε

σ

ε = 0

ε = 0

子间的吸引力, 所以当 N 较大时, 随着   的增加,

粒子间的吸引力增大得更快. 因此 G 随  的变化曲

线也更陡. 同样地, 更强的耦合力进一步抑制了噪

声带来的随机性, 使得 G 不能达到最优. 所以当噪

声幅值  固定时, 增加 N 会使得共振峰左移. 另外

注意到, 图 7(b)中所有曲线都有共同的起点. 这是

由于当粒子间的耦合作用消失时 (  ), 模型

(2)变为 N 个彼此独立且相同的系统. 此时, 改变

系统规模 N 并不改变系统中各粒子的受力状况.

因此 N 的变化不影响 G. 同样地 , 将   代入

(42)式可得: 

G =

∣∣∣∣ jΩ + ω + λ

(jΩ + ω)(jΩ + ω + λ)− σ2

∣∣∣∣ . (58)

所以, 从 (58)式也可得出上述结论. 

5.3.2    关于系统规模 N 的参数随机共振

σ ε

σ = 0, ε = 0

ε σ

Fi(i = 1, 2, · · · , N)

图 8(a)和图 8(b)分别给出了不同的   ,    下,

G 随 N 的变化曲线. 可以看出, 除了  

外, 其他曲线都有不同强度的单峰共振. 这表明在

合适的参数下, 存在最优的系统规模 N 使得输出

幅值增益 G 达到最优. 这里系统中有序与无序竞

争关系的变化主要由系统规模 N 的变化引起. 在

给定参数   ,    的条件下, 系统规模 N 的增加使粒

子间的耦合力  变大, 进而使得系

统输出有序逐渐增大. 当系统规模 N 较小时, 过弱

的耦合力不能有效协调粒子的运动, 即噪声引入的

随机性过大. 当系统规模 N 较大时, 过强的耦合力

会完全抑制噪声带来的随机性的影响 , 使系统

(2)近似于确定性系统. 这两种极端情况都会限制

粒子的平均运动. 因此, 使得输出幅值增益 G 最大

的 N 一定是介于两者之间的.

ε = 0 ε > 0

ε

ε

ε

图 8(a)中, 当   时, G 取常值. 当   时,

随着耦合强度  的增加, 使共振曲线趋于稳定值的

N 减小. 这与图 7(b)中的结论一致. 另外还可以看

出, 随着  的增加, 共振曲线下移. 这表明增加耦合

强度  会减弱系统关于 N 的参数随机共振强度.

σ = 0

Fi(i = 1,

2, · · · , N)

A0 cos(Ωt)

σ > 0 σ

图 8(b)中, 当  时, G 取常值. 这是由于此

时模型 (2)退化为确定性模型, 而耦合力  

 使各粒子相互吸引组成一个整体, 之后变

为零. 此时, 不论粒子个数多少, 系统中的各粒子

都只受周期外力  的作用. 所以改变系统

规模 N 不影响输出幅值增益. 该结论也与 (57)式

一致. 当   时, 随着   的增加, 共振峰右移, 共

σ

σ

σ

振强度加大. 这是由于更大的  会使粒子的运动轨

迹产生更强的随机性, 过强的随机性又会抑制系统

的输出. 这种情况下, 要使系统达到最优输出就需

要加强粒子间的吸引力使粒子运动轨迹更加有序.

所以当   增加时, 使系统输出达到最大的 N 增大.

另外还可以看出, 增加噪声幅值  可以加强系统的

参数随机共振强度. 

σ5.3.3    关于噪声幅值  的随机共振

ε

σ

σ

σ = 0

图 9(a)和图 9(b)分别给出了不同的   , N 下,

G 随  的变化曲线. 可以看出, 所有曲线都表现出

不同强度的共振现象. 这表明, 在合适的参数下,

系统关于噪声幅值  会产生随机共振. 从图 9(a)和

图 9(b)还可以看出, 当   时, 所有曲线都有共

同的起点. 这一现象与图 7(a), 图 8(b)及 (57)式

得到的结论一致.

ε

ε

图 9(a)中, 随着耦合强度   从 0增加到 1, 共

振强度变大且共振峰位置右移. 当  从 1继续增加

到 10时, 共振强度逐渐减弱, 并且也逐渐趋向于

一个极限值, 而共振峰的位置相对变化较小. 这说
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图  8     不同的   ,    下   的变化曲线 , 其中  

 　      ;     

G(N) σ ε

ω = 0.5, λ = 1, A0 = 1, Ω = π/4 (a) σ = 0.7 (b) ε = 1

Fig. 8. The  curve  of     under  different      and     with

 :      ;      .
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明增加耦合强度既能增强也可以削弱随机共振

现象.

σ

图 9(b)中, 随着系统规模 N 的增加, 共振强

度变大且共振峰位置右移. 出现这一现象的原因与

图 8(b)类似. 更大的系统规模 N 使系统各粒子间

的相互吸引力变强, 而过强的吸引力进一步抑制了

噪声带来的随机性, 使系统 (2)产生与确定性系统

类似的有序输出. 因此, 随着 N 的增加, 使系统输

出 G 达到最大的   变大, 共振峰右移. 图 9(b)表

明, 增加系统规模 N 可增强系统的随机共振强度.
 

6   结　论

本文研究了不同频率噪声驱动下过阻尼全局

耦合系统的集体动力学行为. 理论方面, 主要通过

随机平均法来展开研究. 首先, 得到了各粒子行为

的统计同步性, 该同步性使得系统平均场行为与单

粒子行为具有统计一致性, 从而可通过对单粒子行

为的研究来完成对平均场行为 (也即集体行为)的

研究. 其次, 利用该同步性, 完成了对系统输出幅

ε

ε

σ ε

σ

σ ε

值增益的解析求解, 为进一步分析系统的随机共振

行为奠定了理论基础. 最后, 推导给出了系统稳定

的充分条件和充要条件, 为本文所得结论的适用范

围给出了参考. 数值仿真方面, 主要通过随机 Taylor

展开算法进行研究. 首先, 分析了粒子规模 N 及耦

合强度  对稳定性区域与同步时间的影响, 结果表

明, 随着耦合强度   的增加或系统规模 N 的增大,

粒子间的耦合力增大, 系统有序性增强, 从而使得

稳定区域逐渐增大, 同步时间逐渐缩短. 其次, 对

系统的随机共振行为展开了研究. 噪声为系统提供

随机性, 耦合力为系统提供有序性, 两者相互竞争,

从而使得系统输出关于噪声强度  、耦合强度  与

系统规模 N 均表现出随机共振行为. 随着耦合强

度的增加或系统规模的增大, 系统的有序性增强,

需要更大的噪声强度提供更强的随机性来与之实

现最优匹配, 从而关于噪声强度  的共振峰逐渐右

移. 反之, 随着噪声强度  的增大, 关于耦合强度 

与系统规模 N 的共振峰也会右移. 本文的研究工

作虽然围绕特定耦合模型展开, 但相关结论具有很

强的普适性, 对其他复杂耦合系统的研究具有很好

的理论指导和参考意义. 后续, 将在本文工作的基

础上, 进一步结合实际需求展开深入研究.
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For  multi-particle  coupled  systems,  the  effects  of  environmental  fluctuations  on  each  particle  are  often

different  in  actual  situations.  To  this  end,  this  paper  studies  the  collective  dynamic  behaviors  in  globally

coupled harmonic oscillators driven by different frequency fluctuations, including synchronization, stability and

stochastic  resonance  (SR).  The  statistical  synchronicity  between  particles'  behaviors  is  derived  by  reasonably

grouping variables and using random average method, and then the statistical equivalence between behaviors of

mean field and behaviors of single particle is obtained. Therefore, the characteristics of mean field's behaviors

(that is, collective behaviors) can be obtained by studying behaviors of any single particle. Moreover, the output

amplitude  gain  and the  necessary  and sufficient  condition for  the  system stability  are  obtained by using  this

synchronization. The former lays a theoretical foundation for analyzing the stochastic resonance behavior of the

system,  and  the  latter  gives  the  scope  of  adaptation  of  the  conclusions  in  this  paper.  In  terms  of  numerical

simulation, the research is  mainly carried out through the stochastic Taylor expansion algorithm. Firstly,  the

influence of system size N and coupling strength     on the stability area and synchronization time is analyzed.

The results  show that  with the  increase  of  the  coupling  strength     or  the  increase  of  the  system size N,  the

coupling force between particles increases, and the orderliness of the system increases, so that the stable region

gradually  increases  and  the  synchronization  time  gradually  decreases.  Secondly,  the  stochastic  resonance

behavior  of  the  system  is  studied.  Noises  provide  randomness  for  the  system,  and  coupling  forces  provide

orderliness  for  the  system.  The  two  compete  with  each  other,  so  that  the  system  outputs  about  the  noise

intensity    ,  the  coupling  strength      and  the  system  size N  exhibit  stochastic  resonance  behavior.  As  the

coupling  strength  increases  or  the  system  size  increases,  the  orderliness  of  the  system  increases,  and  greater

noise  intensity  is  required  to  provide  stronger  randomness  to  achieve  optimal  matching  with  it,  so  as  to  the

resonance of the noise intensity    , the peak gradually shifts to the right. Conversely, as the noise intensity   

increases, the resonance peak of the coupling strength    and the system size N will also shift to the right.
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