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刚性对称陀螺分子 Stark 效应的精确解*
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(2021 年 1 月 28日收到; 2021 年 5 月 5日收到修改稿)

提出了一种精确求解位于外电场中刚性对称陀螺分子转动能级和相应解析波函数的新方法. 首先利用

不同形式的函数变换和变量代换将位于外电场中对称陀螺分子的极角 q 方向的方程转化为合流 Heun微分方

程, 然后根据合流 Heun微分方程和合流 Heun函数具有的特点, 找到描述同一本征态的线性相关的两个解,

构造Wronskian (朗斯基)行列式 , 得到精确的能谱方程 . 最后利用 Maple软件计算出不同量子态的本征值 ,

再将得到的本征值代入本征函数进行归一化运算最终得到用合流 Heun函数表示的解析的归一化本征函数.

这些结果可为深入研究对称陀螺分子的 Stark效应提供有益的帮助.

关键词：精确解析解, Stark效应, 刚性对称陀螺分子, 合流 Heun函数
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1   引　言

IA < IB =

IC

IA = IB < IC

z′

IC

IB a = IB/IC

a > 1 a < 1

(θ, ϕ, χ)

对称陀螺分子可分为两大类: 一类为长对称陀

螺分子, 其 3个惯量主轴的转动惯量为  

 , 这时旋转对称轴为 A; 另一类为扁对称陀螺分

子, 其 3个惯量主轴的转动惯量为   ,

这时旋转对称轴为 C. 为了统一处理这两种情况,

人们取旋转对称轴为运动坐标系的  轴方向, 并约

定其转动惯量为   , 其余相等的两个转动惯量为

 . 引入参数   , 于是长对称陀螺分子

 , 扁对称陀螺分子   . 按惯例采用欧拉角

 , 则位于外电场中对称陀螺分子的哈密顿

量为 [1−3]
 

H = − ℏ2

2Ib

[
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2θ
∂2

∂ϕ2

+

(
cos2θ
sin2θ

+a

)
∂2

∂χ2
− 2 cos θ

sin2θ
∂2

∂χ∂ϕ

]
−Dε cos θ,

(1)

z′

Dε

式中 D 是对称陀螺分子的电偶极矩, 其方向在运

动坐标系的  轴方向; 电场 e 的方向在空间固定坐

标系的 z 轴方向. 由于附加项的出现, 该方程至今

都没有完整的精确解. 当附加项系数  很小时, 人

们常用微扰理论来研究对称陀螺分子的 Stark能

级. 文献 [1, 2]给出能级准确到 2级近似的结果,

文献 [3−10]给出能级更高级修正的结果 , 其中

文献 [3, 6, 7]还列出了用 100 × 100以及 200 ×

200矩阵对角化方法得到的计算精度很高的精确

值. 以前的工作人们只专注于如何得到较为准确的
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能量本征值, 而忽略了对本征函数的研究, 这无疑

影响了人们对刚性对称陀螺分子的 Stark效应的

全面了解.

s = 0

x = cos θ

(0 ⩽ θ ⩽ π, 1 ⩾ x ⩾ −1)

那么有什么方法既可获得准确的本征能量, 又

能得到解析的归一化波函数呢？根据我们最近对

一维 Mathieu势的 Schrödinger方程 [11] 和刚性转

子 Stark效应精确解的研究 [12], 以及对   时角

向 Teukolsky方程 [13,14] 精确解的研究 , 本文提

出一种能精确求解对称陀螺分子 Stark效应的

新方法. 首先进行分离变量和变量代换  

   , 再利用不同形式的函数

变换和变量代换方法把关于 x 的微分方程转化为

合流 Heun微分方程, 然后根据该方程及其解析解,

即合流 Heun函数的特性, 给出对应于同一本征态

线性相关的两个解, 并以此构造朗斯基行列式, 给

出精确的能量值必须满足的方程. 借助于 Maple

软件中的合流 Heun函数及其一阶导数进行编程

运算就能计算出精确的能量本征值, 然后进行归一

化运算给出的就是用合流 Heun函数表示的归一

化的解析的本征函数. 由于本文提出的方案不仅能

得到精确的本征值, 而且还给出用合流 Heun函数

表示的解析的归一化本征函数. 所以其结果将对研

究对称陀螺分子的 Stark效应的能级分裂和振子

强度等一系列实际问题带来极大的方便.
 

2   朗斯基行列式

ψ(θ, ϕ, χ) = eiMϕeiKχΘ(θ)

x = cos θ Hψ = Eψ

令   , 并作变量代换

 , 则定态 Schrödinger方程  可以

分离变量, 得到关于 x 的微分方程为
 

(1− x2)
d2Θ(x)

dx2
− 2x

dΘ(x)

dx

+

[
λ′ − aK2+b x− (M −K x)

2

1− x2

]
Θ(x) = 0, (2)

λ′ = 2IBE/ℏ2 b = 2IBεD/ℏ2 M = 0, ±1, · · · ,

±J K = 0, ±1, · · · , ±J J = 0, 1, 2, · · ·

z′

x→ ±1

Θ(x)

b = 0

式中  ;   ;  

 ,   , 其中  为对

称陀螺分子的角动量量子数, M 是角动量在空间

固定坐标系 z 方向的投影量子数, K 是角动量在空

间运动坐标系  方向的投影量子数. (2)式是典型

的施图姆-刘维尔边值问题, 当   时, 本征函

数   必须满足有限值这一自然边界条件. 当没

有外电场, 即 (2)式中  时, 微分方程 (2)是可

以精确求解的, 其结果为 [1,2]
 

EJ|K| =
ℏ2

2IB

[
J(J + 1) + (a− 1)K2

]
, (3)

 

 

ψJMK(θ, ϕ, χ) = NJMKeiMϕeiKχ

(
1− cos θ

2

) |K−M |
2

(
1 + cos θ

2

) |K+M |
2

× 2F1

(
−n, J + 1 +

|K +M |
2

+
|K −M |

2
, 1 + |K −M | , 1− cos θ

2

)
, (4)

 

NJKM =

[
(2J + 1) (J + |K +M | /2 + |K −M | /2)!(J − |K +M | /2 + |K −M | /2)!

8π2(|K −M |!)2(J − |K +M | /2− |K −M | /2)!(J + |K +M | /2− |K −M | /2)!

]1/2

, (5)

 

J = n+ |K +M | /2+ |K −M | /2 = 0, 1, 2, · · · , (6)

式中 2F1 是 n 阶的超几何多项式. 从 (3)—(6)式可

以看到, 对于同样的状态 (JKM), 长对称陀螺分子

和扁陀螺分子的能级是不一样的, 但波函数的表达

式相同. 下面的研究表明, 该特点在讨论对称陀螺

分子的 Stark效应时保持不变.

为了统一研究长对称陀螺分子和扁对称陀螺

分子, 引入参数
 

λ = λ′ − (a− 1)K2. (7)

当计算出精确的 l 值后, 不同类型的对称陀螺分子

的能级为 

E =
ℏ2

2IB
[λ+ (a− 1)K2]. (8)

Θ(x) x→ ±1考虑到本征函数  在  时应满足有界

的自然边界条件, 首先对 (2)式作如下形式的函数

变换: 

Θ(x) = (1− x)
|K−M |

2 (1 + x)
|K+M |

2 F (x). (9)

F (x)把 (9)式代入 (2)式得到  所满足的微分方程: 
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(1− x2)
d2F (x)
d2x

+ 2 [m′ − (m+ 1)x]
dF (x)
dx

+ [λ−m(m+ 1) + bx]F (x) = 0, (10)

式中 

m = (|K +M |+ |K −M |) /2 ,

m′ = (|K +M | − |K −M |) /2 . (11)

z=(1− x)/2 (−1 ⩽
x ⩽ 1 , 0 ⩽ z ⩽ 1)

如果对 (10)式作变量代换 

 , 则 (10)式可转化为下列合流

Heun微分方程: 

d2F (z)
dz2

+

(
|K −M |+ 1

z
+

|K +M |+ 1

z − 1

)
dF (z)
dz

+

{
λ−m(m+ 1)+b

z
+
b−[λ−m(m+ 1)]

z − 1

}
F (z) = 0.

(12)

将 (12)式和标准的合流 Heun微分方程 [15,16]
 

d2F (z)
dz2

+

(
α+

β + 1

z
+
γ + 1

z − 1

)
dF (z)
dz

+

(
µ

z
+

η

z − 1

)
F (z) = 0 (13)

相比较, 得到如下各参数: 

α = 0 , β = |K −M | , γ = |K +M | ,

µ = b+ [λ−m(m+ 1) ],

ν = b− [λ−m(m+ 1) ] . (14)

β = |K −M | ⩾ 0由于  , 所以 (12)式的解 

F (z) = HeunC(α, β, γ, δ, η, z)

=

∞∑
n=0

υn(α, β, γ, δ, η)z
n (0 ⩽ z < 1) (15)

是一个无穷级数, (15)式中 

δ = µ+ ν − [α(β + γ + 2)/2] = 2b, (16)
 

η = [α(β + 1)/2]− [(β + γ + βγ)/2]− µ

= − λ− b+ (M2+K2)/2. (17)

HeunC(α, β, γ, δ, η, 0) = 1 υ−1 = 0, υ0 = 1

Anυn = Bnυn−1+

Cnυn−2 (θ=0, x=1, z=0)

  , 系数  , 相

邻 3个系数之间满足递推关系  

 . 根据 (9)式得到在北极 

收敛的解为 

Θ1(x) = (1− x)
|K−M |

2 (1 + x)
|K+M |

2 H(1), (18)

式中 

H(1) = HeunC(0, |K −M | , |K +M | , 2b,

− λ− b+ (M2 +K2)/2, (1− x)/2). (19)

HeunC(α, β, γ, δ, η, z)当合流 Heun函数  满足如下两

个限制条件 [15,16]: 

∆N+1(µ) = 0, µ+ ν +Nα = 0 (20)

z = 1

b ̸= 0

时中断为一个 N 次多项式, 从而满足在  处的

自然边界条件 . 然而由 (14)式可知 , 当   时 ,

(20)式中的第 2个条件是不满足的.

(K,M, b)

( θ = π , x = −1 ,

z = 1)

z′ = 1− z = (1 + x)/2 (−1 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽
z′ ⩽ 1)

正如上面分析的, 由于限制条件 (20)式中的

第 2个是不成立的, 所以只能保持 (18)式为无穷

级数的形式. 当参数  取确定值时, 正确的

l 值应该使得这个无穷级数解在  

 时也是有界的. 因此找到正确的本征值 l 是

解决这一问题的关键. 根据合流 Heun微分方程及

其解析解合流 Heun函数的特性, 如果对 (10)式作

变量代换,     

 , 那么 (10)式将被修改为如下的合流 Heun

微分方程: 

d2F (z′)
dz′2

+

(
α′ +

β′ + 1

z′
+
γ′ + 1

z′ − 1

)
dF (z′)
dz′

+

(
µ′

z′
+

η′

z′ − 1

)
F (z′) = 0, (21)

式中参数 

α′ = −α = 0 , β′ = γ = |K +M | ,

γ′ = β = |K −M | , µ′ = −ν = λ−m(m+ 1) − b ,

ν′ = −µ = −[λ−m(m+ 1) ]− b ,

δ′ = −δ , η′ = η + δ . (22)

β′ = |K +M | ⩾ 0由于   , 所以 (21)式的解也是合

流 Heun函数 

F (z′) = HeunC(α′, β′, γ′, δ′, η′, z′)

= HeunC(−α, γ, β,−δ, η + δ, 1− z)

( 0 ⩽ z′ < 1 ). (23)

( θ = π , x = −1 , z′ = 0)

(23)式同样也不满足 (20)式中的第 2个条件. 这

样由 (9)式就得到在南极  

收敛的解为 

Θ2(x) = (1− x)
|K−M |

2 (1 + x)
|K+M |

2 H(2), (24)

式中 

H(2) = HeunC(0, |K+M | , |K −M | ,− 2b,

− λ+b+ (M2+K2)/2, (1+x)/2). (25)

注意到 (18)式和 (24)式都是微分方程 (2)的

解, 因此对于同一本征态, 它们只是数学表达形式
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(−1,+1)

C1Θ1(x) + C2Θ2(x) = 0

C1H(1)+C2H(2)=0 C1H
′(1)+

不同而已. 如果本征值 l 是正确的值, 那么这两个

函数在南北极就应该都收敛, 在开区间  必

须是线性相关的 [17−19]. 这样对于两个不为 0的任

意常数 C1 和 C2 应该有   ,

将 (18)式和 (24)式代入约去共同因子就得到

 , 对其求一阶导数得 

C2H
′(2) = 0  , 由此就能得到如下的朗斯基行列式

  ∣∣∣∣∣ H(1) H(2)

H ′(1) H ′(2)

∣∣∣∣∣ = 0, (26)

注意到复合函数的求导规则并采用 Maple软件中

的有关定义展开 (26)式得 

 

HeunC(0, |K −M | , |K +M | , 2b,− λ− b+ (M2+K2)/2, (1− x)/2)

× HeunCPrime(0, |K +M | , |K −M | ,− 2b,− λ+ b+ (M2+K2)/2, (1 + x)/2)

+ HeunC(0, |K +M | , |K −M | ,− 2b,− λ+ b+ (M2+K2)/2, (1 + x)/2)

× HeunCPrime(0, |K −M | , |K +M | , 2b,− λ− b+ (M2+K2)/2, (1− x)/2) = 0. (27)

( K,M, b)

(−1,+1)

x = 0

当参数   取确定值时, 由方程 (27)可以求

得精确的 l 值. 由于两个本征函数在整个开区间

 都是线性相关的 , 所以为了方便起见取

 . 

3   本征值和归一化的本征函数

a = IB/IC b = 2IBεD/ℏ2根据无量纲参数   ,    的

定义可知, 它们的取值均为正实数. 因此对应于

(2)式的施图姆-刘维尔边值问题的算符
 

L = − d
dx

(1− x2)
d
dx

− b x+
(M −Kx)

2

1− x2
(28)

是一个厄米算符 [17−19], 所以本征值 l 只能取实数

值 . 由于不同本征值的本征函数必须是相互正

交的, 所以它们组成了函数空间的一个正交归一完

备系.

首先讨论下列函数: 

 

f(λ) = HeunC(0, |K −M | , |K +M | , 2b,− λ− b+ (M2+K2)/2, 0.5)

× HeunCPrime(0, |K +M | , |K −M | ,− 2b,− λ+ b+ (M2+K2)/2, 0.5)

+ HeunC(0, |K +M | , |K −M | , − 2b, − λ+ b+ (M2+K2)/2, 0.5)

× HeunCPrime(0, |K −M | , |K +M | , 2b, − λ− b+ (M2+K2)/2, 0.5). (29)

f(λ)

f(λ) b = 1 K = 0

M = 0 , 1 , 2 , 3, 4 b = 5 K = 1

M = 0 , 1 , 2 , 3, 4 b = 10 K =

M = 0, −1, −2, −3 b = 20

K = 3 M = 0 , −1 , −2 , −3

J = n+ |K +M | /2 + |K −M | /2
n = 0 , J = |K+

M |/2 + |K −M | /2
n = 1 , J = 1+ |K +M | /2 + |K −M | /2

显然, 它表示的是  随本征值 l 的变化情况, 其

与横轴交点的函数值是 0, 而对应的 l 值就是相应

的本征值. 作为示例, 图 1分别给出了几种情况下

 随 l 的变化曲线. 其中图 1(a)是  ,   ,

 的情况; 图 1(b)是  ,   ,

 的情况; 图 1(c)是   ,   

2,    的结果 ; 图 1(d)是   ,

 ,   的结果. 按惯例, 约定

 , 则图中每一条

曲线和横轴的第 1个交点对应于  

 , 就是相应 l 的最小值, 下一个

交点   , 就

是相应的高 1个本征态的 l 值, 依次类推, 这样从

图形上就能知道每一个 l 值的大小范围, 而 n 正

是对应本征函数的节点数.

a > 1

a < 1

|K| ⩾ 1

2(2J + 1)

(2J + 1)

K = 0

(2J + 1) (J + 1)

利用Maple软件 (版本号: ID1455132)编写程

序计算 (27)式, 就能在给定精度下算出 b 取确定

值对应不同的量子数 (JKM)时 l 的精确值, 结果

如表 1所列. 把表 1的 l 值代入 (8)式就可以给出

精确的长对称陀螺分子   或扁对称陀螺分子

 的 Stark能级. 根据量子数的取值范围以及

(8)式、(27)式和表 1可知, 刚性对称陀螺分子的

Stark能级具有如下特点: 1)当  时, 无外场

时原来简并度为  的能级分裂为简并度均

为 2的   条子能级, (K, M)和 (–K, –M)能

量相同 ; 2)当   时 , 无外场时原来简并度为

 的能级分裂为  条子能级, ± M 的能

级是简并的; 3)由于外电场的影响, 同一 J 值的各

能级除了 K = M = 0为单一能级外, 其他的都是

2度简并的, 简并能级的 q 方向波函数是相同的,
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(d)

f(λ) b = 1, K = 0, M = 0 , 1 , 2 , 3, 4 b = 5, K = 1, M = 0 , 1 , 2 , 3, 4 b =

10, K = 2, M = 0 ,−1 ,−2 ,−3 b = 20, K = 3, M = 0 ,−1 ,−2 ,−3

图 1    对称陀螺分子的  随l 的变化曲线　(a)   ; (b)   ; (c)  

 ; (d)  

f(λ) b = 1, K = 0, M = 0 , 1 , 2 , 3, 4 b = 5,

K = 1, M = 0 , 1 , 2 , 3, 4 b = 10, K = 2, M = 0 ,−1 ,−2 ,−3 b = 20, K = 3, M = 0 ,−1 ,−2 ,−3

Fig. 1. Plot  of      as  the  function  of  l  for  the  symmetric-top  molecules:  (a)    ;  (b)   

 ; (c)   ; (d)   . 

表 1    对称陀螺分子 l 的精确值
Table 1.    Precise values of l for the symmetric-top molecules.

J K (K, M) n b = 1 b = 5 b = 10 b = 20

0 0 (0, 0) 0 –0.15766348 –2.36561388 –6.04507511 –14.18676623

1

0
(0, 0) 1 2.09076065 2.63874703 1.72333341 –2.64067155

(0, 1) (0, –1) 0 1.95033391 0.90475071 –1.52336944 –7.83391897

1

(1, 1) (–1, –1) 0 1.46550429 –1.13615048 –4.90088894 –13.09274467

(1, 0) (–1, 0) 0 1.95033391 0.90475071 –1.52336944 –7.83391897

(1, –1) (–1, 1) 0 2.45930791 3.25240982 2.28859798 –2.10241580

2

0

(0, 0) 2 6.02403166 6.64546248 7.87932729 7.59702750

(0, 1) (0, –1) 1 6.01157793 6.14932334 5.86920589 3.21233397

(0, 2) (0, –2) 0 5.97623080 5.42770799 3.91145991 –0.75028417

1

(1, 2) (–1, –2) 0 5.64610143 3.87965848 1.11394605 –5.42557601

(1, 1) (–1, –1) 1 5.83444799 5.02308599 3.42628660 –1.26151418

(1, 0) (–1, 0) 1 6.01157793 6.14932334 5.86920589 3.21233397

(1, –1) (–1, 1) 1 6.17303459 7.17694539 8.52241501 8.17688040

(1, –2) (–1, 2) 0 6.31159733 7.08037678 6.95972394 4.30076661

2

(2, 2) (–2, –2) 0 5.32080726 2.40921111 –1.50915355 –9.82205218

(2, 1) (–2, –1) 0 5.64610143 3.87965848 1.11394605 –5.42557601

(2, 0) (–2, 0) 0 5.97623080 5.42770799 3.91145991 –0.75028417

(2, –1) (–2, 1) 0 6.31159733 7.08037678 6.95972394 4.30076661

(2, –2) (–2, 2) 0 6.65266958 8.89010555 10.43690550 9.90220896
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K = 0

差别在于 f 和 c 方向的波函数是不一样的; 4)当

 时, 长对称陀螺分子和扁对称陀螺分子不仅

零级近似能量是相同的, 而且 Stark能级分裂也是

相同的, 它们均退化为刚性转子的 Stark能级 [12].

需要指出的是, 如果将本文得到的 l 值的小数点后

面的位数保留到与文献 [3]相同的话 , 结果与用

100 × 100矩阵对角化方法得到的结果是一致的.

λ ≈

(20+b2/154)

为了比较本文的计算结果与微扰理论以及 200 ×

200矩阵对角化方法的差别, 以态 (J, K, M ) = (4,

0, 0)为例在表 2列出相应的结果. 根据文献 [1, 2],

准确到 2级近似 ,  (4,  0,  0)态的近似结果为  

 . 由表 2可以看出, 当表示外场强度参

数 b 较小时 (例如小于 20), 三者的计算结果基本

上是相同的, 但是随着参数 b 的增大, 微扰理论显

表 1 （续）　对称陀螺分子 l 的精确值

Table 1 (continued).　Precise values of l for the symmetric-top molecules.

J K (K, M) n b = 1 b = 5 b = 10 b = 20

3

0

(0, 0) 3 12.01112256 12.28609326 13.23851702 16.01072933

(0, 1) (0, –1) 2 12.00832614 12.20185604 12.68109763 13.00122422

(0, 2) (0, –2) 1 11.99996510 11.98051777 11.76516026 10.12548434

(0, 3) (0, –3) 0 11.98611962 11.65790586 10.68518379 7.32389600

1

(1, 3) (–1, –3) 0 11.73714675 10.44710964 8.38487920 3.22650134

(1, 2) (–1, –2) 1 11.83176701 11.08791249 9.87421333 6.36151132

(1, 1) (–1, –1) 2 11.92226344 11.68117484 11.32510413 9.60625434

(1, 0) (–1, 0) 2 12.00832614 12.20185604 12.68109763 13.00122422

(1, –1) (–1, 1) 2 12.08964046 12.60886369 13.77998811 16.66271656

(1, –2) (–1, 2) 1 12.16589908 12.84075061 13.66336275 14.14238561

(1, –3) (–1, 3) 0 12.23682184 12.90821524 13.10954794 11.68530530

2

(2, 3) (–2, –3) 0 11.48984080 9.26997167 6.18154889 –0.66884422

(2, 2) (–2, –2) 1 11.66163328 10.18131826 8.01132314 2.77663392

(2, 1) (–2, –1) 1 11.83176701 11.08791249 9.87421333 6.36151132

(2, 0) (–2, 0) 1 11.99996510 11.98051777 11.76516026 10.12548434

(2, –1) (–2, 1) 1 12.16589908 12.84075061 13.66336275 14.14238561

(2, –2) (–2, 2) 1 12.32917589 13.62647723 15.47989534 18.60143861

(2, –3) (–2, 3) 0 12.48932036 14.20615704 15.70403035 16.41950037

3

(3, 3) (–3, –3) 0 11.24414341 8.12208069 4.05742691 –4.40185593

(3, 2) (–3, –2) 0 11.48984080 9.26997167 6.18154889 –0.66884422

(3, 1) (–3, –1) 0 11.73714675 10.44710964 8.38487920 3.22650134

(3, 0) (–3, 0) 0 11.98611962 11.65790586 10.68518379 7.32389600

(3, –1) (–3, 1) 0 12.23682184 12.90821524 13.10954794 11.68530530

(3, –2) (–3, 2) 0 12.48932036 14.20615704 15.70403035 16.41950037

(3, –3) (–3, 3) 0 12.74368721 15.56368561 18.56353300 21.76261674

表 2    对称陀螺分子 (4, 0, 0)态的 l 值
Table 2.    Values of l of the state (4, 0, 0) for the symmetric-top molecules.

b Perturbation Maergoiz[7] This work b Maergoiz[7] This work

0.1 20.00006494 20.00006494 100 15.696 15.69559837

1 20.00649351 20.00649533 200 –31.200 –31.20010397

5 20.16233766 20.164 20.16352072 300 –90.598 –90.59767902

10 20.64935065 20.671 20.67080282 400 –156.41 –156.40991571

20 22.59740260 22.975 22.97522235 500 –226.31 –226.30840320

50 36.23376623 27.681 27.68132358 750 –412.26 –412.26234718
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然就不适用了. 不过本文的计算结果仍然与 200 ×

200矩阵方法得到的精确结果相同 (保留相同的有

效位数), 这解释了在文献中人们把用矩阵对角化

方法得到的结果称之为精确值的原因. 但本文提出

的方法还能同时给出解析的归一化本征函数, 所以

本文的结果是令人满意的 . 不过需要说明的是 ,

Maple中有关函数的计算对某些特殊值特别是大

参数时可能存在不足. 期望随着 Maple版本的提

高, 这一现象会有所改善.

下面讨论如何得到解析的归一化本征函数. 为

此将计算出的本征值代入 (18)式和 (24)式, 得到

的是未归一化的解析本征函数, 经归一化运算后发

现, 这两个本征函数满足如下等式: 

N1Θ1(x) = (−1)nN2Θ2(x). (30)

n=J − |K+M |/2− |K −M |/2 =

0, 1, 2, · · ·

N1Θ1(x) (−1)nN2Θ2(x)

显然它们是线性相关的, 如果用图形表示它们是完全

重合的, (30)式中 

 是本征函数的节点数目. 作为示例, 图 2

分别给出了当 b = 1 , J = 1, K = 1, M = 1, n =

0; b = 1, J = 1, K = 1, M = – 1, n = 0; b = 10,

J = 3, K = 1, M = 1, n = 2和 b = 10, J = 3, K = 1,

M = 2, n = 1时   和   的函数

图形. 由图 2可见 (30)式是正确的.

最后根据 (9)式和 (30)式以及文献 [1, 2], 给

出位于外电场中的刚性对称陀螺分子完整的用合

流 Heun函数表示的归一化的解析本征函数为
 

 

ψJMK(θ, ϕ, χ) =
N1

2π
eiMϕeiKχ

(
1− x

2

) |K−M |
2

(
1 + x

2

) |K+M |
2

× HeunC
(
0,

|K −M |
2

,
|K +M |

2
, 2b,−λ− b+

M2 +K2

2
,
1− x

2

)
, (31)

或者表示为
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(d)

N1Θ1(x) (−1)nN2Θ2(x) b = 1 , J = 1 , K = 1 , M = 1 , n = 0 b = 1 , J = 1 , K = 1 , M =

−1 , n = 0 b = 10 , J = 3 , K = 1 , M = 1 , n = 2 b = 10, J = 3 , K = 1 , M = 2 , n = 1

图 2      和   是线性相关的　(a)   ; (b)  

 ; (c)   ; (d)  

N1Θ1(x) (−1)nN2Θ2(x) b = 1 , J = 1 , K = 1 , M = 1 , n = 0 b =

1 , J = 1 , K = 1 , M = −1 , n = 0 b = 10 , J = 3 , K = 1 , M = 1 , n = 2 b = 10, J = 3 , K = 1 , M = 2 , n = 1

Fig. 2. Linear  dependence  relation  between      and    :  (a)    ;  (b)   

 ; (c)   ; (d)   . 
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ψJMK(θ, ϕ, χ) = (−1)n
N2

2π
eiMϕeiKχ

(
1− x

2

) |K−M |
2

(
1 + x

2

) |K+M |
2

× HeunC
(
0,

|K +M |
2

,
|K −M |

2
,−2b,−λ+ b+

M2 +K2

2
,
1 + x

2

)
, (32)

x = cos θ J = n+ |K +M | /2 + |K −M | /2

z′

式中   ,   

是角量子数, M 是角动量在空间固定坐标系 z 方向

的投影量子数, K 是角动量在空间运动坐标系  方

向的投影量子数, n 是极角 q 方向波函数的节点数,

N1 和 N2 是极角 q 方向波函数的归一化常数, 精确

的 l 值由数值计算 (27)式给出. 

4   结　论

综上所述, 本文提出了一种能精确求解位于外

电场中刚性对称陀螺分子定态 Schrödinger方程的

新方案. 首先利用不同形式的函数变换和变量代换

方法把变量分离后得到的极角 q 方向的微分方程

转化为合流 Heun微分方程, 然后根据该方程及其

解析解合流 Heun函数的特性, 给出对应于同一本

征态线性相关的两个解析解, 构造朗斯基行列式而

得到能级所满足的方程. 再利用 Maple软件编程

计算就可以得到精确的能量本征值, 结果与其他文

献用 100 × 100或 200 × 200矩阵对角化方法得

到的精确值在保留到小数后面相同位数情况下是

完全相同的. 最后进行归一化运算就给出了用合

流 Heun函数表示的归一化本征函数. 由此可见,

本文提出的研究方法不仅能得到精确的本征值, 而

且还能获得归一化的解析波函数. 显然, 这一方法

具有很强的实用性, 其结果将对研究刚性对称陀螺

分子 Stark效应的能级分裂和振子强度等一系列

实际问题带来很大的方便.
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Abstract

In  this  work  a  new  scheme  is  proposed  to  accurately  calculate  the  rotational  energy  level  of  the  rigid

symmetric-top molecule subjected to the external electric field, and also to obtain the corresponding analytical

wave  functions.  For  this  purpose,  first  we  use  the  different  forms  of  function  transformation  and  variable

substitution  to  transform  the  differential  equation  of  the  polar  angle  q  into  a  confluent  Heun  differential
equation, and then we use the characteristics of the confluent Heun differential equation and the confluent Heun

function  to  find  two  linearly  dependent  solutions  of  the  same  eigenstates,  which  are  used  to  construct  the

Wronskian  determinant  to  obtain  the  exact  energy  spectrum  equation.  Finally,  with  the  aid  of  the  Maple

software, we calculate the eigenvalues for different quantum states, and then substitute the obtained eigenvalues

into  the  unnormalized  eigenfunction  to  obtain  the  analytical  normalized  eigenfunction  expressed  by  the

confluent Heun function. These results are conducive to the in-depth study of the Stark effect of symmetric-top

molecules.
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