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时间尺度上非迁移 Birkhoff 系统的
Mei 对称性定理*

张毅†

(苏州科技大学土木工程学院, 苏州　215011)

(2021 年 2 月 25日收到; 2021 年 9 月 9日收到修改稿)

研究并证明时间尺度上非迁移 Birkhoff系统的 Mei对称性定理 . 首先 , 建立任意时间尺度上 Pfaff-

Birkhoff原理和广义 Pfaff-Birkhoff原理, 由此导出时间尺度上非迁移 Birkhoff系统 (包括自由 Birkhoff系统、

广义 Birkhoff系统和约束 Birkhoff系统)的动力学方程. 其次, 基于非迁移 Birkhoff方程中的动力学函数经历

变换后仍满足原方程的不变性, 给出了时间尺度上Mei对称性的定义, 导出了相应的判据方程. 再次, 建立并

证明了时间尺度上非迁移 Birkhoff系统的 Mei对称性定理 , 得到了时间尺度上 Birkhoff系统的 Mei守恒量 .

并通过 3个算例说明了结果的应用.
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1   引　言

Birkhoff力学起源于 Birkhoff[1] 的著作《动力

系统》. Santilli[2] 首次提出 Birkhoff力学一词, 并

详细地讨论了 Birkhoff方程的构造、变换理论及其

对强子物理的应用. 梅凤翔等 [3] 和 Galiullin等 [4]

从各自角度分别独立地研究了 Birkhoff系统动力

学, 他们的研究各具特色且更侧重于分析力学. 文

献 [5]构建了广义 Birkhoff系统动力学. 梅凤翔先

生 [6] 指出 Birkhoff力学是分析力学发展的第 4

个阶段. 近年来, Birkhoff力学在对称性理论 [7−13]、

几何动力学 [14,15]、全局分析与稳定性 [16,17]、数值计

算 [18−22] 等研究方向上都取得了重要进展.

时间尺度, 即实数集的任意非空闭子集, 最早

是由 Hilger博士 [23] 引进的. 由于实数集和整数集

本身就是一类特殊的时间尺度, 因而在时间尺度上

不仅可以统一地处理连续系统和离散系统, 而且可

以处理既有连续又有离散的复杂动力学过程. 近

20年来, 时间尺度分析理论不仅在理论上不断完

善 [24−26], 其应用领域也在不断拓广 [27−34]. 文献 [35]

最早提出并研究了时间尺度上基于 delta导数的自

由 Birkhoff系统动力学及其 Noether对称性 . 文

献 [36]利用对偶原理将文献 [35]的结果拓展到

nabla导数情形. 文献 [37]给出了时间尺度上非迁

移 Birkhoff系统的 Noether定理. 但是, 这些研究

尚限于: 1)自由 Birkhoff系统; 2) Noether对称性;

3)守恒量是 Noether型的. 文献 [38, 39]初步研究

了时间尺度上 Birkhoff系统的 Lie对称性和 Mei

对称性, 但是其守恒量的证明基于第二 Euler-La-

grange方程, 而数值计算表明该方程并不成立 [34].

此外, 根据 Bourdin[33] 的研究, 在离散层面非迁移

情形的结果是保变分结构及其相关性质的, 尽管迄

今时间尺度上非迁移变分问题研究还很少. 本文研
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究时间尺度上非迁移 Birkhoff系统的Mei对称性,

包括自由 Birkhoff系统、广义 Birkhoff系统和约

束 Birkhoff系统 , 建立并证明上述 3类 Birkhoff

系统的 Mei对称性定理, 给出时间尺度上新型守

恒量, 称之为Mei守恒量. 

2   时间尺度上非迁移 Birkhoff方程

关于时间尺度上微积分及其基本性质, 读者可

参阅文献 [24, 25]. 

2.1    Pfaff-Birkhoff 原理及其推广

在时间尺度上, 非迁移 Pfaff作用量为 

A =

∫ t2

t1

[
Rβ (t, aγ (t)) a

∆
β −B (t, aγ (t))

]
∆t, (1)

Rβ : T× R2n → R

B : T× R2n → R

a∆β aβ

C1, ∆
rd (T) β, γ = 1, 2, · · · , 2n

aγ

σ ρ

其中   是时间尺度上 Birkhoff函

数组,    是时间尺度上 Birkhoff函

数,   是 Birkhoff变量  对时间的 delta导数. 设

所有函数都是   函数 .    .

非迁移是指作用量 (1)中的变量   没有经过前跳

算子  或后跳算子  的作用而发生跃迁 [33].

等时变分原理 

δA = 0, (2)

且满足端点条件 

δaβ |t=t1
= δaβ |t=t2

= 0, (3)

以及互易关系 

δa∆β = (δaβ)∆. (4)

原理 (2)称为时间尺度上非迁移Pfaff-Birkhoff原理.

等时变分原理 (2) 可推广为  ∫ t2

t1

[
δ
(
Rβa

∆
β −B

)
+ Φβδaβ

]
∆t = 0, (5)

Φβ = Φβ (t, aγ)式中  表示附加项 [5]. 原理 (5)式可称

为时间尺度上非迁移广义 Pfaff-Birkhoff原理. 

2.2    自由 Birkhoff 系统

由原理 (2), 容易导出 ∫ t2

t1

[
Rβ +

∫ σ(t)

t1

(
∂B

∂aβ
− ∂Rγ

∂aβ
a∆γ

)
∆τ

]
δa∆β ∆t = 0,

(6)

σ (t) δa∆β其中  是前跳算子. 考虑到  的独立性, 由时

间尺度上 Dubois-Reymond引理 [24], 得到 

Rβ +

∫ σ(t)

t1

(
∂B

∂aβ
− ∂Rγ

∂aβ
a∆γ

)
∆τ = Cβ , (7)

Cβ其中  为常数. 因此有 

∇
∇t

Rβ + σ∇
(
∂B

∂aβ
− ∂Rγ

∂aβ
a∆γ

)
= 0

(β = 1, 2, · · · , 2n) . (8)

方程 (8)为时间尺度上非迁移 Birkhoff方程. 

2.3    广义 Birkhoff 系统

由原理 (5), 可导出  ∫ t2

t1

[
Rβ +

∫ σ(t)

t1

(
∂B

∂aβ
− ∂Rγ

∂aβ
a∆γ − Φβ

)
∆τ

]

× δa∆β ∆t = 0. (9)

类似于方程 (8), 有 

∇
∇t

Rβ + σ∇
(
∂B

∂aβ
− ∂Rγ

∂aβ
a∆γ

)
= σ∇Φβ (β = 1, 2, · · · , 2n) . (10)

方程 (10)可称为时间尺度上非迁移广义 Birkhoff-

方程. 

2.4    约束 Birkhoff 系统

约束方程为 

fj (t, aβ) = 0 (j = 1, 2, · · · , 2g) , (11)

将 (11)式取变分, 得 

∂fj
∂aβ

δaβ = 0. (12)

由 (6)式和 (12)式, 容易导出 

∇
∇t

Rβ + σ∇
(
∂B

∂aβ
− ∂Rγ

∂aβ
a∆γ

)
= σ∇λj

∂fj
∂aβ

, (13)

λj = λj (t, aβ)

λj

其中   为约束乘子. 假设约束 (11)式

相互独立, 则由 (11)式和 (13)式可解出   . 于是

方程 (13)可写成 

∇
∇t

Rβ + σ∇
(
∂B

∂aβ
− ∂Rγ

∂aβ
a∆γ

)
= σ∇Pβ , (14)

Pβ = λj
∂fj
∂aβ

其中   . 方程 (14)可视作与约束 Birk-

hoff系统 (13)和 (11)相应的自由 Birkhoff系统 .

只要初始条件满足约束方程 (11), 那么方程 (14)

的解就给出约束 Birkhoff系统的运动. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 24 (2021)    244501

244501-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


3   Mei对称性
 

3.1    自由 Birkhoff 系统

引进无限小变换 

t̄ = t+ υξ0 (t, aγ) ,

āβ (t̄) = aβ (t) + υξβ (t, aγ)

(β, γ = 1, 2, · · · , 2n) , (15)

t 7→ ϑ (t) = t+ υξ0 + o (υ)

C1,∆
rd υ ∈ R ϑ (t)

T̄ σ̄ ∆̄

其中映射   是 1个严格递

增   函数,    是无限小参数,    是一个新

的时间尺度  , 前跳算子为  , delta导数为  .

B Rβ B̄

R̄β

在变换 (15)下, 动力学函数   和   变换为  

和  , 有
 

B̄ = B (t̄, āγ (t̄)) = B (ϑ (t) , (āγ ◦ ϑ) (t)) ,

R̄β = Rβ (t̄, āγ (t̄)) = Rβ (ϑ (t) , (āγ ◦ ϑ) (t)) . (16)

υ = 0将 (16)式在  处 Taylor级数展开, 得到 

B̄ = B (t, aγ) + υY (0) (B) +O
(
υ2

)
,

R̄β = Rβ (t, aγ) + υY (0) (Rβ) +O
(
υ2

)
, (17)

Y (0) = ξ0∂/∂t+ ξβ∂/∂aβ其中  .

定义 1　对于时间尺度上非迁移 Birkhoff系

统 (8), 如果 

∇
∇t

R̄β + σ∇
(
∂B̄

∂aβ
− ∂R̄γ

∂aβ
a∆γ

)
= 0 (18)

成立, 则变换 (15)称为Mei对称性的.

判据 1　如果变换 (15)满足如下判据方程: 

∇
∇t

Y (0) (Rβ)+σ∇
[
∂Y (0) (B)

∂aβ
− ∂Y (0) (Rγ)

∂aβ
a∆γ

]
= 0,

(19)

则变换相应于时间尺度上非迁移 Birkhoff系统 (8)

的Mei对称性. 

3.2    广义 Birkhoff 系统

B Rβ Φβ

B̄ R̄β Φ̄β

设时间尺度上动力学函数  ,   和  经历变

换 (15)后, 成为  ,   和  , 有
 

B̄ = B (t, aγ) + υY (0) (B) +O
(
υ2

)
,

R̄β = Rβ (t, aγ) + υY (0) (Rβ) +O
(
υ2

)
,

Φ̄β = Φβ (t, aγ) + υY (0) (Φβ) +O
(
υ2

)
. (20)

于是有下述定义 2和判据 2.

定义 2　对于时间尺度上非迁移广义 Birkhoff

系统 (10), 如果 

∇
∇t

R̄β + σ∇
(
∂B̄

∂aβ
− ∂R̄γ

∂aβ
a∆γ

)
= σ∇Φ̄β (21)

成立, 则变换 (15)称为Mei对称性的.

判据 2　如果变换 (15)满足如下判据方程:
 

∇
∇t

Y (0) (Rβ) + σ∇
[
∂Y (0) (B)

∂aβ
− ∂Y (0) (Rγ)

∂aβ
a∆γ

]
= σ∇Y (0) (Φβ) , (22)

则变换相应于时间尺度上非迁移广义 Birkhoff系

统 (10)的Mei对称性.
 

3.3    约束 Birkhoff 系统

B Rβ Pβ

fj B̄ R̄β P̄β f̄j

设时间尺度上动力学函数   ,    和   , 以及

约束  经历变换 (15)后, 成为  ,   ,   和  , 有
 

B̄ = B (t, aγ) + υY (0) (B) +O
(
υ2

)
,

R̄β = Rβ (t, aγ) + υY (0) (Rβ) +O
(
υ2

)
,

P̄β = Pβ (t, aγ) + υY (0) (Pβ) +O
(
υ2

)
,

f̄j = fj (t, aγ) + υY (0) (fj) +O
(
υ2

)
, (23)

于是有下述定义 3和判据 3.

定义 3　对于时间尺度上与约束 Birkhoff系

统 (13)和 (11)相应的自由Birkhoff系统 (14), 如果
 

∇
∇t

R̄β + σ∇
(
∂B̄

∂aβ
− ∂R̄γ

∂aβ
a∆γ

)
= σ∇P̄β (24)

成立, 则变换 (15)称为Mei对称性的.

判据 3　如果变换 (15)满足如下判据方程:
 

∇
∇t

Y (0) (Rβ) + σ∇
[
∂Y (0) (B)

∂aβ
− ∂Y (0) (Rγ)

∂aβ
a∆γ

]
= σ∇Y (0) (Pβ) , (25)

则变换相应于时间尺度上相应自由 Birkhoff系

统 (14)的Mei对称性.

定义 4　对于时间尺度上约束 Birkhoff系

统 (13)和 (11), 如果方程 (24)以及如下方程
 

f̄j = fj (t̄, āγ (t̄)) = 0 (j = 1, 2, · · · , g) (26)

成立, 则变换 (15)称为Mei对称性的.

判据 4　如果变换 (15)满足判据方程 (25)和

如下限制方程:
 

Y (0) (fj) = 0, (27)

则变换相应于时间尺度上约束 Birkhoff系统 (13)

和 (11)的Mei对称性.
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4   Mei对称性定理 

4.1    自由 Birkhoff 系统

定理 1　假设变换 (15)满足判据方程 (19), 则时间尺度上非迁移 Birkhoff系统 (8)存在新型守恒量 

IM = Y (0) (Rβ) ξ
σ
β − Y (0) (B) ξσ0 +Gσ

M +

∫ t

t1

ξ0

{
σ∇a∆β

∂Y (0) (Rβ)

∂t
+

∇
∇t

Y (0) (B)− σ∇ ∂Y (0) (B)

∂t

}
∇t, (28)

GM其中  是规范函数, 满足 

Y (0)
[
Y (0) (Rβ)

]
a∆β − Y (0)

[
Y (0) (B)

]
+ Y (0) (Rβ) ξ

∆
β − Y (0) (B) ξ∆0 +G∆

M = 0. (29)

证明 

∇
∇t

IM = ξβ
∇
∇t

Y (0) (Rβ) + σ∇ξ∆β Y (0) (Rβ)− ξ0
∇
∇t

Y (0) (B)− σ∇ξ∆0 Y (0) (B) +
∇
∇t

Gσ
M

+ ξ0σ
∇a∆β

∂Y (0) (Rβ)

∂t
+ ξ0

∇
∇t

Y (0) (B)− ξ0σ
∇ ∂Y (0) (B)

∂t

= σ∇
{
Y (0)

[
Y (0) (Rβ)

]
a∆β − Y (0)

[
Y (0) (B)

]
+ Y (0) (Rβ) ξ

∆
β − Y (0) (B) ξ∆0 +G∆

M

}
+ ξβ

{
∇
∇t

Y (0) (Rβ) + σ∇

[
∂Y (0) (B)

∂aβ
− ∂Y (0) (Rγ)

∂aβ
a∆γ

]}
. (30)

将方程 (19)和 (29)代入 (30)式, 得到 

∇
∇t

IM = 0. (31)

因此, (28)式是系统的守恒量. 证毕.

定理 1可称为时间尺度上非迁移 Birkhoff系统 (8)的Mei对称性定理, (28)式称为Mei守恒量. 

4.2    广义 Birkhoff 系统

定理 2　假设变换 (15)满足判据方程 (22), 则时间尺度上非迁移广义 Birkhoff系统 (10)存在新型守恒量 

IM = Y (0) (Rβ) ξ
σ
β − Y (0)(B)ξσ0 +Gσ

M

+

∫ t

t1

ξ0

[
− σ∇Y (0) (Φβ) a

∆
β + σ∇ ∂Y (0) (Rβ)

∂t
a∆β +

∇
∇t

Y (0)(B)− σ∇ ∂Y (0)(B)

∂t

]
∇t, (32)

GM其中  是规范函数, 满足 

Y (0)
[
Y (0) (Rβ)

]
a∆β − Y (0)

[
Y (0)(B)

]
+ Y (0) (Rβ) ξ

∆
β − Y (0)(B)ξ∆0 + Y (0) (Φβ)

(
ξβ − a∆β ξ0

)
+G∆

M = 0. (33)

证明 

∇
∇t

IM = ξβ
∇
∇t

Y (0) (Rβ) + σ∇ξ∆β Y (0) (Rβ)− ξ0
∇
∇t

Y (0)(B)− σ∇ξ∆0 Y (0)(B) +
∇
∇t

Gσ
M − ξ0σ

∇Y (0) (Φβ) a
∆
β

+ ξ0σ
∇a∆β

∂Y (0) (Rβ)

∂t
+ ξ0

∇
∇t

Y (0)(B)− ξ0σ
∇ ∂Y (0)(B)

∂t

= σ∇
{
Y (0)

[
Y (0) (Rβ)

]
a∆β − Y (0)

[
Y (0)(B)

]
+ Y (0) (Rβ) ξ

∆
β − Y (0)(B)ξ∆0 +Y (0) (Φβ) (ξβ−a∆β ξ0)+G∆

M

}
+ ξβ

{
∇
∇t

Y (0) (Rβ) + σ∇

[
∂Y (0)(B)

∂aβ
− ∂Y (0) (Rγ)

∂aβ
a∆γ

]
− σ∇Y (0) (Φβ)

}
.

(34)

∇
∇t

IM = 0将方程 (22)和方程 (33)代入 (34)式, 得到  , 于是 (32)式是系统的守恒量.
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定理 2可称为时间尺度上非迁移广义 Birkhoff

系统 (10)的 Mei对称性定理, (32)式称为 Mei守

恒量. 证毕. 

4.3    约束 Birkhoff 系统

定理 3　假设变换 (15)满足判据方程 (25), 则

时间尺度上与约束 Birkhoff系统 (13)和 (11)相应

的自由 Birkhoff系统 (14)存在新型守恒量 

IM = Y (0) (Rβ) ξ
σ
β − Y (0) (B) ξσ0 +Gσ

M

+

∫ t

t1

ξ0

[
−σ∇Y (0) (Pβ) a

∆
β + σ∇a∆β

∂Y (0) (Rβ)

∂t

+
∇
∇t

Y (0) (B)− σ∇ ∂Y (0) (B)

∂t

]
∇t, (35)

GM其中  是规范函数, 满足 

Y (0)
[
Y (0) (Rβ)

]
a∆β − Y (0)

[
Y (0) (B)

]
+ Y (0) (Rβ) ξ

∆
β − Y (0) (B) ξ∆0

+ Y (0) (Pβ)
(
ξβ − a∆β ξ0

)
+G∆

M = 0. (36)

GM

定理 4　假设变换 (15)满足判据方程 (25)和

限制条件 (27)式, 则时间尺度上约束 Birkhoff系

统 (13)和 (11)存在新型守恒量 (35), 其中规范函

数  满足方程 (36).

定理 3为时间尺度上与约束 Birkhoff系统 (13)

和 (11)相应的自由 Birkhoff系统 (14)的Mei对称

性定理. 定理 4为时间尺度上非迁移约束 Birkhoff

系统的Mei对称性定理, (35)式是Mei守恒量. 

5   算　例

例 1　研究时间尺度上 Birkhoff系统, 设 Birk-

hoff函数和 Birkhoff函数组为 

B =
1

2

[
(a3)

2
+ 2a2a3 − (a4)

2
]
,

R1 = a2 + a3, R2 = 0, R3 = a4, R4 = 0. (37)

试研究该系统的Mei对称性与守恒量.

由方程 (8)得到 

∇
∇t

a2 +
∇
∇t

a3 = 0,−σ∇ (
a∆1 − a3

)
= 0,

∇
∇t

a4 − σ∇ (
a∆1 − a3 − a2

)
= 0,

− σ∇ (
a∆3 + a4

)
= 0. (38)

T = R如取  , 则方程 (38)成为 

ȧ2 + ȧ3 = 0, ȧ1 − a3 = 0,

ȧ4 − ȧ1 + a3 + a2 = 0, ȧ3 + a4 = 0. (39)

这是著名的 Hojman-Urrutia问题 [3,4]. 该问题本质

上不是自伴随的, 因此没有 Lagrange结构或 Hami-

lton结构.

下面来计算Mei对称性. 经计算, 有 

Y (0) (B) = ξ2a3 + ξ3 (a2 + a3)− ξ4a4,

Y (0) (R1) = ξ2 + ξ3, Y (0) (R2) = 0,

Y (0) (R3) = ξ4, Y (0) (R4) = 0. (40)

取生成函数为 

ξ0 = 1, ξ1 = aρ2 + aρ3 + ρ (t) ,

ξ2 = 2

(
1 +

a3
a2

)
, ξ3 = −2a3

a2
, ξ4 = 0, (41)

则 

Y (0) (B) = 0, Y (0) (R1) = 2,

Y (0) (R2) = Y (0) (R3) = Y (0) (R4) = 0. (42)

生成函数 (41)满足判据方程 (19), 因此它相应于系

统的Mei对称性. 将 (41)式代入方程 (29), 可解得 

GM = −2ρ (t) . (43)

由定理 1, 系统有Mei守恒量, 形如 

IM = 2 (a2 + a3) = const. (44)

(44)式表明 , 对于任意的时间尺度 , (44)式都是

Birkhoff系统 (37)的守恒量. 如取生成函数为 

ξ0 = 0, ξ1 = aρ2 sin ρ (t) + aρ4 cos ρ (t) + ρ (t) ,

ξ2 = 1 +
a3
a2

, ξ3 = −a3
a2

, ξ4 = 0, (45)

那么生成函数 (45)也是Mei对称的, 由方程 (29)得 

GM = aρ3 − a3 − ρ (t) . (46)

由定理 1, 得到Mei守恒量 

IM = a2 sin t+ a4 cos t+ a3 − aσ3 = const. (47)

T = R σ (t) = t

对于守恒量 (47), 如果系统是通常的 Birkhoff

系统, 即取  , 则  , 从而 (47)式给出 

IM = a2 sin t+ a4 cos t = const. (48)

T =hZ h> 0 σ (t) =

t+ h

这是通常意义下 Hojman-Urrutia问题的守恒量 [3].

如果是离散情形, 即取  , 这里  , 则 

 , 从而 (47)式成为 

IM = a2 (t) sin t+ a4 (t) cos t+ a3 (t)

− a3 (t+ h) = const. (49)
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h这是步长为  的离散版本的Mei守恒量.

例 2　研究时间尺度上广义 Birkhoff系统
 

B =
1

2
(a3)

2
+ a2, R1 = a3, R2 = a4,

R3 = R4 = 0, Φ1 = Φ2 = Φ3 = 0, Φ4 = −a4 (50)

的Mei对称性与守恒量.

广义 Birkhoff方程 (10)给出
 

∇
∇t

a3 = 0,
∇
∇t

a4 + σ∇ = 0,

− σ∇ (
a∆1 − a3

)
= 0, − σ∇a∆2 = −σ∇a4. (51)

计算Mei对称性, 由于
 

Y (0) (B) = ξ3a3 + ξ2, Y (0) (R1) = ξ3,

Y (0) (R2) = ξ4, Y (0) (R3) = Y (0) (R4) = 0,

Y (0) (Φ1) = Y (0) (Φ2) = Y (0) (Φ3) = 0,

Y (0) (Φ4) = −ξ4, (52)

将 (52)式代入判据方程 (22), 有解
 

ξ0=0, ξ1=aρ4 + 2t, ξ2=−a3, ξ3=1, ξ4=0,
(53)

 

ξ0=0, ξ1=aρ3 + 2t, ξ2=−a3, ξ3=1, ξ4=0.
(54)

(53)式和 (54)式相应于系统的 Mei对称性 . 将

(53)式代入方程 (33), 解得
 

GM = −t. (55)

由定理 2, 系统有Mei守恒量, 形如
 

IM = a4 + σ (t) = const. (56)

GM=−2t同理, 相应于生成函数 (54),   , 由定理 2得
 

IM = a3 = const. (57)

(56)式和 (57)式是由 Mei对称性 (53)和 (54)导

致的Mei守恒量.

例 3　研究时间尺度上约束 Birkhoff系统
 

B =
1

2
(a3)

2
+ (a4)

2 − ga1 sinφ,

R1 = a3, R2 = a4, R3 = R4 = 0, (58)

约束为
 

f1 = a1 − a2 = 0,

f2 = a3 − 2a4 = 0. (59)

g φ试研究其Mei对称性与守恒量, 其中  和  是常数.

方程 (13)给出
 

∇
∇t

a3 − σ∇g sinφ = σ∇λ1,
∇
∇t

a4 = −σ∇λ1,

− σ∇ (
a∆1 − a3

)
= σ∇λ2,

− σ∇ (
a∆2 − 2a4

)
= −2σ∇λ2. (60)

由方程 (59)和方程 (60), 解得
 

λ1 = −1

3
g sinφ, λ2 =

1

3
(a3 − 2a4) , (61)

因此有
 

P1 = − 1

3
g sinφ, P2 =

1

3
g sinφ,

P3 =
1

3
(a3 − 2a4) , P4 = −2

3
(a3 − 2a4) . (62)

做计算
 

Y (0) (B) = ξ3a3 + ξ4a4 − ξ1g sinφ, Y (0) (R1) = ξ3,

Y (0) (R2) = ξ4, Y (0) (R3) = Y (0) (R4) = 0,

Y (0) (P1) = Y (0) (P2) = 0, Y (0) (P3) =
1

3
(ξ3 − 2ξ4) ,

Y (0) (P4) = −2

3
(ξ3 − 2ξ4) . (63)

取生成函数为
 

ξ0 = 0, ξ1 =
2aρ3 + aρ4
g sinφ

,

ξ2 =
2aρ3 + aρ4
g sinφ

, ξ3 = 2, ξ4 = 1, (64)

则
 

Y (0) (B) = 2a3+a4−2aρ3 − aρ4

= 2ν (t) a∇3 + ν (t) a∇4 =
5

3
gµ (t) sinφ,

Y (0) (R1) = 2,

Y (0) (R2) = 1, Y (0) (R3) = Y (0) (R4)=0,

Y (0) (Pβ) = 0 (β = 1, · · · , 4) , (65)

µ (t) = σ (t)− t ν (t) = t−

ρ (t)

其中   为向前互差函数 ,   

 为向后互差函数. 由判据 4, 生成函数 (64)相

应于系统的 Mei对称性. 将 (65)式代入方程 (36),

解得
 

GM = −5t. (66)

由定理 4, 系统有Mei守恒量, 形如
 

IM =
3

g sinφ
(2a3 + a4)− 5σ (t) = const. (67)

 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 24 (2021)    244501

244501-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


6   讨　论

T = R σ (t) = t

µ (t) = 0

如果取时间尺度  , 则前跳算子  ,

互差函数  , 因此上述结果退化为通常意义

下 Birkhoff系统、广义 Birkhoff系统和约束 Birkh-

off系统连续版本的变分原理、Birkhoff方程和

Mei对称性定理.

T = R例如, 对于自由 Birkhoff系统, 当取  时,

原理 (2)成为 

δA=δ
∫ t2

t1

[Rβ (t, aγ (t)) ȧβ −B (t, aγ (t))] dt=0.

(68)

方程 (8)成为 

d
dt
Rβ +

∂B

∂aβ
− ∂Rγ

∂aβ
ȧγ = 0. (69)

由判据方程 (19)容易得到 

σ∇a∆β
∂Y (0) (Rβ)

∂t
+

∇
∇t

Y (0) (B)− σ∇ ∂Y (0) (B)

∂t

= ȧβ
∂Y (0) (Rβ)

∂t
+

d
dt
Y (0) (B)− ∂Y (0) (B)

∂t

=

[
∂Y (0) (Rγ)

∂aβ
− ∂Y (0) (Rβ)

∂aγ

]
ȧβ ȧγ = 0, (70)

于是, 定理 1退化为下述推论 1.

推论 1 　假设变换 (15)满足判据方程 (19),

则自由 Birkhoff系统 (69)的Mei对称性导致如下

形式的守恒量: 

IM = Y (0) (Rβ) ξβ − Y (0) (B) ξ0 +GM, (71)

GM其中  是规范函数, 满足 

Y (0)
[
Y (0) (Rβ)

]
ȧβ − Y (0)

[
Y (0) (B)

]
+ Y (0) (Rβ) ξ̇β − Y (0) (B) ξ̇0 +GM = 0. (72)

推论 1是通常意义下自由 Birkhoff系统连续

版本的 Mei对称性与守恒量定理 [7]. 而方程 (68)、

方程 (69)和方程 (71)就是通常意义下自由 Birk-

hoff系统连续版本的 Pfaff-Birkhoff原理、Birk-

hoff方程和Mei守恒量.

T = hZ h > 0

σ (t)= t+ h µ (t)=h

如果取时间尺度   , 常数   , 则前跳

算子  , 互差函数  . 此时, 原理 (2)

成为 

δA = δ
t2−h∑
τ=t1

{
Rβ (τ, aγ (τ)) [aβ (τ + h)− aβ (τ)]

−B (τ, aγ (τ))h
}
= 0, (73)

方程 (8)成为 

Rβ (t, aγ (t))−Rβ (t− h, aγ (t− h))

+
∂B

∂aβ
(τ, aγ (τ))h− ∂Rα

∂aβ
(τ, aγ (τ))

× [aα (τ + h)− aα (τ)] = 0, (74)

则定理 1退化为下述推论 2.

推论 2　假设变换 (15)满足判据方程 (19), 则

自由 Birkhoff系统 (74)的Mei对称性导致如下形

式的守恒量: 

 

IM = Y (0) (Rβ) ξβ (t+ h)− Y (0) (B) ξ0 (t+ h) +GM (t+ h)

+

t−h∑
τ=t1

ξ0 (τ)

{[
aβ(τ + h)− aβ(τ)]

∂Y (0) (Rβ)

∂τ
(τ, aγ (τ)) + Y (0) (B) (τ, aγ (τ))

− Y (0) (B) (τ − h, aγ (τ − h))− h
∂Y (0) (B)

∂τ
(τ, aγ (τ))

}
, (75)

GM其中  是规范函数, 满足 

Y (0)
[
Y (0) (Rβ)

] [
aβ(t+ h)− aβ(t)

]
− Y (0)

[
Y (0)(B)

]
h+ Y (0)

(
Rβ

)[
ξβ(t+ h)

− ξβ(t)
]
− Y (0)(B)

[
ξ0(t+ h)− ξ0(t)

]
+
[
GM(t+ h)−GM(t)

]
= 0. (76)

h

推论 2是通常意义下自由 Birkhoff系统离散

版本的 Mei对称性与守恒量定理. 而方程 (73)—

(75)就是通常意义下自由 Birkhoff系统离散版本

步长为   的 Pfaff-Birkhoff原理、Birkhoff方程和

Mei守恒量. 

7   结　论

对称性和守恒量一直是分析力学研究的一个

重要方面. 经典的对称性主要有 Noether对称性
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和 Lie对称性. Mei对称性是本质上不同于前两种

对称性的一种不变性 , 它可以导致 Mei守恒量 .

Mei守恒量不同于 Noether守恒量, 是一种新的

守恒量 . 本文提出并研究了时间尺度上非迁移

Birkhoff系统的Mei对称性定理.

一是提出了时间尺度上非迁移 Pfaff-Birkhoff

原理和广义 Pfaff-Birkhoff原理, 导出了时间尺度

上 Birkhoff系统 , 包括自由 Birkhoff系统、广义

Birkhoff系统和约束 Birkhoff系统的动力学方程.

主要结果是原理 (2)和 (5), Birkhoff方程 (8), (10)

和 (13).

二是定义了时间尺度上非迁移 Birkhoff系统

的Mei对称性, 并导出了它的判据方程. 主要结果

是 4个定义和 4个判据.

三是提出并证明了时间尺度上非迁移 Birkhoff

系统、非迁移广义 Birkhoff系统和非迁移约束

Birkhoff系统的Mei对称性定理. 主要结果是 4个

定理, Mei守恒量 (28), (32)和 (35).

T = R T = hZ当取时间尺度  和  时, 文中定理给

出通常意义下自由 Birkhoff系统、广义 Birkhoff

系统和约束 Birkhoff系统的连续版本和离散版本

的 Mei对称性与守恒量定理. 由于除了实数集和

整数集以外, 时间尺度还可以有很多选择, 因此时

间尺度上 Birkhoff系统的 Mei对称性定理具有一

般性.
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Mei’s symmetry theorems for non-migrated Birkhoffian
systems on a time scale*

Zhang Yi †

(College of Civil Engineering, Suzhou University of Science and Technology, Suzhou 215011, China)
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Abstract

The Mei symmetry and its corresponding conserved quantities for non-migrated Birkhoffian systems on a

time  scale  are  proposed  and  studied.  Firstly,  the  dynamic  equations  of  non-migrated  Birkhoffian  systems

(including free Birkhoffian systems, generalized Birkhoffian systems and constrained Birkhoffian systems) on a

time  scale  are  derived  based  on  the  time-scale  Pfaff-Birkhoff  principle  and  time-scale  generalized  Birkhoff

principle. Secondly, based on the fact that the dynamical functions in the non-migrated Birkhoff’s equations still

satisfy the original equations after they have been transformed, the definitions of Mei symmetry on an arbitrary

time scale are given, and the corresponding criterion equations are derived. Thirdly, Mei’s symmetry theorems

for non-migrated Birkhoffian systems on a time scales are established and proved, and Mei conserved quantities

of Birkhoffian systems on a time scale are obtained. The results are illustrated by three examples.
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