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非均匀波导中的最大声能流透射及鲁棒性分析
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以变截面含可穿透散射体波导为模型, 理论研究声波在非均匀波导中的最大透射问题. 通过耦合简正波

理论构建模态域内透射矩阵和水平波数矩阵, 推导透射波能流的具体表达式, 分析任意入射波的能流透射率

随频率的变化, 进而讨论任意给定频率下能够产生最大能流透射率的最佳入射波, 并给出数组全透射声场算

例. 最佳入射波仅由可传播模态决定, 与衰逝模态无关. 利用衰逝模态不携带能流的特性, 讨论衰逝模态对产

生能流最大透射声场的影响, 并分析最大能流透射的鲁棒性. 在频率满足一定条件时, 全透射声场可能表现

出完美鲁棒性. 文中所述方法可延伸至多种非均匀波导以分析其中的能流最大透射问题.
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1   引　言

波在非均匀介质中传播时会受到多重散射的

作用, 影响以波为载体的信息或能量传递. 研究如

何使波克服反向散射作用或提高能量的透射率是

波动物理学的研究热点之一. Dorokhov[1,2] 在介观

物理学的研究中率先发现电子波能够在无序介质

内实现全透射. 能量 (流)的最大透射率为透射矩

阵最大奇异值的平方, 全透射时该值为 1, 产生最

大透射的入射波为最大奇异值对应的右奇异矢

量 [3,4]. 当介质内无吸收时, 非均匀介质内部波场对

应的解空间仅由全透射波场 (open channels)和全

反射波场 (closed channels)张成, 该现象被称为

双峰分布 (bimodal distribution)[5,6]. 电子波的全

透射决定了介观尺度上金属电导率的扰动上界

(maximal conductance fluctuations), 并且该上界

与金属样品的尺寸和无序程度无关 [7]. 然而, 由于

在介观尺度上测量透射矩阵及构建任意电子波包

均存在较大难度, 故难以观测到电子波的全透射现

象. 在宏观物理学领域, 随着空间光调制器和相位

控制技术的发展, 人为改变入射波以控制透射波或

反射波的相关研究取得了较大的进展. 在光学领域

的相关研究包括强化光波 [8−14] 或光激弹性波 [15] 的

透射或反射、强化或克服介质吸收 [16−18]、构建无反

向散射拓扑态 [19,20] 以及构造无反射超构材料 [21] 或

超构表面 [22,23] 等; 而在声学中, 对于相关问题的

探讨主要集中于强化波导内的声波透射研究. 例如

单一模态在特定频率下的全透射传播, 也称为入

射波与波导结构的“共振”[24−27], 利用时间反转不

变性实现声波在穿过非均匀介质后形成空间聚

焦 [28−30] 或时空同时聚焦 [31], 或设计声超构材料以

实现声隐身 [32]、声聚焦 [33] 或全吸收 [34,35] 等. 上述

的强化声透射手段中, 单一模态的全透射限制了入

射波的波形、聚焦的机理主要基于透射矩阵测量和

相位共轭处理、而超构材料的原理在于改变传播媒
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介以匹配入射声场. 尽管在声学领域对非均匀波导

强化声透射问题的相关研究已经取得诸多进展,

但是依然存在一些问题需要解决. 以大气或浅海

波导为例, 作为典型的天然非均匀介质, 其内部

物理参数较难人为改变, 只能通过改变声源以实

现高质量声通信或强化声透射. 而对于任意给定

波导, 如何确定内部声透射能力的上限和对应的入

射波条件仍有待研究. 另外, 若考虑工程实现声

波的强化透射作用, 最大透射声场是否具备抗干

扰性能也值得讨论. 这些问题在声超构材料结构

和参数设计以及复杂介质高效声通信等领域具

有指导意义.

本文主要解决两个问题: 一是分析任意入射波

形发生最大声透射时所需的激发频率; 二是分析任

意频率下产生最大能流透射时所需的入射波形

条件. 本文以变截面含可穿透散射体波导为模型,

基于透射矩阵提出一个系统地研究波导内最大

声透射问题的方法, 其中透射矩阵通过耦合简正

波理论 [36,37] 构建. 对于本文选取的波导结构, 文

献 [36, 37]均无法独立求解内部的声传播问题, 也

难以直接构建透射矩阵 . 但是 , 经研究发现 , 文

献 [37]在处理单层介质参数连续变化波导内声传

播问题的过程中, 提出了一种普适的化简方法, 可

将 Helmholtz方程简化为忽略边界矩阵的耦合偏

微分方程. 本文结合该化简方法以及不变截面含散

射体波导模型中耦合矩阵的形式 [36], 推导出一阶

耦合偏微分方程 (文中 (6)式)并构建出透射矩阵.

利用透射矩阵给出模态域内任意入射波的能流透

射率随频率变化关系以及任意频率下实现能流最

大透射的入射波表达式, 并在低频 (仅存在 1—2

阶可传播模态)条件下对全透射声场及其鲁棒性进

行分析. 上述方法在任意频段, 对任意形状散射

体、任意形状边界或其他类型边界条件均适用, 亦

可对 2.5维或 3维波导中的能流最大透射问题提

供理论借鉴. 

2   任意入射波的最大声透射

本节分析任意给定入射波的最大声透射问题.

首先利用耦合简正波理论构建模态域透射矩阵, 接

着通过透射矩阵给出能流透射率在模态域内的表

达式. 在固定入射波的条件下, 能流透射率仅为频

率的函数. 分析透射率随频率的变化可发现能流最

大透射时的频率, 亦可求取对应声场. 本节以平面

波即第零阶本地简正波为例分析固定入射波的最

大声透射问题, 文中方法适用于任意入射波的能

流最大透射问题, 例如平面波、高阶简正波、点声

源等. 

2.1    理　论

(x, y) ∈ (−∞,+∞)× [0, h (x)]

x ∈ [0, L]

y = h (x) y = 0

ρ0, c0 ρ1, c1

x ∈ (L,+∞) x ∈ (−∞, 0)

pi x = 0

pr pt

exp (−iωt)

对于非均匀波导, 声波穿过非均匀区域产生的

输出 (透射波)或能流透射率由入射波、频率以及

波导结构共同决定. 固定波导结构, 仅考虑入射波

和频率对能流最大透射的影响. 波导选取为变截

面含散射体波导 , 结构见图 1. 波导所在区域为

 , 可化分为两个子区

域. 子区域 1:   为散射区域, 声波在该区域

内可发生声散射. 在子区域 1内波导上、下边界的

表达式分别为  ,   ; 散射体呈圆形. 波

导与散射体的密度和声速分别为  和  , 均

为实数. 子区域 2:    和   , 分

别为透射区域和反射区域. 在子区域 2内介质参数

和边界水平不变, 声波在该区域内不会产生背向散

射, 即子区域 2内的透射波和反射波不会影响子区

域 1中的声场结果. 上、下边界皆为刚硬边界. 任

意简谐入射波   从   处输入, 与散射区域作用

后分别在子区域 2中产生反射波  和透射波  , 入

射与散射场叠加后的总声场满足如下 Helmholtz

方程 (省略时间因子  ): 

∇ ·
(
1

ρ
∇p
)
+
ω2

ρc2
p = 0, (1)

ω其中 p 为声压;    为角频率. 在本问题中, 方程可

改写为  
∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
+
ω2

c20
p = 0, 散射体外,

∂2p

∂x2
+
∂2p

∂y2
+
ω2

c21
p = 0, 散射体内.

(2)

 

i t









0, 0 
1
, 

1

r

图 1    变截面含散射体非均匀波导示意图

Fig. 1. Configuration of the inhomogeneous waveguide with

varying cross-sections and one scatterer. 
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声压满足的边界条件和连续性条件分别为  
∂yp (y = 0) = 0, ∂np (y = h (x)) = 0,

p∂Ω+ = p∂Ω− ,
1

ρ0

∂p

∂n

∣∣∣∣
∂Ω+

=
1

ρ1

∂p

∂n

∣∣∣∣
∂Ω−

,
(3)

∂Ω n

∂/∂n =
[
1 + (∂xh)

2]−0.5
(∂/∂y − ∂xh∂/∂x)

其中   表示散射体边界 ;    代表法线方向 ,

 .

ψn (y;x)

分析任意入射波的能流透射率需要获得任意

入射波产生的透射波形式, 并分别计算二者的能流

表达式, 其中入射波与透射波间的关系可利用透射

矩阵表征. 本节使用耦合简正波理论化简 (2)式并

构建透射矩阵. 选取均匀刚硬波导中的本征函数

 作为局部基函数, 其表达式为: 

ψn (y;x) =

√
2− δn0
h (x)

cos
(
nπy
h (x)

)
. (4)

利用基函数对声压进行展开得到: 

p (x, y) =

N−1∑
n=0

pn (x)ψn (y;x), (5)

pn

∫ h(x)

0

ψ∗
m · dy

pn (x)

sn (x)

其中   为声压在基函数上的展开系数, N 为模态

的截断数. 要求截断数一般略大于波导中的可传播

模态数. 对 (2)式在基函数上作投影, 即  ,

利用文献 [37]中的化简方法结合文献 [36]中耦合

矩阵的表达式, 可获得关于展开系数  和附加

量  的一阶耦合偏微分方程: 

d
dx

(
p
s

)
=

(
−A−1B A−1

D −C BTA−1

)(
p
s

)
, (6)

p s pn (x) sn (x)

sn (x) pn (x)

其中向量  和  中元素分别为  和  , 附加

量  与  满足关系: 

sm =

N−1∑
n=0

Amnp
′
n +Bmnpn, (7)

Amn Bmn A B

[y = β (x) ,

y = α (x)] Amn Bmn

(7)式中  与  分别为矩阵  与  中的元素,

假设散射体的上、下边界参数分别为  

 ,   与  的表达式为 [36]
 

Amn (x) = δmn +

(
ρ0
ρ1

− 1

)∫ β

α

ψ∗
mψndy,

Bmn (x) =

∫ h

0

ψ∗
m∂xψndy +

(
ρ0
ρ1

− 1

)∫ β

α

ψ∗
m∂xψndy.

(8)

C D Cmn Dmn(6)式中矩阵  和  的元素分别为  和  , 其

表达式为 

Cmn (x) = k2

(
δmn +

(
ρ0c

2
0

ρ1c21
− 1

)∫ β

α

ψ∗
mψndy

)
,

Dmn (x) =

(
nπ
h (x)

)2

δmn +

(
ρ0
ρ1

− 1

)∫ β

α

∂yψ
∗
m∂yψndy,

(9)

k = ω/c0 Amn Bmn Cmn Dmn其中  为介质波数.   ,   ,   和 

均存在解析表达式.

Y (x)

Q (x) s = Y p p (L) =

Q (x)p (x)

Ymn (L) = iδmnkn (L) kn (L) =√
k2 − (nπ/h (L))2

Q (x) = I I

R T pr (0) =

Rpi (0) pt (L) = Tpi (0) pi (0) pr (0) pt (L)

R T

为了构建透射矩阵, 引入导纳矩阵  和传

播算子  分别满足如下关系:   和 

 . 导纳矩阵满足Riccati方程, 初条件为模

态域辐射条件  , 其中 

 . 传播算子满足一阶微分方程,

初始条件为  , 其中  为单位阵. 导纳矩阵

和传播算子的求解可参考文献 [38, 39], 本文不再

赘述. 反射矩阵  和透射矩阵  的定义为:  

 ,   , 其中  ,   和 

分别为入射波、反射波和透射波的模态展开系数向

量. 由导纳矩阵和传播算子可推得   和   的表达

式为 [40]
 

R = (Y0 + Y (0))
−1

(Y0 − Y (0)) ,

T = Q (0) (I +R) . (10)

Y0 ikn (0)式中,   为  组成的对角阵. 任意入射波产生

的声场可写作: 

p (x, y) =



ΨT (y;x)Q−1 (x)Q (0) (I +R)pi (0) ,

0 ⩽ x < L,

ΨT (y;x) exp (Y (L) (x− L))Tpi (0) ,

x ⩾ L.
(11)

接着给出入射波和透射波的能流模态域表达

式. 入射波能流的定义为 

Efi =
1

2ω
Im

(∫ h(0)

0

ρ−1p∗i ∂xpidy

)
. (12)

x = 0− → 0

∂xpi (0) = Y0pi (0)

由于在  时介质水平不变, 利用 (5)式结合

水平波导中的模态域辐射条件   ,

可得 

Efi =
1

2ωρ0
Im
(
pH
i (0)Y0pi (0)

)
, (13)

其中上标“H”代表共轭转置. (13)式可化简为 

Efi =
1

2ωρ0
pH
i (0)Re (K (0))pi (0) , (14)

K (0) kn (0) kn (0)式中,    为   组成的对角阵. 由于   代
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x = 0− kn (0)

Re (K (0))

表  处的水平波数, 所以  为纯实数或纯

虚数, 分别表示可传播模态或衰逝模态. 因而矩阵

 为正实数和零构成的对角阵, 其对角线

上的零元素代表衰逝模态不传播能量, 对入射波能

流无贡献. 同理可得, 透射波能流的表达式为 

Eft =
1

2ωρ0
pH
t (L)Re (K (L))pt (L) . (15)

因而能流透射率 G 可写作: 

G (k,pi) =
Eft

Efi
=

pH
t Re (K (L))pt

pH
i Re (K (0))pi

=
pH
i T

HRe (K (L))Tpi

pH
i Re (K (0))pi

. (16)

T K(16)式中的透射矩阵  和水平波数矩阵  受波导

结构与频率 (或波数 k)共同影响. 透射矩阵可由耦合

简正波法构建、水平波数矩阵可由辐射条件推得.

当波导结构不变时, 二者仅为频率的函数. 所以当

给定任意入射波时, 能流透射率 G 仅与频率有关. 

2.2    数值结果

h (x) = 1.25− 0.25 cos (0.4πx)

L = 5 (L/2, 0.5)

0.4 ρ0 = 1000 kg/m3 c0 =

1500 m/s ρ1 = 1500 kg/m3

c1 = 1700 m/s k ∈ [0.005π, 3π]

N = 10

1−G

图 2给出利用 (16)式算得的平面波 (第零阶

简正波)能流透射率随频率的变化曲线. 波导上边

界表达式为   ; 散射区

域最大距离   , 散射体圆心位于   , 半

径为  ; 介质密度为  , 声速为 

 , 散射体密度为   , 声速为

 ; 频率的取值范围为   ;

模态截断数   . 距离和频率相关参数已经由

无量纲化处理. 从图 2中可以看出, 在某些特定频

率时, 平面波可以实现近乎全透射. 利用上述方法

可以观察任意声波实现最大透射的频率, 从而分析

任意入射波的最大透射特性. 此外, 从图 2中也可

以发现, 在某些频率下, 平面波也可以实现近乎零

透射. 根据能量守恒定律可知, 当波导中不存在吸

收时,    表示能流反射率的变化特性. 当声波

实现全透射时, 必然随之发生零反射, 反之亦然.

因而无论是考虑吸声性能最优化 (全透射)还是隔

声性能最优化 (全反射)问题, 本方法均适用. 值得

一提的是, 文献 [41]同样可研究波导中单阶模态的

优化透射特性. 与之相比, 本文中的方法基于数值

上更易实现的耦合简正波理论, 可以分析任意入射

波 (不局限于单阶模态)的最大透射或反射特性,

相当于对文献 [41]的延伸和进一步发展.

k = 0.95π k = 0.735π

x = L/2

x = 0

x≪ 0

x ⩾ L

图 3(a)和图 3(b)依次给出平面波发生能流全

透射和零透射时对应的声压幅值分布, 声波频率分

别为   和   , 声场由 (11)式计算

得到. 从图 3(a)中可以看出, 当波导结构表现出空

间对称的特点时, 产生全透射的声场亦会随之呈现

空间对称特性, 即总声场关于   对称. 该对

称性是一种普遍性质, 即使对一个无序的对称非均

匀波导, 发生全透射时的声场也将表现出相同的对

称特性 [42]. 从图 3(b)中可以看出明显的平面波全

反射现象. 需要强调的是, 本文中全反射和全透射

针对的对象是能流, 并非声压, 能流的全透射 (全

反射)并不代表声压的全透射 (全反射). 从图 3(a)

中可以看出明显的声反射现象 (  附近声场并

非平面波), 其原因在于发生全透射时的反射波仅

由衰逝模态决定, 而衰逝模态并不传播能量, 故

而声场中存在反射波与能流的全透射之间并不矛

盾. 但是, 在  处观察时将难以发现反射波. 与

图 3(a)中结果类似, 图 3(b)中声场虽然实现了能

流的零透射, 但是在  区域仍能观察到透射波

的存在, 而且可以观察到透射波以衰逝波形式进行

传播, 透射波并不携带能流, 此时声波实现了能流

的全反射.

k = 0.95π
f = 712.5 k = 0.735π
f = 551.25 x ⩾ 6

712 551

为了验证图 3中全透射和零透射的有效性, 利

用有限元数值商用软件 COMSOL重构图 3中的

声场. 平面波产生全透射时的波数   对应

频率    Hz, 零透射时波数   对应

频率    Hz. 使用相同波导结构, 在  

区域设置完美匹配层, 对频率取整并利用 COMSOL

软件计算频率分别为  和   Hz时平面波产生

的声场, 结果分别如图 4(a)和图 4(b)所示. 通过

与图 3对比可以看出, COMSOL计算获得的声场

与本文提出方法所获得的声场高度一致, 证明了全

透射和零透射的有效性.

 

0 0.5

0.735

0.95

1.0

1.45

1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.5

1.0

/p

图 2    平面波能流透射率随频率变化曲线

Fig. 2. Energy flux  transmittance  as  a  function  of   fre-

quency when injecting a plane wave. 
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
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f = 712

f = 551

图 4    (a) Comsol计算平面波能流全透射声场 (   Hz);

(b) Comsol计算平面波能流零透射声场 (   Hz)

f =

712

f =

551

Fig. 4. (a) Wave field calculated by Comsol with unity en-

ergy  flux  transmittance  generated  by  a  plane  wave  ( 

  Hz); (b) wave field calculated by Comsol with zero en-

ergy  flux  transmittance  generated  by  a  plane  wave  ( 

  Hz).
 

对于任意其他类型的入射波, 利用文中所述方

法, 首先获得入射波的模态展开系数向量, 接着利用

构建获得的透射矩阵和水平波数矩阵结合 (16)式

获得能流随频率的变化关系, 重复上述相同步骤即

可发现该入射波产生能流最大透射的频率并给出

对应的声场结果. 

3   任意频率下的最大声透射

根据前述分析可知, 在波导结构不变时, 能流

透射率由频率和入射波决定 (见 (16)式). 第 2节

中已经分析了以平面波为例任意入射波能流透射

率随频率的变化, 并讨论了产生最大声透射时的频

率和对应声场. 本节将研究任意频率下, 产生能流

最大透射的入射波表达式及对应声场. 

3.1    理　论

Gmax

根据 (16)式可知, 不同的入射波将产生不同

的能流透射率. 但由于散射特性和能流守恒规律的

限制, 能流的透射率应存在上界. 能流透射率的上

界  的定义为 

Gmax (k) = max
pi

Eft

Efi

= max
pi

pH
i T

HRe (K (L))Tpi

pH
i Re (K (0))pi

. (17)

Gmax

popt
i

Gmax popt
i

当波导结构不变时,   只由频率决定. 能够产生

能流最大透射的入射波被称为最佳入射波, 最佳入

射波的模态展开系数由符号  表示. 能流最大透

射率的计算以及最佳入射波的选取相当于对所有

可能入射波产生的能流透射率的优化. 通过对 (17)式

进行化简, 可求取   与   的表达式, 具体过程

如下.

Re (K (L))

Re (K (L)) Re (K (L)) = MH (L)M (L)

M (L)
√

Re (kn (L))

Re (K (0)) = MH (0)M (0)

L2

由于矩阵   为对角阵 , 且各元素均

为非负实数 , 因而可利用 Cholesky分解将矩阵

 表示成   , 其

中   为对角阵, 各元素为   . 同理

可得,     . 此时可将 (17)式

简化为向量  范数形式: 

Gmax (k) = max
pi

∥M (L)Tpi∥22
∥M (0)pi∥22

. (18)

Np (x)

M (0) Np (0)×Np (0)

pi Np (0)

pi Np (0)

M (L)

Np (L)×Np (L) pi

pt = Tpi

x = L

T Np (L)×Np (0)

假设波导中任意位置可传播模态的数目为  ,

对于非零入射波能流, 只有可传播模态起作用, 因

而   可降维至   矩阵而不改变

(18)式的结果. 假设  的前  个元素对应传播

模态, 则  中仅前  个元素对入射波能流有贡

献. 对于 (18)式中的分子项,   可同理降维至

 矩阵. 另外, 若   中只包含衰逝模

态分量 , 透射波   中的结果依然只包含

 处的衰逝模态分量, 原因在于能流不可能“无

中生有”, 所以透射矩阵  可降维至 

而不改变 (18)式的结果. 此时 (18)式可化简为 [43]
 

Gmax (k) = max
M(0)pi

∥∥(M (L)TM−1 (0)
)
M (0)pi

∥∥2
2

∥M (0)pi∥22

= max
[
σ
(
M (L)TM−1 (0)

)]2
, (19)

σ
(
M (L)TM−1 (0)

)
M (L)TM−1 (0)

M (0)

其中  表示矩阵 

的奇异值. 值得强调的是, 降维后的矩阵   可

 

1.5
(a)

1.0

0.5

0





0 321 4 5 6
0

1.375

1.000

0.500

1.5
(b)

1.0

0.5

0





0 321 4 5 6

6

4

2

k = 0.95π
k = 0.735π

图  3    (a) 平面波能流全透射声场 (  ); (b) 平面

波能流零透射声场 (  )

k = 0.95π

k = 0.735π

Fig. 3. (a) Wave field with unity energy flux transmittance

generated by a plane wave (  ); (b) wave field with

zero  energy  flux  transmittance  generated  by  a  plane  wave

(  ). 
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M−1 (0) x = 0

M (0)

逆. 具体地说,   为  处可传播模态对应

水平波数开根式后取倒数构成的对角阵. 在矩阵分

析中, 不考虑衰逝模态的作用时, 矩阵   在可

传播模态张成的解空间中可逆. (19)式的推导利用

了矩阵诱导 2范数的定义, 即矩阵的诱导 2范数等

于其最大奇异值.

popt
i

M (L)TM−1 (0)

产生能流最大透射的最佳入射波  表达式可

通过对降维后的矩阵  进行奇异值

分解得到. 根据奇异值分解可得 

M (L)TM−1 (0) = UΛV H, (20)

U V

Np (L)×Np (L) Np (0)×Np (0) Λ

Np (L)×Np (0) σm

m = 1, 2, · · ·min (Np (0) , Np (L))

其中  和  分别为左、右奇异向量组成的矩阵, 二

者分别为  和  酉阵;  

为  对角阵, 各元素为  , m 的取值

范围为   , 且由大至

小降序排列. 根据矩阵相乘的性质, 存在如下关系: 

TM−1 (0)vm = σmM−1 (L)um, (21)

vm um U V

M−1 (L) M−1 (0)

其中   和   分别为矩阵   和   的第 m 个列向

量,    与   类似. 由 (21)式可知, 实

现能流最大透射的最佳入射波模态展开系数为 

popt
i = M−1 (0)v1. (22)

x = L pt = σ1M−1 (L)u1

Gmax =

σ2
1

M (L)TM−1 (0)

x = 0

p (0) = (I +R)popt
i

M (L)TM−1 (0)

σm ⩽ 1

对应   处的输出为   , 将输出

和输入代入 (16)式可得能流的最大透射率为 

 . 因此, 通过奇异值分解, 可以同时获得能流最

大透射率和对应的最佳入射波, 能流最大透射率为

矩阵   最大奇异值的平方, 最佳入

射波的模态展开系数由最大奇异值对应的右奇异

矢量决定. 最终  处声场的展开系数表达式为

 , 代表入射和反射的叠加场. 对

于声波导, 介质内不存在可对声波能量产生增益的

因素, 背向散射和吸收成为阻碍声波透射的主要

因素, 因而对于矩阵   , 其奇异值

 恒成立. 至此, 基于耦合简正波理论 (构建

透射矩阵)和模态域辐射条件 (构建水平波数矩

阵), 可以获得非均匀波导在任意频率下可实现的

能流最大透射率及对应所需的最佳入射波, 进而分

析其产生的声场以及对应的传播现象. 

3.2    数值结果

k = 1.45π
使用相同的波导结构, 本文选取图 2中平面波

能流透射率较小的频率   , 研究能流的

最大透射率、对应的最佳入射波以及对应声场. 结

M (L)TM−1 (0)

Np (0) = Np (L) = 2

vT1n M−1 (0)v1 Np (0)

x = L/2

k ∈ (0, π)

Gmax (k) G (k) k ∈ (0, π)

果如图 5所示 . 图 5(a)给出选定频率时 , 矩阵

 的奇异值平方分布. 在当前频率

下,    , 只存在两阶可传播模态,

图 5(a)表现出了典型的双峰分布 [5,6], 即奇异值平

方非零即 1. 根据前述分析可知, 奇异值为 1代表

对应入射波可实现能流的全透射, 奇异值为 0代表

实现能流的零透射 (这里等价于全反射). 图 5(a)

表明, 与光学或介观物理中的高频情况条件对比,

即使对于仅有两阶可传播模态的低频条件, 波在非

均匀波导中依然有存在全透射的可能性. 需要注

意的是, 对于不同的波导结构, 奇异值可能表现出

多种的分布特性, 不局限于双峰分布现象. 图 5(b)

画出产生能流最大透射的最佳入射波幅值分布,

图 5(c)给出最佳入射波的模态展开系数 , 其中

 为   的前   个元素 . 可以看出 ,

最佳入射波由可传播的第零阶模态 (平面波)和第

一阶模态共同决定. 图 5(d)画出最佳入射波产生

的声场, 此时声波近乎实现能流的全透射, 声场

亦近似表现出关于   的轴对称分布. 另外,

对于本文中所使用的波导结构 , 当频率选取在

 范围时, 波导内仅存在一阶可传播模态,

即平面波. 此时最大声透射问题与平面波透射问题

等价, 平面波的能流透射率即为能流最大透射率,

因此   曲线与图 2中的   在   区

间内完全重合.
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图 5    (a) 奇异值平方分布; (b) 最佳入射波幅值分布; (c) 最

佳入射波的模态展开系数 ; (d) 产生能流最大透射的声场 .

波导参数与图 2中使用的一致, 频率  

k = 1.45π

Fig. 5. (a) Distribution of squares of singular values; (b) modu-

lus of the optimal incident wave; (c) expansion coefficients

of the optimal incident wave; (d) wave field with the maxi-

mum energy flux transmittance. The geometry of the wave-

guide  is  same  as  that  in  Fig.  2,  and  the  frequency  is

 . 
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4   衰逝模态的影响及最大声透射的
鲁棒性

根据 (14)式可知, 衰逝模态不传播能量, 所以

不影响能流的大小. 但是衰逝模态会影响波导中的

声场结果, 尤其是水平变化区域的近场结果 [44]. 本

节将考虑衰逝模态对最大声透射的影响并分析最

大声透射的鲁棒性. 图 6(a)给出当图 3(a)中入射

平面波叠加衰逝模态时产生的声场, 图 6(b)给出

当最佳入射波 (图 5(b))叠加衰逝模态时产生的声

场. 图 6(a)中的入射波为 

pi (0, y) = ξ (ψ0 (0, y) + ψ2 (0, y)) , (23)

ξ max
y

|pi (0, y)| = 1其中  为归一化系数, 满足  . 图 6(b)

中的入射波为 

pi (0, y) = ξ
(
popt
i (0, y) + ψ2 (0, y)

)
. (24)

与图 3(a)和图 5(d)对比可知, 声场发生了明显的

改变, 但是能流的透射率保持不变. 由该现象可推

得两点结论: 一是在波导结构和频率参数固定的

条件下, 能够产生能流全透射的声场解并不唯一.

图 6(a)和图 6(b)中的声场虽然与图 3(a)和图 5(d)

相差甚远, 但两图中的能流依然为全透射. 二是波

导结构对于能流最大透射具有较强的鲁棒性, 其原

因在于波导结构天然地限制了垂直方向振荡快于

波长的波成分传播, 因为振荡速度快于波长的波的

模态成分仅对应衰逝模态, 不携带能流, 无法改变

能流透射率. 当入射声波存在一定的随机干扰时,

大部分干扰对能流的透射率并无影响, 因此波导结

构对于能流的优化透射天然具有较强的鲁棒性.

事实上, 从图 6(a)中可以发现具有完美鲁棒

性的平面波最大声透射现象. 在图 6(a)或图 3(a)

对应的参数条件下, 有且仅有第零阶简正波, 即平

面波可以传播, 其余各阶简正波皆为衰逝模态. 此

时无论入射平面波上叠加何种形式干扰, 干扰后的

入射波一定会被分解成可传播的平面波和其他高

阶简正波成分, 其中平面波实现能流的全透射, 而

高阶简正波不传播能量. 最终无论干扰后的声场形

式如何改变, 在该频率下能流永远为全透射. 因此

当波导中仅存在一阶可传播模态且在满足要求的

频带内存在使该模态实现能流全透射的频率时, 对

应的全透射现象呈现出完美鲁棒性, 无视任何干扰

的影响.

图 5(d)中的全透射声场无法表现出完美鲁棒

性, 这里对其鲁棒性进行分析. 当最佳入射波存在

随机干扰时, 干扰后的入射波表达式可写作: 

pi (0, y) = ξpopt
i (0, y) (1 + α (y)) exp (iπβ (y)) , (25)

α (y) β (y) [−0.5, 0.5]

popt
i (0, y)

±50% [−π/2, π/2]

2× 105

−3.01%

式中,    与   均为   区间内均匀分布

的随机函数. (25)式相当于在最佳入射波 

上叠加了  的随机幅度起伏以及  的

随机相位起伏, 将该干扰入射波输入至波导内可经

由 (16)式计算对应的能流透射率. 经过   次

蒙特卡罗分析后, 算得能流透射率的相对标准差为

 , 能流透射率的期望为 0.974. 从统计数据

上看波导中的能流最大透射呈现出了较高的鲁棒

性. 图 7中给出一组最佳入射波存在随机起伏时产

生的声场, 声场结果与图 5(d)相似, 声场亦呈现出

一定的空间对称特性, 此时的能流透射率为 0.985.

声场在一定程度上可认为实现了能流的全透射.
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图 7    最佳入射波存在随机扰动时的声场

Fig. 7. Wave field  generated  by  a  disturbed  optimal   incid-

ent wave.
 

接着考虑高频条件下, 即可传播模态较多时,

能流最大透射的鲁棒性. 图 8给出不同频率下, 最

佳入射波存在 (25)式形式的随机干扰时, 能流透

射率的期望和相对标准差的变化曲线. 其中任意频

率下的最佳入射波均按照 (20)式—(22)式独立求

 

1.5
(a)
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0




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0

1.0

0.5

1.5
(b)

1.0
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


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0

图  6    (a) 图 3(a)情况下平面波叠加衰逝模态后的声场 ;

(b) 图 5(d)情况下最佳入射波叠加衰逝模态后的声场

Fig. 6. (a) Wave field generated by a plane wave mixed by

evanescent  modes  in  the  case  of  Fig.  3(a);  (b)  wave  field

generated by  the  optimal  incident  wave  mixed  by   evanes-

cent modes in the case of Fig. 5(d). 
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2× 105

k ∈ [1.2π, 9.95π]

取, 求取后对其叠加随机干扰再经过   次蒙

特卡罗分析后求得能流透射率的期望和相对标准

差. 图 8中频率选取范围为  . 由图 8

可以明显地看出, 在选取频率范围内, 能流透射率

的期望均在 0.95以上, 近乎为全透射; 而相对标准

差的绝对值均在 5%以内, 可认为具有较高的抗干

扰能力. 因而非均匀波导中的全透射具有高鲁棒

性, 能够更易于工程实现. 

5   讨　论

文中方法所基于的耦合简正波理论可用于求

解多种非均匀波导内的声传播问题, 求取过程不含

任何近似处理, 能够给出稳定准确的声场解, 适用

于深入分析波导中的各种声传播问题.

1)文中分析最大声透射的方法同样适用于含

吸收散射体波导, 散射体是否含吸收并不改变透射

矩阵及水平波数矩阵的构建方式, 方法仍然适用.

但透射率曲线, 最佳入射波以及对应声场会受到

影响.

2)对于含声速剖面或介质参数变化问题, 透

射矩阵的构建可参考文献 [37], 水平波数矩阵的构

建可参考文献 [45]. 分析最大声透射问题的步骤仍

可参照 (17)式—(22)式. 故该方法可对部分浅海

波导中的最大声传播问题提供参考.

3)文中所使用的耦合简正波法已被证明适用

于分析弹性非均匀板中的兰姆波传播问题 [46], 故

结合文中分析最大声透射的方法可分析弹性声超

构材料中的兰姆波最大透射特性.

4)文中方法对分析最大声反射问题同样适用.

此外, 考虑实验构建最佳入射波时, 文献 [47]

已证明以半波长为间隔稀疏输入最佳入射波可重

构原入射波的传播特性, 因此通过合理地选取各采

样点处声源的源级和初相, 结合能流最大透射对最

佳入射波的幅度和相位扰动具有强鲁棒性的特点,

能够构建出满足要求的入射波, 为工程实现提供一

定的可行性. 

6   结　论

本文提出了一种分析非均匀波导中能流最大

透射问题的方法, 理论推导出入射波与任意位置声

场的映射关系并给出透射波能流的表达式, 进而分

析发生最大声透射时声波需要满足的频率条件或

波形条件. 能流表达式主要由透射矩阵、水平波数

矩阵及入射波决定, 其中透射矩阵和水平波数矩阵

均可利用耦合简正波法构建. 本文讨论了任意声波

入射时能够实现最大声能流透射的频率及对应声

场解, 以及任意频率下能够实现最大声能流透射的

入射波及对应声场解. 结果表明, 即使在频率较低

的情况下, 声能流也可能存在全透射现象. 值得注

意的是, 声能流的零反射不代表声压的零反射, 声

场中存在反射波与能流的全透射之间并不矛盾, 原

因在于反射波中可以存在不传播能流的衰逝模态

成分. 此外, 波导中的最大能流透射具有较强的鲁

棒性, 尤其是当波导中仅存在一阶可传播模态时,

该模态的能流全透射能够表现出完美鲁棒性. 本文

提出的方法在复杂介质声通信或超构材料设计分

析中具有一定的应用价值.
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Abstract

Inhomogeneity in a medium will  cause wave scattering, influencing the transfer of energy or information.

However, it is possible to prepare a prescribed wavefront which propagates through an inhomogeneous medium

with  unity  flux-transmittance.  This  phenomenon  is  first  predicted  in  the  context  of  mesoscopic  electron

transport.  Another  remarkable  phenomenon  is  the  bimodal  distribution  of  the  transmission  singular  values,

which implies that in a lossless medium the full solution space in the scattering region can be spanned only by

open  channels,  which  are  completely  transmitted,  and  closed  channels,  which  are  completely  reflected.  In

mesoscopic physics, random-matrix theory is usually utilized to deal with the statistical properties of matrices

with randomly distributed entries since the medium is assumed to be randomly fluctuating. In this paper, we

propose a method of systematically studying the maximal flux transmission through an inhomogeneous acoustic

waveguide. The model is chosen to be a waveguide with varying cross-sections and a penetrable scatterer, and

the method is based on the coupled mode theory. This method can be used to analyze the frequency of nearly

complete transmission for an arbitrary incident wave, and to analyze the incident wave that is able to generate

the  maximal  flux-transmittance  for  any  given  frequency.  We  construct  the  transmission  matrix  and  the

horizontal  wavenumber  matrix  by  using  orthonormal  basis  functions,  and  give  the  expression  of  flux-

transmittance. Then the optimal incident wave which brings the maximal transmittance through the scattering

region  is  derived  based  on  singular  value  decomposition.  The  optimal  incident  waves  are  independent  of  the

evanescent modes since evanescent modes do not transfer any energy. But the evanescent modes can give rise to

the  multivaluedness  of  wave  solutions  with  complete  flux  transmission.  Considering  the  fact  that  acoustic

waveguides can naturally resist the influence of highly oscillating perturbations since most of them correspond

to evanescent modes), the maximal flux transmission in waveguide is thus found to be highly robust. Especially

at a specific  frequency,  the complete wave transmission has perfect robustness.  This proposed method can be

generalized to any other frequency, to other types of scatterers, or to other kinds of boundary conditions, and

can provide guidance in designing acoustic metamaterials and in highly efficient communication.
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