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基于平均场近似的 BP 算法求解随机块模型*
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1) (安徽大学互联网学院, 合肥　230039)

2) (安徽大学物理与材料科学学院, 合肥　230601)
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(2021 年 3 月 16日收到; 2021 年 7 月 29日收到修改稿)

置信传播 (BP)算法作为推断概率图模型的主流算法是求解随机块模型中联合概率分布的重要方法之

一. 但现有的方法要么在处理核边结构问题上存在精度不足问题, 要么在理论的推导上存在近似太多, 导致

求解过程复杂且难以理解问题, 或两个问题均存在. 当然, 精度不足也是由近似多造成的. 导致理论近似多且

推导复杂的主要原因, 是随机块模型推断过程中求解联合概率分布并不是直接套用 BP算法, 即处理的图 (网

络)与概率图模型的图不统一. 因此, 本文利用平均场近似修正联合概率分布, 使其完全匹配 BP算法的迭代

公式, 这样使得在理论推导上简单易懂. 最后通过实验验证, 该方法是有效的.

关键词：随机块模型, 置信传播算法, 联合概率分布, 平均场近似
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1   引　言

复杂系统可以用复杂网络进行建模, 而复杂网

络主要由点与边组成. 在现实中, 点与边的信息是

可以直接或间接 [1] 获取的, 如在航空网络系统中
[2], 节点为机场, 如果机场之间具有航班, 就存在一

条边; 科学家合作网络 [3], 节点表示科学家, 如果两

个科学家有合作就存在一条边等. 这些简单的点与

连边关系可以帮助我们揭示复杂系统的隐藏信息,

如节点的属性, 可以对应着节点在系统中属于哪个

功能块或组织 [4]. 如航空网络中的核心与外围 (边

缘)机场 [5], 科学家合作网络中的特定研究领域的

小组 [6] 等. 因此, 如何通过节点的连边信息去探测

这些中尺度结构, 如社团结构、核边结构 (核心-边

缘), 是一个重要的科学问题, 这些问题得到了来自

各个领域学者的研究.

社团结构的描述为社团内部紧密相连, 而社团

之间连接稀疏 [6]. 社团结构的探测方法已经有很多,

主要有基于模块度的方法 [7−9]、谱划分的方法 [4,10]、

矩阵分解的方法 [11,12]、基于动力学的方法 [13,14]、随

机块模型的方法 [15,16] 以及其他方法 [17,18]; 核边结

构的描述为核与核紧密相连, 核与边紧密相连, 边

与边连接稀疏 [19,20]. 相较于社团结构, 对核边结构

探测方法的研究相对较少. 主要有给定某种中心性

指标, 然后通过截断选取最重要的一部分节点作为

核心节点 [21,22]; 定义核边结构的指标, 然后利用最

优化方法求解 [23,24]; 通过随机块模型探测核边结

构 [25,26] 以及其他方法 [5,27−29].

可以看出, 随机块模型在解决社团结构与核边

结构的探测问题上都是行之有效的 [25]. 随机块模

型是一种生成模型, 可以生成具有模块结构的网
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γ γr

γr

k × k

prs

γ

k = 2 p11 > p12, p22 >

p12 p11 ⩾ p12 ⩾ p22

络 [15]. 即首先给定 n 个节点, 随机分配到 k 个模块

中. 假设向量  表示每个模块的规模, 即  表示第

r 个模块的大小占总节点个数的比例, 则每个节点

就以   的概率分配到第 r 模块中. 然后给定一个

 的关联矩阵 p (对称矩阵), 任意两个节点 (一

个节点属于模块 s, 一个节点属于模块 r)以   的

概率相连. 这样就可以得到一个以参数  与 p生成

的随机网络. 如, 当   时, 如果  

 , 生成的网络具有社团结构; 如果  ,

生成的网络具有核边结构.

γ给定特定参数  与 p, 可以生成具有社团结构

或核边结构的网络. 也就是说, 如果一个网络具有

社团或核边结构, 那么可以通过学习该模型 (即模

型参数), 来确定它是怎么生成的, 以此来探测哪些

节点属于哪个社团, 或者哪些节点属于核, 哪些节

点属于边. 因此, 随机块模型不仅可以用来探测社

团结构 , 还可以用来探测核心边缘结构 . 其中

EM算法是学习该模型的重要方法 [16,25,26,30,31], 而

通过联合概率公式, 确定边际概率又是 EM算法的

关键部分与难点. 基于马尔科夫链的蒙特卡罗方

法 (MCMC)是解决该难点的一种较好的方法 [30],

但是由于采样空间非常大, 会造成时间复杂度过

高、精度低的问题. 置信传播 (BP)算法 [32] 可以很

好地解决上述问题 [16,25,26,31], 因此被广泛用来解决

社团或核边结构的探测问题. BP算法用来推断马

尔科夫随机场中的边际概率, 当马尔可夫网络是树

状图时, 具有精确解; 当马尔可夫网络是稀疏的,

会得到近似精确解 [33].

应用 BP算法解决社团结构的探测问题时, 由

于网络的稀疏性, 在公式的推导中关于节点邻居可

以忽略不计的近似是合理的 [16,31], 但是处理核边结

构探测问题时, 这种近似却是致命的, 因为核节点

具有天然的大度性质. 因此, 在另外一篇文章中,

我们对 BP算法进行了稍微的改进 (IBP), 就可以

很好地解决此问题 [25]. 但是伴随而来的就是

IBP算法的推导过程中, 需要进行大量的近似处

理, 以及各种模糊的推导, 并不是可以套用 BP算

法公式 [34]直接得到的. 同样的道理, BP算法解决

社团结构的探测问题时, 即使其中各种近似是合理

的, 也会存在上述不能套用 BP算法公式直接得到

的情况. 这使得即使 BP或 IBP算法在社团划分

或核边结构探测中能得到很好的结果, 但是推导过

程却是复杂且难于理解, 或者说是不那么精确的.

因此, 本文从平均场近似 [35] 的角度出发, 先应用平

均场近似对联合概率进行处理, 得到可以完全匹

配 BP算法的形式, 然后再套用 BP算法公式 (而

不是以往的先套用公式, 然后在公式里近似处理),

在不需要任何修改、近似以及假设的情况下直接得

到求解边际概率的迭代公式. 使得随机块模型解决

社团结构或核边结构探测问题时, 既可以保证结果

的精度, 又可以保证理论的简单明了、有理有据. 

2   知识回顾

随机块模型最直接的用处就是按照某种需求

生成具有某种模块结构的人工网络. 例如在社团探

测中, 就可以用随机块模型生成具有社团结构的人

工网络, 以此来评估社团挖掘算法的好坏. 但是本

文将用到它的另外一个重要应用, 就是通过学习随

机块模型中的参数使其最好地匹配给定网络, 从而

揭示给定网络的结构. 显然, 这是一个参数估计问

题, 可以采用最大似然估计的方法进行解决 [16,25,26]. 

2.1    最大似然估计

Aij = 1

Aij = 0

γ P (A|p,γ)
P (A|p,γ)

γ

gi

最大似然估计研究的是给定什么样的参数可

以使得似然函数的值最大, 也就是使得已经发生的

事件概率最大. 假设给定一个无权无向网络的邻接

矩阵A, 其中  表示第 i 个节点与第 j 个节点

相连,   表示不相连. 在随机块模型中, 当给

定参数 p与   , 则似然函数就可以用   来

表示. 因此, 需要最大化  , 以此求解 p与

 , 从而来揭示网络的结构. 但是, 通过观察可以发

现, 似然函数里包含一个隐形变量 g, 其中  表示

节点 i 所属的模块. 因此有 

P (A|p,γ) =
∑
g

P (A, g|p,γ)

=
∑
g

P (A|g,p,γ)P (g|γ)

=
∑
g

∏
i<j

pAij
gigj (1− pgigj )

1−Aij

∏
i

γgi

 . (1)

可以看出, 最大化公式 (1)是一个含有隐变量的最大

似然估计问题, 因此可以应用 EM算法进行求解 [36]. 

2.2    EM 算法求解随机块模型

EM算法在理论推导上是根据詹森不等式不

断求解对数似然函数的下界函数最优值, 以此逐渐

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 22 (2021)    228901

228901-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


收敛到原始函数的最优值. 因此, 对 (1)式取对数,

然后根据詹森不等式有 [25,26]:
 

log
∑
g

P (A, g|p,γ)

⩾
∑
g

q (g) log
P (A, g|p,γ)

q (g)

∆
= L (p,γ) , (2)

其中
 

q (g) =
P (A, g|p,γ)∑
g

P (A, g|p,γ)

=

∏
i<j

pAij
gigj

(
1− pgigj

)1−Aij
∏
i

γgi∑
g

∏
i<j

pAij
gigj

(
1− pgigj

)1−Aij
∏
i

γgi
. (3)

q(g) = P (g|A,p,γ)

γ

可以看出 ,    , 表示给定一个网

络, 在参数 p与  给定的条件下, 该网络每个节点

分配为 g的概率, 这是一个联合概率.

L (p,γ)

L (p,γ)

当 (3)式成立的情况下, (2)式等号成立, 所以

最大化公式 (1)问题可以转化为最大化   问

题. 对  进一步推导有:
 

L (p,γ) =
∑
g

q (g) log
P (A, g|p,γ)

q (g)

=
∑
g

q (g) log

[∏
i<j

pAij
gigj

(
1− pgigj

)1−Aij
∏
i

γgi

]
−
∑
g

q (g) log q (g)

=
∑
g

q (g)

{∑
i<j

[
Aij log pgigj + (1−Aij)

× log
(
1− pgigj

) ]
+
∑
i

log γgi

}
−
∑
g

q (g) log q (g)

=
1

2

∑
i ̸=j

∑
rs

[
Aijq

ij
rs log prs + (1−Aij)

× qijrs log (1− prs)
]

+
∑
ir

qir log γr −
∑
g

q (g) log q (g),
(4)

q(g) qir其中  的边际概率  表示节点 i 属于群组 r的概率:
 

qir =
∑
g

q (g) δgi,r, (5)

q(g) qijrs  的边际概率  表示节点 i 属于群组 r的概率

且节点 j 属于群组 s的概率:
 

qijrs =
∑
g

q (g) δgi,rδgj ,s. (6)

gi = r δgi,r = 1 δgi,r = 0如果  , 则  , 否则  . ∑
r
γr =

1

对 (4)式求解最大值 (满足约束条件 

 ), 应用拉格朗日乘子法可以得到: 

prs =

∑
i ̸=j

Aijq
ij
rs∑

i ̸=j

qijrs
, (7)

 

γr =
1

n

∑
i

qir. (8)

γ qir

qijrs γ

qir

根据上述推导过程, 可以得到一个迭代公式. 即首

先初始化 p与   , 根据 (3)式计算边际概率   与

 , 然后根据 (7)式与 (8)式计算新的 p与   , 重

复上述过程直到收敛为止. 最后可以通过收敛的边

际概率  的值对每个节点进行划分. 其中, 当需要

探测社团结构时, 只需初始化 p为具有社团结构形

式的关联矩阵, 如果需要探测核边结构时, 则需要

初始化 p为具有核边结构形式的关联矩阵.

prs

qijrs

需要注意的是, 在应用 (7)式求解  时, 需要

计算任意节点对之间的  值, 这将花费大量的计

算时间. 因此可以化简为  ∑
ij

qijrs =
∑
g

q (g)
∑
i

δgi,r
∑
j

δgj ,s

=
∑
g

q (g)nrns = ⟨nrns⟩ ≈ ⟨nr⟩ ⟨ns⟩ , (9)

nr =
∑

i
δgi,r ⟨· · · ⟩其中  ,   表示期望. 于是有

 

⟨nr⟩ =
∑
g

q (g)
∑
i

δgi,r

=
∑
i

∑
g

q (g) δgi,r =
∑
i

qir. (10)

所以 (7)式可以写成: 

prs =

∑
i ̸=j

Aijq
ij
rs∑

i

qir
∑
j

qjs
. (11)

应用 (11)式代替 (7)式只需要计算有边的节

点对的两节点边际概率, 这将很大程度上减少计算

量, 特别是在稀疏网络. 而且在 BP算法中这种处

理更显得尤为必要, 后面将进一步介绍.

kn

q(g)

qir qijrs

到这里并没结束, 通过遍历所有构型 (  种构

型)的方法根据 (3)式求解全概率  以此求解边

际概率   与   是显然不可行的 . 因此如何根据
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qir qijrs(3)式求解边际概率   与   是 EM算法的难点 ,

也是关键部分. 下面将介绍两种求解方法: MC采

样和 BP算法, 并分析他们在处理社团与核边结构

探测中存在的不足之处. 

2.3    马尔科夫链蒙特卡罗方法 (MCMC)

g = [g1, g2, · · · , gn]T

gt = [gt1, g
t
2, · · · , gtn]T

这里应用 MCMC模拟的方法按照联合概率

公式 (3)对网络的划分构型 (即  )

进行采样. 本文将采用单分量 Metropolis-Hastings

(M-H) 方法 [37]. 设   表示在马

尔科夫链中第 t 轮迭代后的状态, 其中每一轮迭代

都需要对每个分量的状态进行一次迭代更新.

t+ 1

gt+1
i

gt+1
−j t+ 1

例如 , 在   轮迭代中 , 已经迭代好的分量

(第 i 个分量)的状态记为  . 假设要对第 j 个分

量进行采样, 首先设  表示在  轮迭代中在对

第 j 个分量进行处理时, 其他分量的状态. 特别地,

当对每一轮的各个分量进行迭代是按照顺序处理

时, 有: 

gt+1
−j = [gt+1

1 , gt+1
2 , · · · , gt+1

j−1, g
t
j+1, · · · , gtn]T.

(12)

gtj ĝt+1
j

q(gtj , ĝ
t+1
j ) =

q(ĝt+1
j , gtj) = 1/k

gtj ĝt+1
j

把第 j 个分量的状态  随机变为一种状态  , 因

为有 k 个模块 , 所以建议转移概率  

 . 根据 (3)式, 按照 M-H 规则接

收这种状态 (从状态  变为状态  )的概率:
 

α(gtj , ĝ
t+1
j ) =

min

1,

[∏
i ̸=j

p
Aij

gigt
j

(
1− pgigt

j

)1−Aij
]
γgt

j[∏
i ̸=j

p
Aij

giĝ
t+1
j

(
1− pgiĝt+1

j

)1−Aij
]
γĝt+1

j

 ,

(13)
gi(i ̸= j) gt+1

−j (0, 1)

µ µ ⩽
α(gtj , ĝ

t+1
j ) gt+1

j = ĝt+1
j gt+1

j = gtj

qir qijrs

式中  为  中分别对应的量. 在区间 

内 按 均 匀 分 布 取 出 一 个 数 记 为   , 如 果  

 , 则   , 否则   . 当每一

轮所有结点的状态更新完以后 (也可以不按顺序更

新), 再进行下一轮的更新. 在更新的轮数足够大的

情况下, 采样的分布收敛到 (3)式的概率分布, 因

此可以通过统计估计出边际概率  与  .

kn但是, 由于所有构型共用  种可能, 在网络较

大的情况下, 采样空间巨大, 很难收敛到 (3)式的

概率分布, 从而造成计算结果产生误差, 并且不稳

定. 下面介绍一种快速求解边际概率的方法, 即

BP算法. 

2.4    BP 算法
 

2.4.1    BP算法简介

G(V ,E)

vi ∈ V xi

(vi, vj) ∈ E xi xj

vi ϕi(xi)

(vi, vj) ∈ E ψij(xi, xj)

BP算法可以用来推断马尔科夫随机场 (又称

为概率图模型)中的边际概率 [33]. 在本文中, 考虑

一种特殊的概率图模型—成对图模型. 成对图模

型定义在一个无向图   上 , 每一个顶点

 表示 X中的一个随机变量   , 每一条边

 表示随机变量   与   之间的某种依赖

关系. 给定每个节点   一个点位势   , 以及每

一条边   一个边位势   , 则在该

成对马尔科夫网上的分布为 

P (X) =
1

Z

∏
(i,j)∈E

ψij (xi, xj)
∏
i∈V

ϕi (xi) , (14)

其中 Z 为归一化常数, 通常称为配分函数.

求解 (14)式这个联合概率的边际概率可以通

过 BP算法迭代公式求得, 迭代过程如下 [34]: 

vi→j (xi) ∝ ϕi (xi)
∏

k∈N(i)/j

∑
xk

ψik (xi, xk) vk→i (xk),

(15)
 

bi (xi) ∝ ϕi (xi)
∏

k∈N(i)

∑
xk

ψik (xi, xk) vk→i (xk),

(16)

N(i) vi vi→j (xi)

vj xi bi(xi) xi

其中,   表示节点  的邻居,   为概率图

修改后 (即删除节点  )   的边际概率,   为 

的边际概率. 另外还可以得到一条边上两个节点的

联合概率: 

bij (xi, xj) ∝ ψij (xi, xj) vi→j (xi) vj→i (xj) . (17) 

2.4.2    BP算法求解随机块模型

g = [g1, g2, · · · , gn]T

(vi, vj) Aij = 1 ψij(gi, gj) =

Pgigj Aij = 0 ψij(gi, gj) = 1−
Pgigj vi ϕi(gi) = γgi

对于联合概率公式 (3), 可以看成是一个马尔科夫

网上的概率分布. 在这里, 马尔科夫网是一个全连

通图, 且随机变量为  . 对于一对

节点  , 如果  , 其边位势为 

 , 如果   , 其边位势为  

 , 节点   的点位势为   . 所以根据

BP 算法的迭代公式 (15), 当 j 节点是 i 节点的邻

居时, 可以得到 [26,31]:
 

ηi→j
r =

γr
Zi→j

∏
k∈V /N∗(i)

∑
s

ηk→i
s (1− prs)

∏
k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s prs, (18)
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ηi→j
r vi→j(xi)

vj vi

Zi→j N(i) vi

N∗(i) = N(i)
∪
{i}

其中“消息”  对应于 (15)式中的  , 在这

里可以理解为移除节点   ,    属于模块 r的概率.

 表示配分函数 ,    表示节点   的邻居 ,

 . 为了更方便更快捷地计算, 需

要做两个假设, 会得到两个近似.

vj vi

ηk→i
s ≈ qks

假设 1　如果第 j 个节点不是第 i 节点的邻居,

移除节点  对节点  属于模块 r的概率没有影响,

即有   ;

V /N∗

f(V /N∗) ≈ f(V ) f(∗)

假设 2　当网络规模很大且很稀疏的时候, 对

集合  中所有元素做运算近似于对集合 V中

所有元素做运算, 即有  , 其中 

代表某种运算.

根据上述两个假设, 有:
  ∏

k∈V /N∗(i)

∑
s

ηk→i
s (1− prs)

≈
∏

k∈V /N∗(i)

∑
s

qks (1− prs)

≈
∏
k∈V

∑
s

qks (1− prs)

=
∏
k∈V

(
1−

∑
s

qksprs

)
, (19)

这是一个外场量. 所以 (18)式可以写成:
 

ηi→j
r =

γr
Zi→j

∏
k

(
1−

∑
s

qksprs

)

×
∏

k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s prs, (20)

其中配分函数为
 

Zi→j =
∑
r

γr
∏
k

(
1−

∑
s

qksprs

)
×

∏
k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s prs. (21)

qir根据 (16)式可以得到边际分布  :
 

qir =
γr
Zi

∏
k

(
1−

∑
s

qksprs

) ∏
k∈N(i)

∑
s

ηk→i
s prs,

(22)

其中配分函数为
 

Zi =
∑
r

γr
∏
k

(
1−

∑
s

qksprs

) ∏
k∈N(i)

∑
s

ηk→i
s prs.

(23)

根据 (17)式可以得到一条边上两个点的联合概率:
 

qijrs =
ηi→j
r ηj→i

s prs∑
rs

ηi→j
r ηj→i

s prs
. (24)

qir qijrs

通过不停迭代 (20)式和 (22)式, 直到收敛, 然后

通过 (22)式与 (24)式即可计算出  与  .

V /N∗

上述算法在网络规模比较大且稀疏的时候是

适用的, 但是应用此方法探测核边结构, 就会存在

问题. 众所周知, 一个具有核边结构的网络的核节

点不仅和核节点紧密相连, 而且和边节点紧密相

连, 也就是说核节点与整个网络中的节点都是紧密

相连的, 具有天然的大度性质. 所以在假设 2中,

对集合   中所有元素做运算近似于对集合

V中所有元素做运算, 这种假设在核边结构的探

测中是不合理的, 有可能是错误的. 针对于此, 我

们在另外一篇文章中对 BP 算法进行了修正 [25],

可以很好地解决这个问题. 

2.4.3    修正后的 BP算法 (IBP)

首先对联合概率分布公式 (3)稍作处理, 可得: 

q (g) =

∏
i<j

p
Aij
gigj

(
1− pgigj

)1−Aij ∏
i

γgi∑
g

∏
i<j

pAij
gigj

(
1− pgigj

)1−Aij
∏
i

γgi

=

∏
i<j

(
pgigj

1−pgigj

)Aij (
1− pgigj

)∏
i

γgi

∑
g

∏
i<j

(
pgigj

1− pgigj

)Aij (
1− pgigj

)∏
i

γgi

, (25)

则每条边的信使为 [25,38]
 

ηi→j
r =

γr
Zi→j

∏
k∈V /{i,j}

∑
s

ηk→i
s (1− prs)

×
∏

k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

. (26)

给定一个假设:

V /{i, j}
假设 3　当网络很大且很稀疏的时候, 对集合

 中所有元素做运算近似于对集合 V中所

有元素做运算. 显然, 这个假设对结果的影响可以

忽略不计.

根据假设 1与假设 3可以得到下面近似:  ∏
k∈V /{i,j}

∑
s

ηk→i
s (1− prs) ≈

∏
k∈V /{i,j}

(
1−

∑
s

qksprs

)
≈
∏
k∈V

(
1−

∑
s

qksprs

)
,

(27)
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这是一个与 (19)式一样的外场量, 但是这里的近

似与 (19)式的近似相比 , 也就是假设 3与假设

2相比不会依赖节点度的大小, 所以更适用于具有

核边结构的网络. (26)式可以写成: 

ηi→j
r =

γr
Zi→j

∏
k

(
1−

∑
s

qksprs

)

×
∏

k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

, (28)

其中配分函数为 

Zi→j =
∑
r

γr
∏
k

(
1−

∑
s

qksprs

)

×
∏

k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

, (29)

qir则边际分布  为 [25,38]
 

qir =
γr
Zi

∏
k

(
1−

∑
s

qksprs

)

×
∏

k∈N(i)

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

, (30)

其中 

Zi =
∑
r

γr
∏
k

(
1−

∑
s

qksprs

)

×
∏

k∈N(i)

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

. (31)

根据 (17)式可以得到一条边上两个点的联合概率: 

qijrs =

ηi→j
r ηj→i

s

prs
1− prs∑

rs

ηi→j
r ηj→i

s

prs
1− prs

. (32)

prs
1− prs

prs

通过 (28)式, (30)式, (32)式与 (20)式, (22)式,

(24)相比, 可以发现算法改进后, 最终的结果仅仅

是  代替了  , 没有增加任何多余的计算复

杂度, 但是修改后的方法已经验证了更适用于含有

大度节点的网络 [25], 如核边结构网络.

改进后的算法虽然在结果上表现出来强大的

优势, 但是在理论推导上存在一定的问题. 根据

BP算法的计算信使公式 (15), 从联合概率公式

(25)并不能直接推导得到的信使迭代公式 (26)(这

种直接写法是参考文献 [35]). 这是因为概率分布

(vi, vj)

Aij = 1 ψij(gi, gj) = Pgigj

Aij = 0 ψij(gi, gj) = 1− Pgigj

公式 (25)相比 (3)式虽然做了变形处理, 但是两个

公式在数值上依然相等, 即在把一个全连通图当做

一个马尔科夫网的情况下, 对于一对节点   ,

如果   , 其边位势还是   , 如

果  , 其边位势也还是  .

所以说这里得到的信使迭代公式应该还是 (18)式

而不是 (26)式.

(vi, vj)

Aij = 1

ψij(gi, gj) = 1− Pgigj

ψij(gi, gj) =
Pgigj

1− Pgigj

Aij = 0

ψij(gi, gj) = 1− Pgigj

ψij(gi, gj) = 1− Pgigj (vi, vj)

qir ≈ ηi→j
r

(vi, vj) vj

vi vj vi

在这里如果想从概率分布公式 (25)得到相比

信使迭代公式 (18)更好的 (26)式, 换句话说, 如

果想得到比 BP算法更好的 IBP 算法, 可以按照

下面的思路去理解. 这里的马尔科夫网不仅仅是一

个全连通图, 还需要在全连通图上再加上 M (原网

络上边的个数)条额外边. 对于一对节点   ,

如果   , 马尔科夫网上的边就要看成两条

边 , 其边位势就分解成   与

 , 如果   , 其边位势还

是  . 这样理解以后, 就可以按

照 BP算法公式 (15)得到信使迭代公式 (26). 即

使这样, 根据假设 3与假设 2还是得不到最终的信

使迭代公式 (28), 在这里还应满足相比假设 2更严

格的假设 , 即 : 在马尔科夫网中所有边位势为

 的节点对  (包括原网络

中不存在边以及额外增加的存在边), 有  .

意思就是存在一些少部分节点对  , 即使  是

 的邻居也要近似处理, 即移除节点  对节点  属

于模块 r的概率的影响忽略不计. 总的来说, 虽然

改进后的 BP算法在实验结果上会表现出很好的

效果, 但是存在理论推导上比较复杂、近似处理的

过程太多、不易理解等问题. 

2.4.4    小　结

BP算法可以对联合概率公式 (3)与 (25)进行

求解, 以此得到两种迭代公式 (前者用 BP算法表

示, 后者用 IBP算法表示)求解边际概率. 但是都

存在一些问题: 1)在 BP 算法中, 要满足假设 1与

假设 2, 因此不适用核边结构的探测; 2)在 IBP算

法中, 虽然在实验中已经验证了比 BP算法有着更

好的性能, 但是在理论上处理得太过复杂, 还存在

一些在理论上不易理解的假设.

而且, 通过观察可以看出, 无论是 BP算法还

是 IBP算法所处理的马尔科夫网 (至少也是全连
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通图)都是与要处理的原始网络不一致的. 虽然原

始网络是稀疏的, 但是马尔科夫网络却是全连通

的, 这也造成了即使 BP算法与 IBP算法表现得

效果好, 却有所疑惑. 这是因为我们都知道: 当马

尔科夫网是树状网络, BP 算法是精确的, 当马尔

科夫网是稀疏的时候, BP算法是近似精确的.

所以, 下面将从另外一个角度出发, 即首先对

联合概率公式 (3)与 (25)进行近似处理 (而不是

在 BP算法的推理中近似处理), 得到一个新的概

率公式, 这个概率公式要满足两个条件: 1)由这个

公式导出的马尔科夫随机网与原始网络一致 ;

2)这个公式在形式上与 (14)式完全一致. 前者可

以保证马尔科夫网的稀疏性, 后者可以保证在应

用 BP算法的时候简洁明了且便于理解.
 

3   基于平均场近似的 BP算法

首先对联合概率公式 (3)进行平均场近似处理.

概率分布 (3)式可以表示为
 

q (g) ∝
∏
i<j

pAij
gigj

(
1− pgigj

)1−Aij
∏
i

γgi =[
exp

(∑
i<j

(1−Aij) ln(1− pgigj )

)]∏
i<j

pAij
gigj

∏
i

γgi .

(33)

hi =
∑

j ̸=i
(1−Aij) ln

(
1− pgigj

)
令   , 通过平均场

近似有
 

hMF
i =

∑
j ̸=i

∑
s

qjs (1−Aij) ln (1− pgis)

≈
∑
s

ln (1− pgis)
∑
j

qjs (1−Aij)

, (34)

再应用一次平均场近似, 即
  ∑

j

qjsAij ≈
di
n

∑
j

qjs, (35)

di =
∑

j
Aij vi其中   , 表示节点   的度. 则 (34)式可

以写成:
 

hMF
i =

∑
s

ln (1− pgis)

(
1− di

n

)∑
j

qjs

. (36)

因此联合概率公式 (3)经过两次平均场近似可以

写成:
 

q (g) ∝

[
exp

(∑
i

hMF
i

)]∏
i<j

pAij
gigj

∏
i

γgi

=
∏
i<j

pAij
gigj

∏
i

{
exp

[∑
s

ln (1− pgis)

×
(
1− di

n

)∑
j

qjs

]
γgi

}
. (37)

(vi, vj) ψij(gi,

gj) = Pgigj vi ϕi(gi) =

exp
[∑

s
ln (1− pgis)

(
1− di

n

)∑
j
qjs

]
γgi

把此联合概率分布定义为一个成对马尔科夫

网上的概率分布, 而且马尔科夫网与原始网络一

致. 其中, 对于一条边   , 其边位势为  

 , 对于一个节点   , 其点位势为  

 . 所以直

接根据 BP算法的公式 (15)—(17)式, 可以不经过

任何近似地得到:
 

ηi→j
r =

γr
Zi→j

exp

(∑
s

ln (1− prs)

(
1− di

n

)

×
∑
k

qks

) ∏
k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s prs, (38)

 

ηi→j
r =

γr
Zi→j

exp

(∑
s

ln (1− prs)

(
1− di

n

)

×
∑
k

qks

) ∏
k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s prs, (39)

 

qijrs =
ηi→j
r ηj→i

s prs∑
rs

ηi→j
r ηj→i

s prs
, (40)

Zi→j Zi其中配分函数  与  可以分别表示为
 

Zi→j =
∑
r

γr exp

[∑
s

ln (1− prs)

(
1− di

n

)∑
k

qks

]

×
∏

k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s prs,

(41)
 

Zi =
∑
r

γr exp

[∑
s

ln (1− prs)

(
1− di

n

)∑
k

qks

]

×
∏

k∈N(i)

∑
s

ηk→i
s prs.

(42)

上述迭代过程我们记为MFBP算法.

类似地, 针对 IBP算法处理过程, 也可以对联

合概率公式 (3)先进行变形、再平均场近似处理.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 22 (2021)    228901

228901-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


即概率分布 (3)式可以表示为 

q (g) ∝
∏
i<j

(
pgigj

1− pgigj

)Aij (
1− pgigj

)∏
i

γgi

=

exp
∑

i<j

ln
(
1− pgigj

)
×
∏
i<j

(
pgigj

1− pgigj

)Aij ∏
i

γgi , (43)

ĥi =
∑

j ̸=i
ln
(
1− pgigj

)
令  , 通过平均场近似有
 

ĥMF
i =

∑
j≠i

∑
s

qjs ln (1− pgis)

≈
∑

s

[
ln (1− pgis)

∑
j
qjs

]
. (44)

因此联合概率公式 (3)经过一次平均场近似可以

写成 

q (g) ∝

[
exp

(∑
i

h̃MF
i

)]∏
i<j

pAij
gigj

∏
i

γgi

=
∏
i<j

(
pgigj

1− pgigj

)Aij

×
∏
i

{
exp

[∑
s

ln

(
1− pgis

∑
j

qjs

)
γgi

}
. (45)

(vi, vj) ψij(gi, gj) =

pgigj
1− pgigj

vi ϕi(gi) =

exp
[∑

s
ln (1− pgis)

∑
j
qjs

]
γgi

把此联合概率分布定义为一个成对马尔科夫

网上的概率分布, 而且马尔科夫网与原始网络一致.

其中, 对于一条边  , 其边位势为 

 , 对于一个节点   , 其点位势为  

 . 所 以 直 接 根 据

BP 算法的公式 (15)—(17)式, 可以得到: 

ηi→j
r =

γr
Zi→j

exp

(∑
s

ln (1− prs)
∑
k

qks

)

×
∏

k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

, (46)

 

qir =
γr
Zi

exp

(∑
s

ln (1− prs)
∑
k

qks

)

×
∏

k∈N(i)

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

, (47)

 

qijrs =

ηi→j
r ηj→i

s

prs
1− prs∑

rs

ηi→j
r ηj→i

s

prs
1− prs

, (48)

Zi→j Zi其中配分函数  与  可以分别表示为 

Zi→j =
∑
r

γr exp

[∑
s

ln (1− prs)
∑
k

qks

]
×

∏
k∈N(i)/j

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

, (49)
 

Zi =
∑
r

γr exp

[∑
s

ln (1− prs)
∑
k

qks

]

×
∏

k∈N(i)

∑
s

ηk→i
s

prs
1− prs

. (50)

上述迭代过程记为MFIBP算法.

对比 BP算法与 MFBP算法、 IBP算法与

MFIBP算法的最终迭代公式, 发现不同的只是外

场量. 在节点个数足够多, 且网络比较稀疏的情况

下, BP与 IBP算法的外场都可以表示为 ∏
k∈V

[
1−

∑
s

qksprs

]
= exp

[∑
k

ln

(
1−

∑
s

qksprs

)]

= exp

(∑
s

∑
k

qksprs

)
.

di/n→ 0 ln (1− prs) → prs又因为,   且    , 则MFBP算

法的外场量可以近似为 

exp

[∑
s

ln
(
1− prs

)(
1− di

n

)∑
k

qks

]

→ exp

(∑
s

∑
k

qksprs

)
,

MFIBP算法的外场量可以近似为 

exp
[∑

s

ln ( 1− prs )
∑
k

qks

]
→ exp

(∑
s

∑
k

qksprs

)
.

可以看出: 理论上, 经过平均场近似后得到的

MFBP算法和 MFIBP算法在一定条件下分别与

原有的 BP算法和 IBP算法是等价的. 但是在理

论推导上, 平均场近似的方法要更简单合理且便于

理解. MFIBP算法与 MFBP算法相比较, 少了一

次平均场近似.

下面将对比 BP算法和 MFBP算法 , 以及

IBP算法和MFIBP算法实验上的效果. 

4   中尺度结构的探测

下面将在社团结构及核边结构探测上进行实

验验证. 在社团结构探测中, 为了验证不同算法探

测结果的好坏, 将采用 NMI指标进行衡量, 即 [39]: 
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NMI (X,Y ) =
2I (X,Y )

H (X) +H (Y )
, (51)

I(X,Y ) H(X)

H(Y )

其中, X 与 Y 分别为算法探测的结果以及真实的

结果;   表示 X 与 Y 之间的互信息;   与

 分别表示 X 与 Y 的信息熵.

F1

对于核边结构的探测结果的评价, NMI并不

是一个合理的指标, 这是因为核边结构的核与边的

地位并不是等价的. 所以将采用  指标进行衡量,

即 [40]: 

F1 = 2PR/(P +R), (52)

其中 , P 表示预测结果中 , 预测为正 (本文中为

核)的样本中预测正确的概率, R 表示数据样本中,

正样本中预测正确的概率. 

4.1    社团结构探测

γr

prs = cin/n(r = s)

prs = cout/n(r ̸= s) c =

首先采用随机块模型生成具有社团结构的基

准网络, 以此来验证 MFBP算法和 MFIBP算法

分别与 BP算法和 IBP算法的区别. 假设有 k 个模

块, 则每个节点就以  的概率分配到第 r模块中.

社团之间节点的连边概率定义为 

和   , 因此网络的平均度为  

∑
r<s

2γrγscout +
∑

r
γ2rcin  .

γr = 1/k

c = [cin + q (cout − 1)] /q

ε = cout/cin

ε < 1

ε = 1

n→ ∞

如果每个模块的大小一致, 即  , 则网

络的平均度为  . 定义模块外

部与社团内部的连接概率比为   . 所以,

当  时生成网络具有社团结构, 且越小社团结

构越明显; 当   时生成网络为 ER随机图. 当

 时, 网络检测社团结构会存在一个阈值 [38]: 

ε∗ = (
√
c− 1)/(

√
c− 1 + k), (53)

ε > ε∗

ε < ε∗
即, 如果   时, 各种社团算法都无法检测出社

团结构; 当  时, BP算法可以探测出社团结构.

从理论上, 前面的分析可以看出, 当网络节点

个数足够多 , 网络连接比较稀疏时 ,  BP算法、

MFBP算法、IBP算法以及MFIBP算法是近似等

价的, 通过图 1(a)可以验证, 所有结果为 10 次结

果的平均值 (下同). 通过图 1(b)—图 1(d)可以发

现 , 当网络连接稀疏且规模较小时 ,  BP算法、

MFBP算法、IBP算法以及MFIBP算法的结果也

是一致的 . 但是 , 在网络连接稠密的情况下 (如

图 2), 可以发现 MFBP算法要优于 BP算法, 且

与MFIBP算法、IBP算法一致. 
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n = 10000 c = 3 γ = [0.5, 0.5]T ε∗ = 0.27 n = 200 c = 10 γ = [0.5, 0.5]T

ε∗ = 0.520 n = 200 c = 10 γ = [0.3, 0.7]T n = 200 c = 10 γ = [1/3, 1/3, 1/3]T ε∗ = 0.419

图 1    稀疏基准网络社团结构探测　(a)   ,   ,   ,   ; (b)   ,   ,   ,

 ; (c)   ,   ,   ; (d)   ,   ,   ,  

n = 10000 c = 3 γ = [0.5, 0.5]T ε∗ = 0.27

n = 200 c = 10 γ = [0.5, 0.5]T ε∗ = 0.520 n = 200 c = 10 γ = [0.3, 0.7]T n = 200 c = 10

γ = [1/3, 1/3, 1/3]T, ε∗ = 0.419

Fig. 1. Community  structure  detection  in  sparse  benchmark  networks:  (a)    ,    ,    ,    ;

 (b)    ,    ,    ,    ;  (c)    ,    ,    ;  (d)    ,    ,

    .
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4.2    核边结构探测

PCC PCP

PPP PCC > PCP > PPP

PPP =

0.05 PCC = θ PCP = 0.6θ n = 200

生成具有核边结构特性的基准网络来验证

MFBP算法和 MFIBP算法分别与 BP算法和

IBP算法的区别. 给定 3个参数: 核与核的连边概

率  , 核与边的连边概率  , 以及边与边的连边

概率   , 当设置   时, 可以生成一

个具有核边结构的网络 [28]. 在本文中 , 设  

 ,    ,    . 网络的大小   ,

其中核节点的个数为 50, 边节点的个数为 150. 图 3

所示为 4种算法在不同参数基准网络的核边结构

的探测情况, 其中实验结果为 10次结果的平均值.

同样可以发现, MFBP算法要优于 BP算法, 且与

MFIBP算法、IBP算法一致. 在 BP 算法中, 当核

边结构足够明显时, 却表现出了较差的结果, 这是

因为核边结构明显, 意味着网络结构稠密, 特别是

核节点的度很大, 这会导致 (19)式关于用所有节

点集合近似邻居的补集变得极其不合理 , 而

MFBP算法、IBP算法以及MFIBP算法没有这方

面的缺陷.

F1

接着, 在美国航空网络上验证本文中的算法,

其中每个节点代表一个机场, 共有 332个节点; 每

条边表示两个机场具有航班, 共有 2126 条边 [5]. 应

用 BP 算法, 求解结果有 27 个核; 应用 MFBP算

法, 求解结果有 34个核; 应用 IBP算法, 求解结果

有 47 个核; 应用 MFIBP算法, 求解结果有 47个

核. 其中对应的参数结果见 (54)式—(57)式. 为了

验证上述 4个算法求得结果的精确性 , 采用

MCMC采样求解 EM算法, 共采样 1000 轮 (每轮

n 次), 得到的结果共有 47 核, 具体参数如 (58)式.

如果把 MCMC结果作为真实结果, 则 BP算法、

MFBP算法、IBP算法以及 MFIBP算法结果的

 值分别为 0.730, 0.840, 1.000以及 1.000. 从上

述结果可以看出, 在美国航空网络的核边结构实验

中, MFBP算法结果要优于 BP算法, MFIBP算

法结果与 IBP算法一致, 且接近精确解. 而且MFIBP

算法要优于 MFBP算法 , 这是因为 MFBP算法

比MFIBP算法多一次平均场近似.
 

γBP =

[
0.081
0.919

]
, pBP =

[
0.873 0.151
0.151 0.012

]
, (54)

 

γMFBP =

[
0.102
0.898

]
, pMFBP =

[
0.836 0.120
0.120 0.010

]
,

(55)
 

γIBP =

[
0.142
0.858

]
, pIBP =

[
0.711 0.074
0.074 0.008

]
, (56)

 

γMFIBP =

[
0.142
0.858

]
, pMFIBP =

[
0.713 0.074
0.074 0.008

]
,

(57)
 

γMCMC =

[
0.142
0.858

]
, pMCMC =

[
0.709 0.074
0.074 0.008

]
.

(58)
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n = 200 c = 50 γ = [0.5, 0.5]T ε∗ = 0.75 n = 200 c = 50 γ = [0.3, 0.7]T

n = 200 c = 30 γ = [1/3, 1/3, 1/3]T ε∗ = 0.599

图  2    稠密基准网络社团结构探测　(a)   ,   ,   ,   ; (b)   ,   ,   ,

(c)   ,   ,   ,  

n = 200 c = 50 γ = [0.5, 0.5]T ε∗ = 0.75

n = 200 c = 50 γ = [0.3, 0.7]T n = 200 c = 30 γ = [1/3, 1/3, 1/3]T ε∗ = 0.599

Fig. 2. Community  structure  detection  in  dense  benchmark  networks:  (a)    ,    ,    ,    ;

(b)   ,   ,   ; (c)   ,   ,   ,   .
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图 3    基准网络的核边结构探测

Fig. 3. CP structure detection in benchmark networks. 
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5   结　论

本文详细描述了随机块模型探测社团结构、核

边结构的理论, 以及 MCMC和 BP算法求解该理

论的方法, 并分析其优缺点. 通过理论分析以得到:

1)原始的 BP算法不适用于核边结构的探测 ;

2)修正后得到的 IBP算法, 虽然适用于核边结构,

但在理论上推导近似多且不明朗; 3)无论是 BP算

法还是 IBP算法, 所处理的马尔科夫网 (联合概率

分布), 既不是原始网络, 也不满足网络稀疏条件.

最后一条是造成随机块模型中 BP算法和 IBP算

法理论难以理解的主要原因. 针对于此, 本文首先

对联合概率分布进行平均场近似, 得到一个好的联

合分布函数, 然后可以直接套用 BP 算法理论, 且

在这一步不需要任何近似, 使得 BP算法求解随机

块模型这一套方法, 不仅在结果上效果显著, 而且

在理论上通俗易懂. 这种先通过平均场近似再套

用 BP 算法还适用于利用最小化哈密顿量 (关于模

块度的函数)探测社团结构的方法中 [38], 和本文一

样, 将使得理该论推导部分变得简单易懂.

本文的计算工作得到了安徽大学高性能计算平台的支持.
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Abstract

As a mainstream algorithm for inferring probabilistic graphical models, belief propagation (BP) algorithm

is one of the most important methods to solve the joint probability distribution in the stochastic block model.

However, existing methods either lead to low accuracy in dealing with the core-periphery structure problem, or

the theoretical derivation is difficult to understand due to a large number of approximation, or both exist. Of

course,  the  reason  for  low  accuracy  comes  from  too  many  approximations.  The  main  reason  for  many

approximations  and  complex  theoretical  derivation  is  that  the  joint  probability  distribution  in  the  inference

process of the stochastic block model is not directly solved by the BP algorithm, that is, the graph (network)

being processed is not consistent with the graph considered in the probabilistic graph model. Therefore, in this

paper,  a  mean-field  approximation  is  developed  to  modify  the  joint  probability  distribution  to  make  the  BP

algorithm match perfectly, which makes the theoretical derivation easy to understand. Finally, the effectiveness

of the proposed method is validated by the experimental results.
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approximation
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