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侧向局域共振超构板声振特性*
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(2021 年 3 月 30日收到; 2021 年 6 月 30日收到修改稿)

以侧向局域共振超构板为研究对象, 基于布洛赫定理及弯曲波传播理论, 建立了侧向局域共振超构板的

振动响应、声辐射功率及辐射效率理论计算模型, 同时建立了侧向局域共振超构板的有限元模型以验证理论

模型的有效性. 进一步开展了有/无周期附加侧向局域共振结构超构板的模态分析, 探索了侧向局域共振超

构板辐射声功率及辐射效率随频率变化的关系. 结果表明, 侧向局域共振超构板在两条特定频段 (带隙)内的

板面均方振速及辐射声功率远低于均匀平板, 而辐射效率却高于均匀平板. 本研究可为推进侧向局域共振超

构板在减振降噪领域的工程应用奠定理论基础.
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1   引　言

振动与声广泛存在于自然界中. 绝大多数振动

与噪声是有害的. 例如, 飞机起飞及降落时的振动

使得机身发生剧烈颤抖, 加之噪声使得舒适性降低;

工厂中设备运转产生的振动使得设备精度降低, 噪

声还会干扰附近居民的生活与工人的高效工作等.

高频噪声由于波长短易于衰减, 而低频波波长较

长, 易于发生衍射, 从而可以远距离传播, 这对于

水下航行器的隐蔽性而言极为不利. 因此, 低频振

动和噪声抑制已经成为实际工程中亟待解决的一

项难题 [1].

传统减振降噪手段因集中载荷大、抑振频段高

等缺点在工程领域应用中有一定局限性. 通过人工

构建结构形式并将其周期排布形成的周期结构在

特定频段控制弹性波传播的特性吸引了众多研究

者的目光 [2]. 由于结构形式或材料周期变化的周期

结构对弹性波产生散射作用, 可形成 Bragg散射带

隙; 结构内部具有局域共振现象的周期结构可形成

局域共振带隙 [3,4]. 两种机理形成的带隙均能够有

效抑制弹性波的传播. 而局域共振型周期结构通过

均质化等效, 其等效参数在特定频段呈现负值, 从

而被称作声学超材料 [5]. 2000年, 武汉大学 Liu等 [6]

应用局域共振型声子晶体结构实现声学超材料的

等效负质量密度, 把普通的声子晶体带隙频率降

低了两个数量级, 突破了 Bragg带隙与结构特征长

度匹配的限制, 实现了小尺寸控制大波长的目的.

2006年, 美国伊利诺伊大学香槟分校的 Fang等 [7]

利用亥姆赫兹共鸣器一维阵列, 实现了负等效模

量. 2010年, “双负”声学超材料才首次被延世大学

的 Lee等 [8] 通过实验成功验证.
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声学超构材料突破了传统材料的束缚, 极大地

拓展了自然界中现有材料的声学属性, 为调控弹性

波带来了全新的视角 [9]. 将局域共振结构与工程中

常用的经典梁、板结构结合可构成具有特殊声学性

能的超构梁、板. 声学超构板结构相较于超构梁结

构从一维转换至二维, 其运动方程的改变导致相关

计算更加复杂. 而平板结构在工程实际中大量应

用, 因此声学超构板的振动与声辐射特性具有非常

重要的研究意义及工程价值. 国防科技大学温熙森

教授课题组 [10,11], 设计了一种局域共振超构板, 该

超构板由周期排布的弹簧振子和均质板结构组成,

利用平面波展开法计算了超构板的带隙及振动特

性, 获得了带隙内弯曲波传递被有效抑制的特性,

同时该超构板能够在特定频段内实现高效隔声. 美

国普渡大学 Sun教授课题组 [12] 提出了一种基于微

结构设计的声学超构板, 理论和试验研究表明该超

构板的等效质量密度具有强各向异性. 西安交通大

学吴九汇教授课题组 [13] 提出了一种轻质局域共振

超构板, 其隔声量在多个频段高于普通平板. 科罗

拉多大学的 Pai课题组 [14−16] 设计了周期附加多级

弹簧振子的超构板, 总结出超构板抑振机理为振子

惯性力与主结构剪力之间相互抵消, 为超构板抑制

低频弹性波的优化设计提供了明确的思路. 西北工

业大学盛美萍教授课题组 [17,18] 提出侧向局域共振

超构板及夹芯声学超构板, 利用理论推导与数值仿

真结合的方法研究了带隙内结构振动及辐射声功

率被有效抑制的特性.

目前对于声学超构板的研究主要集中在结构

振动、隔声、吸声等方面, 对于声学超构板的声辐

射特性的文献却比较少见 [19,20], 而声学超构板的声

辐射特性研究对于工程结构的隐蔽性有着非常重

要的意义. 由于侧向局域共振结构的特殊构造形

式, 因此可以利用较小的空间产生多条带隙, 且多

条带隙的位置可以通过四杆机构的几何参数灵活

调控. 同时, 侧向局域共振超构板的振动及声辐射

相比于平板结构在带隙内远低于带隙外水平, 有助

于结构振动与噪声控制工程应用. 本文将进一步延

续前期侧向局域共振超构板振动特性的工作 [18],

采用模态叠加法及瑞利积分方法计算有限大侧向

局域共振超构板的振动及声辐射, 并使用有限元仿

真模型进行验证, 以揭示侧向局域共振超构板的声

辐射特性及规律, 为工程实际结构中的噪声控制提

供技术支撑. 

2   建模与方法

m1 k1 m2

k2

ρ

ν

图 1所示为处于空气介质中的侧向局域共振

超构板, 由于空气阻抗与平板阻抗相差较大, 因此

可忽略空气负载对平板振动的影响. 对于周期附加

侧向局域共振结构, 其垂向弹簧振子质量与刚度分

别为  和  , 侧向弹簧振子质量与刚度分别为 

和  , 四杆机构的垂向与水平距离比为 L/D. 对于

平板结构, 其密度为   , 厚度为 h, 杨氏模量为 E,

泊松比为  . 因此, 周期附加侧向局域共振结构的

四边简支平板振动控制方程在频域可写为 

D̃

[
∂4w (x, y)

∂x4
+ 2

∂4w (x, y)

∂x2∂y2
+

∂4w (x, y)

∂y4

]
− ρhω2w (x, y)

= Fδ (x− x′) δ (y − y′)

+

S∑
s=1

T∑
t=1

f (xs, yt) δ (x− xs) δ (y − yt), (1)
 

 

无限大障板















(a)



2



 22

1

(b)

2
1

2

3

图 1    浸润于空气中的侧向局域共振超构板　(a) 受外力激励的侧向局域共振超构板鸟瞰图; (b) 侧向局域共振超构板正视图

Fig. 1. Acoustic metamaterial plate with periodic local resonators submerged in air: (a) Perspective view of the acoustic metamaterial

plate with external force applied; (b) front view of a single unit cell of the acoustic metamaterial plate. 
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− ω2m2w2st = k1 [w (xs, yt)− w2st]

+ 2k2
L

2D

{
− L

2D
[w2st − w (xs, yt)]− w3st

}
, (2)

 

−ω2m3w3st = k2

{
− L

2D
[w2st − w (xs, yt)]− w3st

}
,

(3)

ω

D̃ = Eh3
/
[12

(
1− ν2

)
]

式中,   为角频率, s 和 t 分别代表 x 和 y 方向侧向

振子的个数 ,    为抗弯刚度 ,

F 为作用于平板上的垂向集中力, 而 

f (xs, yt) = −k1 [w (xs, yt)− w2st]

− 2k2
L

2D

{
− L

2D
[w2st − w (xs, yt)]− w3st

}
(4)

为周期附加侧向局域共振结构对平板结构的作用力.

因此, 简支平板振动位移可表示为 

w1 (x, y) =

M∑
m=1

N∑
n=1

W1mn sin (κmx) sin (κ̄ny), (5)

κm = mπ/a κn = nπ/b式中 ,    ,    分别表示沿 x 和 y

方向的波数.

对于由狄拉克函数所表示的点力可分解为 

Fδ (x− x′) δ (y − y′)

=

M∑
m=1

N∑
n=1

Fmn sin (κmx) sin (κ̄ny), (6)

Fmn式中,    为模态作用力. 由三角函数的正交性

可知 

Fmn =
F

LamLbn
sin (κmx′) sin (κ̄ny

′) , (7)

式中, 

Lam = a/2, Lbn = b/2. (8)

利用同样的方法对侧向局域共振结构与平板之间

耦合作用力进行变换得 

f (xs, yt) δ (x− xs) δ (y − yt)

=

M∑
m=0

N∑
n=0

Fmnst sinκmx sin κ̄ny, (9)
 

Fmnst =
f (xs, yt)

LamLbn
sinκmxs sin κ̄nyt. (10)

将 (5)式、(6)式和 (9)式代入 (1)—(3)式中, 同时

利用三角函数正交性可得
 

  [
D̃
(
κ2
m + κ̄2

n

)2 − ω2ρh
]
Wmn − 1

LamLbn

[
k1 +

k2
2

(
L

D

)2
]

S∑
s=1

T∑
t=1

sinκmxs sin κ̄nytw2st

− 1

LamLbn

[
−k1 −

k2
2

(
L

D

)2
]

S∑
s=1

T∑
t=1

M∑
p=0

N∑
q=0

sinκmxs sin κ̄nyt sinκpxs sin κ̄qytWpq

− k2L

LamLbnD

S∑
s=1

T∑
t=1

sinκmxs sin κ̄nytw3st =
F sinκmx′ sin κ̄ny

′

LamLbn
, (11)

  [
−k1 −

k2
2

(
L

D

)2
]

M∑
q=0

N∑
p=0

sinκpxs sin κ̄qytWpq +

[
k1 +

k2
2

(
L

D

)2
]
w2st +

k2L

D
w3st − ω2m2w2st = 0, (12)

 

−k2L

2D

M∑
p=0

N∑
q=0

sinκpxs sin κ̄qytWpq +
k2L

2D
w2st + k2w3st − ω2m3w3st = 0. (13)

将 (11)—(13)式整理成矩阵形式
  [

K − ω2M
]
Φ = F , (14)

式中, K为刚度矩阵, M为质量矩阵, F为外力向量. 它们的具体表达式为

 

Φ =
[
W1 W2 W3

]T
=
[
[Wmn]1×(M×N) [w2st]1×(S×T ) [w3st]1×(S×T )

]T
, (15)

 

F =
[
F 0 0

]
=

[
[Fmn]1×(M×N) 0 0

]
, (16)

 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 21 (2021)    214301

214301-3

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


K =



D̃K′ −

[
−k1 −

k2
2

(
L

D

)2
]

LamLbn
U

4

[
k1 +

k2
2

(
L

D

)2
]

LamLbn
P − k2

LamLbn

L

D
P

[
−k1 −

k2
2

(
L

D

)2
]
P

[
k1 +

k2
2

(
L

D

)2
]

k2L

D

−k2L

2D
P

k2L

2D
k2


, (17)

 

M =

 ρhI 0 0
0 m1 0
0 0 m2

 , (18)

 

K′ =


(
κ2
1 + κ̄2

1

)2 · · · 0
...

...
...

0 · · ·
(
κ2
M + κ̄2

N

)2
 , (19)

 

P =
[
sinκ1xs sin κ̄1yt sinκmxs sin κ̄nyt · · ·

sinκMxs sin κ̄Nyt
]T
, (20)

 

I =

 1 · · · 0
...

...
...

0 · · · 1

 . (21)

求解 (14)式可获得外部激励力 F作用下侧向

局域共振超构板在简支作用下的位移系数, 将其代

入 (5)式可获得相应的振动位移. 因此, 对该平板

振动位移进行求导可获得相应的速度响应为
 

v (x, y) =

M∑
m=0

N∑
n=0

Vmn sin (κmx) sin (κ̄ny), (22)

Vmn = jωWmn式中,   . 该平板均方振速为
 

⟨
v̄2
⟩
=

M∑
m=0

N∑
n=0

1

8
VmnV

∗
mn, (23)

(r, θ, φ)

θ φ

式中, *代表复数共轭. 在一远场观测点 S, 该点相

对于坐标系原点位置为   , 其中 r 为坐标原

点距观测点距离,    为观测俯仰角,    为观测方位

角. 利用瑞利积分可得该观测点处由侧向局域共振

超构板辐射的声压为
 

p (r, θ, φ) =
jk0cρ0
2π

∫ a

0

∫ b

0

v (x, y) e−jkr

r
dydx. (24)

将 (22)式代入 (24)式可得
 

p (r, θ, φ) =

M∑
m=0

N∑
n=0

VmnTmn (r, θ, φ), (25)

式中,
 

Tmn (r, θ, φ) = jk0ρ0c
e−jkr

2πr
ab

mnπ2

× (−1)
me−jτx − 1

[τx/(mπ)]2 − 1

(−1)
ne−jτy − 1

[τy/(nπ)]2 − 1
, (26)

其中,
 

τx = ka sin θ cosφ, τy = kb sin θ sinφ. (27)

因此, 该侧向局域共振超构板的辐射声功率可

通过在远场某一球面对 (25)式进行积分获得.
 

Π =

∫ 2π

0

∫ π/ 2

0

|p (r, θ, φ)|2

2ρ0c
r2 sin θdθdφ

=

M∑
m=0

N∑
n=0

M∑
p=0

N∑
q=0

V̂mnV̂
∗
pq

×
∫ 2π

0

∫ π/2

0

Tmn (r, θ, φ)T
∗
pq (r, θ, φ)

2ρ0c

× r2 sin θdθdφ. (28)

由此可得辐射效率为
 

σ =
Π

1

2
ρ0cab

⟨
v̂2
⟩ =

M∑
m=1

N∑
n=1

N∑
p=1

N∑
q=1

V̂mnV̂
∗
pqσmnpq

M∑
m=1

N∑
n=1

V̂mnV̂
∗
mn

.

(29) 

3   结果与讨论

x = 0.1 m y = 0.1 m

针对本文所提出的计算侧向局域共振超构板

的振动及声辐射计算方法, 首先采用有限元方法对

该方法有效性进行验证. 建立侧向局域共振超构板

有限元模型, 使用 SHELL181单元建立平板单元,

MASS21单元建立垂直方向质量及侧向质量, COM-

BIN40单元建立垂直及侧向弹簧单元, BEAM188

单元建立四杆机构. 设置垂直方向质量及弹簧沿垂

直平板方向振动, 设置侧向质量及弹簧沿平行平板

方向振动, 同时设置弹簧阻尼参数. 侧向局域共振

超构板计算参数见表 1. 在  ,   处
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x = 0.4 m y = 0.3 m

aref = 1× 10−6 m/s2
施加一简谐力, 并提取   ,    处的

振动加速度, 采用参考加速度  

计算该平板的振动加速度级, 相应的理论分析及仿

真分析结果如图 2所示.

由图 2可见, 理论方法及有限元方法计算的侧

向局域共振超构板振动加速度级结果曲线吻合, 一

致性较好, 验证了本文计算方法的有效性. 分析该加

速度级曲线可知, 在 207—234 Hz及 270—329 Hz

两个频段, 侧向局域共振超构板的振动加速度远低

于其他频段, 这表明侧向局域共振超构板可在特定

频段有效抑制弯曲波的传播. 参照文献 [18]可知,

这两个频段被称作带隙, 带隙所处频段无相应的实

数波数, 弹性波以指数形式快速衰减. 弹性波衰减

的物理机理主要是由于附加侧向局域共振结构

共振所产生的惯性力与弯曲波在平板内引起的剪

力相平衡, 从而将弹性波能量暂时存储在侧向局域

共振结构之中. 若侧向局域共振结构附带阻尼特

性, 则部分弹性波能量将被阻尼所耗散.

为明确侧向局域共振超构板的抑振机理, 本文

计算了平板振动模态频率及侧向局域共振超构板

模态频率, 见表 2和表 3.

计算可得, 在 500 Hz以下频段, 无周期附加

侧向局域共振结构模态仅 7阶, 如表 2所列, 而侧

向局域共振超构板则有 267阶模态, 如表 3所列,

其中 207.1—207.9 Hz有 5阶模态, 208.1—208.9 Hz

有 119阶模态, 271.0—271.1 Hz有 121阶模态. 对

比表 2中平板模态频率可知, 周期附加侧向局域共

振结构以后, 原平板结构模态改变. 低频模态向更

低频移动, 这主要是由于周期侧向局域共振结构所

 

表 1    侧向局域共振超构板模型计算参数
Table 1.    Parameters  for  the  metamaterial  plate

with periodic lateral local resonators.

参数名称 参数符号 参数取值

平板杨氏模量 E 2.1× 1011 Pa 

平板密度 ρ 7850 kg/m3 

平板泊松比 ν 0.3

平板厚度 h 0.003 m

垂向振子刚度 k1 1× 104 N/m 

垂向振子质量 m1 0.005 kg

侧向振子刚度 k2 0.5× 104 N/m 

侧向振子质量 m2 0.002 kg

四杆机构几何参数比 L/D 1

空气密度 ρ0 1.25 kg/m3 

空气中声速 c 343 m/s 
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图  2    侧向局域共振超构板振动加速度级的理论方法与

有限元法结果对比

Fig. 2. Comparison of the theoretical and simulative results

of the acceleration level for the metamaterial plate. 

表 2    平板模态频率
Table 2.    Modal frequency of the bare plate.

模态阶数 1 2 3 4 5 6 7

频率/Hz 75.8 164.6 214.6 303.3 312.6 445.8 451.4

表 3    侧向局域共振超构板模态频率
Table 3.    Modal frequency of the metamaterial plate.

模态阶数 1 2 3 4 5 6 7

频率/Hz 70.8 147.8 179.9 200.95 201.7 206.3 206.4

模态阶数 7—11 12—130 131 132 133 134 135

频率/Hz 207.1—207.9 208.1—208.9 217.8 223.7 234.3 259.3 260.6

模态阶数 136 137 138 139 140—260 261 262

频率/Hz 267.9 268.0 269.1 269.9 270.0—271.1 278.6 282.0

模态阶数 263 264 265 266 267

频率/Hz 288.3 329.8 336.9 456.9 462.2
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带来的附加质量效应. 其他频段的频率改变主要是

周期侧向局域共振结构振动改变了原平板的能量

分布, 使得结构自身固有属性发生改变.

结合图 2中所示侧向局域共振超构板振动响

应可知, 第一带隙以下频段有五阶模态分别对应振

动响应曲线的 5个峰值, 而 208.1—208.9 Hz的 119

阶模态及 270.0—271.1 Hz的 121阶模态均为附加

侧向局域共振结构的模态, 此时, 主结构平板的振

动能量以弹簧的势能及质量的动能的形式被暂时

储存在侧向局域共振结构中, 从而使得主结构平板

的振动响应在两带隙内较小, 表现出弯曲波被抑制

的现象.

为具体分析附加周期侧向局域共振结构对平

板振动特性的影响, 选取了平板和侧向局域共振超

构板四阶代表性模态, 如图 3和图 4所示.

由图 3和图 4可见, 平板的第 1阶模态振型与

侧向局域共振超构板的第 1阶模态振型一致, 平板

的第 4阶模态振型和侧向局域共振超构板的第 134

阶模态振型一致. 平板第 1阶模态频率为 75.8 Hz,

超构板的第 1阶模态频率为 70.8 Hz, 平板第 4阶

模态频率为 303.4 Hz, 超构板的第 134阶模态频率

为 259.3 Hz. 通过对比两种板结构的两阶模态频率

及模态振型可以发现, 附加侧向局域共振结构后,

平板模态频率向低频移动, 同时由于侧向局域共振

结构周期排布, 因此, 侧向局域共振超构板的振动模

态是由原平板的结构的振动模态之间穿插许多侧

向局域共振结构共振频率组成. 平板结构的第 5阶

模态振型 (312.6 Hz)与侧向局域共振超构板的第

265阶模态振型 (336.9 Hz)相似, 但振动峰谷值不

同, 其具体振动特性应仔细结合所有振动模态进行

详细分析, 以明确附加侧向局域共振结构后平板振

动模态的变化, 揭示侧向局域共振超构板抑振机理.

以下对侧向局域共振超构板辐射声功率开展

计算, 以揭示结构声辐射特性及规律. 采用表 2中

结构参数及材料参数, 以 (28)式和 (29)式计算平

板和侧向局域共振超构板的振动辐射声功率及辐

射效率, 结果见图 5和图 6.

图 5中MSV表示板面均方振速, SRP表示辐

射声功率. 对比平板, 侧向局域共振超构板的板面

平均振速在带隙内远低于平板的板面振速, 这主要

是由于侧向局域共振超构板在带隙内的抑振特性

所导致. 进一步, 侧向局域共振超构板的振动辐射

声功率在带隙内也远低于平板. 图 6所示为平板与

侧向局域共振超构板的辐射效率对比. 结果表明

在 0—Hz之间, 平板与侧向局域共振超构板辐射

效率相同, 70—200 Hz侧向局域共振超构板辐射

效率低于平板, 两带隙内侧向局域共振超构板的辐

射效率远高于平板, 带隙以上频段, 两种曲线取值
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图 3    平板第 1, 3, 4, 5阶模态

Fig. 3. Modal analysis of bare plate: the 1st, 3rd, 4th and 5th modes. 
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相当. 由 (29)式可知, 辐射效率由远处辐射声能量

除以板面振动能量计算而来, 表示结构向周围辐射

声能量的能力. 结合图 5和图 6所示结果可知, 带

隙内侧向局域共振超构板振动能量显著降低, 即使

其辐射效率增大, 其计算所得辐射声功率仍然远低

于带隙外, 即带隙内超构板振动模态辐射声能力

强, 但超构板振动能量低, 导致超构板辐射声能量低. 

4   结　论

本文采用理论分析方法及有限元法对侧向局

域共振超构板的振动响应进行了分析, 同时推导了

声辐射功率及辐射效率的计算表达式. 基于模态叠

加法及布洛赫定理, 获得侧向局域共振超构板的加

速度级及声辐射特性. 有限元方法计算所得超构板

加速度级与理论计算结果吻合, 验证了本文所采用

的理论方法的正确性. 同时, 结合文献, 侧向局域

共振超构板能够产生两条带隙, 且带隙内超构板的

板面均方速度及辐射声功率均远远低于均匀平板,
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Fig. 4. Modal analysis of the metamaterial plate: the 1st, 20th, 134th and 265th modes. 
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Fig. 5. Comparison of (a) mean square velocity and (b) sound radiation power between the bare plate and the metamaterial plate. 
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这主要是由于附加局域共振结构共振产生惯性力

抵消了弯曲波在平板内引起的剪力. 而带隙内, 超

构板的辐射效率却高于均匀平板, 这说明带隙内超

构板的振动模态辐射声能力强, 但辐射的能量低,

结果导致带隙内超构板的辐射声功率较低. 本文所

做研究表明侧向局域共振超构板在特定频段能够

有效抑制振动能量的传播及声能量的辐射.
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Vibro-acoustic performance of acoustic metamaterial plate
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Abstract

Based  on  the  Bloch  theory  and  the  flexural  wave  propagation  theorem,  the  model  for  calculating  the

vibration  response,  sound  radiation  power  and  radiation  efficiency  of  an  acoustic  metamaterial  plate  is

established. The modal analysis of a bare pate and the plate attached to periodical lateral local resonators are

developed to  investigate  the  vibration regulation.  In  addition,  the  patterns  of  the  sound radiation power  and

radiation efficiency of the plate attached to periodical lateral local resonators versus frequency are studied. The

results show that 1) in a specific frequency range, the mean square velocity and the sound radiation power are

far lower than those of the bare plate, which is due to the resonance of the lateral local resonator; 2) unlike the

vibration response and sound radiation power, the radiation efficiency of the plate attached to periodical lateral

local  resonator  is  higher  than  that  of  the  bare  plate.  The  investigation  of  the  plate  attached  to  lateral  local

resonator in this paper lays a solid foundation for the practical engineering in the field of vibration suppression

and noise reduction.

Keywords: acoustic  metamaterial  plate  with  periodic  lateral  local  resonators,  mean  square  velocity,  sound
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