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两次淬火下横场中XY链的动力学量子相变*

符浩 1)    曹凯源 1)    钟鸣 1)    童培庆 1)2)†

1) (南京师范大学物理科学与技术学院, 南京　210023)

2) (南京师范大学, 江苏省大规模复杂系统数值模拟重点实验室, 南京　210023)

(2021 年 4 月 16日收到; 2021 年 6 月 16日收到修改稿)

研究了两次淬火下横场中 XY 链的动力学量子相变 . 两次淬火是指系统的 Hamilton量先由 H0 淬火到

H1, 演化一段时间 T 后再由 H1 淬火到 H2. 由于横场中 XY 链存在两种不同的量子相变 (Ising相变和各向异

性相变), 因此主要讨论淬火路径对横场中 XY 链的动力学量子相变的影响, 发现第 2次淬火后系统发生动力

学量子相变的临界时间存在三种典型的情形. 情形 I对应于临界时间在一定的 T 范围内出现, 它与由 H0 淬火

到 H1 的临界时间相联系. 情形 II对应于临界时间在任意 T 时总是出现, 它与由 H0 直接淬火到 H2 的临界时

间相联系. 情形 III对应于临界时间也在任意 T 时总是出现, 它同时与由 H0 淬火到 H1 以及由 H0 直接淬火到

H2 的临界时间相联系. 还发现两次淬火都经过同一类相变点时, 第 2次淬火后只会出现情形 I对应的临界时

间. 而两次淬火经过不同类相变点时, 第 2次淬火后的临界时间会出现上述三种情形中的任意两种, 它与淬

火路径有关.
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1   引　言

XY

XXZ

近年来, 随着理论方法和计算机技术的提高以

及实验技术的发展, 孤立量子系统的动力学行为得

到了广泛研究, 取得了迅速的进展 [1–7]. 在众多的动

力学行为中, 动力学量子相变是最近非常活跃的研

究课题之一 [8–55]. 动力学量子相变最早是 Heyl

等 [8] 在研究淬火下量子 Ising链的动力学行为时发

现的. 它描述了 Loschmidt振幅随时间演化的奇异

性, 借助于 Loschmidt振幅与统计物理中的配分函

数的相似性, 研究发现出现奇异性的时间对应于复

时间平面中的 Fisher零点与虚轴的交点 [8–11]. 随

后, 人们在许多不同的量子系统中都发现了动力学

量子相变, 这些系统包括   链 [9,16]、Kitaev蜂窝

模型 [17]、  链 [18]、ANNNI链 [19,20]、非均匀电子

系统 [21,22]、非均匀自旋系统 [11]、长程相互作用系

统 [23]、量子 Potts链 [24]、非厄米格点系统 [25,26]、Bose-

Einstein 凝聚体 [27]、cross-stitch平带网络 [28] 和有

限温系统 [29] 等. 除了在研究淬火下的动力学行为

以外, 人们也研究了线性退火 [10] 与周期 Floquet[32]

系统的动力学行为. 此外, 在实验方面, 例如捕获

离子模拟 [33]、动力学涡旋观测 [34]、量子模拟器观

测 [35,36]、核磁共振模拟 [37]、单光子量子行走 [38] 和

自旋量子凝聚 [39] 等, 也观察到了动力学量子相变.

最近, Kennes等 [40] 研究了两次淬火下横场中

量子 Ising链和 ANNNI链的动力学量子相变. 他

们发现系统在两次淬火均经过 Ising相变点 (即从

顺磁相淬火到铁磁相, 然后再淬火到顺磁相)的情

形时, 系统第 2次淬火后的动力学量子相变现象的

出现与否取决于两次淬火之间的时间间隔, 从而可

以通过调节两次淬火之间的时间间隔来调控动力
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11975126, 11575087)资助的课题.
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学量子相变. 这提供了一种调控系统的动力学行为

的新思路. 由于横场中量子 Ising链的特殊性, 他

们只讨论了两次淬火均经过 Ising相变点的淬火路

径. 众所周知, 横场中的量子 Ising链是横场中 

链的一种特殊情形 , 而   链的相图要比量子

Ising链的相图丰富得多, 不仅存在从铁磁相到顺

磁相的 Ising相变 , 还存在从 x 方向的铁磁相到

y 方向的铁磁相的各向异性相变. 另一方面, 一次

淬火下横场中   链的动力学量子相变与淬火的

路径有关, 如当淬火经过各向异性相变时, 它会出

现两个特征临界时间. 因此, 本文主要研究两次淬

火的路径以及淬火间时间间隔对横场中   链的

动力学量子相变的影响.

XY

XY

本文第 2节给出了横场中   链经过两次淬

火的计算方法. 第 3节中就不同的淬火路径分别进

行了讨论, 给出了不同淬火路径和时间间隔对 

链在两次淬火下的动力学量子相变的影响. 最后总

结了第 2次淬火后的临界时间与淬火路径的依赖

关系. 

2   模型和计算方法

t < 0

H0 |ψ0⟩ t = 0

H0 H1 H1

t = T

H1 H2

本文研究的淬火过程如下: 假设系统在  

时处在   的基态   上. 在   时, 系统经过第

1次淬火后, Hamilton量由  变到  , 然后在 

下演化一段时间 T. 在  时, 系统经过第 2次淬

火, Hamilton量由   变到   后, 随时间的演化.

这里的 T 为两次淬火之间的时间间隔. 系统含时

Hamilton量为 

H(t) =


H0, t < 0,

H1, 0 ⩽ t < T,

H2, t ⩾ T,

(1)

XY本文研究的系统是一般的横场中  链, 其 Hamil-

ton量可写成 

Hl = −
N∑

n=1

{
1

2

[
(1 + γl)σ

x
nσ

x
n+1

+ (1− γl)σ
y
nσ

y
n+1

]
+ hlσ

z
n

}
,

l = 0, 1, 2

γl (l = 0, 1, 2) hl (l = 0, 1, 2)

σα
n(α = x, y, z)

其中,   分别对应于 (1)式中的 3个 Hami-

lton量, 它们的形式是一样的, 差别是具有不同的

各向异性参数   和外场   .

这里  是第 n 个格点上的 Pauli矩阵.

γl = ±1特别地, 当  时, 系统对应于横场中 Ising链.

通过 Jordan-Wigner变换、Fourier变换和 Bogol-

iubov变换 [56], 可以解析地得到 

Hl =
∑
k

εl,k

(
η†l,kηl,k − 1

2

)
,

εl,k = 2
√
(hl − cos k)2 + γ2l sin2 k Hl

η†l,k (ηl,k)

η†l,k (ηl,k)

η†m,k (ηm,k) l,m = 0, 1, 2 l ̸= m

其中   是   的准粒

子能谱,   是准粒子的产生 (消失)算符. 而

对应不同 Hamilton量的准粒子算符   与

 (  且  ) 之间的关系为
 

ηl,k = cos
θm,k − θl,k

2
ηm,k

+ i sin
θm,k − θl,k

2
η†m,k, (2)

θl,k = arctan
γl sin k

cos k + hl
其中  为 Bogoliubov角.

t ⩾ T系统经过两次淬火后 (  )的状态与初态

的 Loschmidt振幅为 

G(t) = ⟨ψ0|e−iH2(t−T )e−iH1T |ψ0⟩. (3)

H2 = H0

G(t) = e−iE0(t−T )⟨ψ0|e−iH1T |ψ0⟩ E0

t = T

H2 ̸= H0

值得注意的是, 如果系统在第 2次淬火后的参数与

系统初始的参数一样, 即  , 那么此时 Losch-

midt振幅   (  为初

态能级), 相当于系统只经过了第 1次淬火并且时

间  的特殊情形, 所以本文选取的淬火路径使

得  .

通过解析推导可以得到 [40]
 

G(t) =
∏
k>0

eiφk

4
(Ak +Bke−2iε2,kt) =

∏
k>0

eiφkgk, (4)

其中 

φk = (ε1,k − ε2,k)T + ε2,kt, (5)
 

gk =
1

4
(Ak +Bke−2iε2,kt), (6)

 

Ak = 1 + cos(θ0,k − θ1,k) + cos(θ0,k − θ2,k)

+ cos(θ2,k − θ1,k) + [1− cos(θ0,k − θ1,k)

+ cos(θ0,k − θ2,k)− cos(θ2,k − θ1,k)]e−2iε1,kT ,
(7) 

Bk = [1 + cos(θ0,k − θ1,k)− cos(θ0,k − θ2,k)

− cos(θ2,k − θ1,k)]e2iε1,kT

+ [1− cos(θ0,k − θ1,k)− cos(θ0,k − θ2,k)

+ cos(θ2,k − θ1,k)]e−2i(ε2,k−ε1,k)T . (8)

H =
∑
k>0

Hk对于均匀系统, 其 Hamilton量可写成  ,
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Hk = εk

(
η†kηk−

1

2

)
+ ε−k

(
η†−kη−k−

1

2

)
k > 0 Hk |0k, 0−k⟩ |1k, 1−k⟩

|0k, 1−k⟩ |1k, 0−k⟩ 0k(0−k) 1k(1−k)

εk(ε−k)

H2 |0k, 0−k⟩2 |1k, 1−k⟩2
H2

|ψ0,k⟩ =
uk|0k, 0−k⟩2 + vk|1k, 1−k⟩2

其中   . 对于

每个   ,    有 4个本征态:    ,    ,

 和   , 其中   和   分别表

示在   能级上未占据和占据 1个准粒子. 前

两个状态对应于偶数个准粒子元激发, 后两个状态

对应于奇数个准粒子元激发, 它们分别构成两个独

立的二维子空间. 在我们所讨论的情况下, 其动力

学是由   的偶数子空间 (由   和  

所构成, 这里下标 2是指对应于  的本征态)的状

态所决定的. 系统淬火前的初态和淬火后的时间演

化态均可以用二维子空间上的基展开, 即  

 和 

|ψf,k⟩ ≡ e−iH2,k(t−T )e−iH1,kT |ψ0,k⟩

= ũk|0k, 0−k⟩2 + ṽk|1k, 1−k⟩2.

Ak∼u⋆kũk Bke−2iε2,kt ∼ v⋆kṽk因此, (6)式中的  ,     分别

G(t) gk Ak Bk

Ak= |Ak|eiϕ
A
k , Bk= |Bk|eiϕ

B
k

gk=eiϕ
A
k[|Ak|+|Bk|ei(ϕ

B
k−ϕ

A
k )−2iε2,kt]

|Bk/Ak| = 1 gk = 0

tn=
(2n+1)π− (ϕAk⋆ − ϕBk⋆)

2ε2,k⋆

对应于偶数子空间的两个能级对 Loschmidt振幅

 的第 k 个分量  的贡献. 由于  和  是复数,

一般可以写为   . 故可将

(6)式写为  , 只有

当  时, 在某些时间有  . 这些时间

就是临界时间   
[10,51].

it = z

G(z)

Re(z) = 0

gk(z) = 0

上面的结果同样可以从对 Fisher零点的讨论

中得到. 借助于 Loschmidt振幅与统计物理中的配

分函数之间的相似性, 令 (4)式中   , 然后研

究 Loschmidt振幅   在复 z 平面上的零点 (也

被称为 Fisher零点). 在热力学极限下, 如果 Fisher

零点与虚轴   相交, 则其交点对应于发生

动力学量子相变的时间. Fisher零点对应 Loschmidt

振幅为 0的点, 即  , 由 (6)式和文献 [8]可

知 Fisher零点如下:
 

 

zk =


1

2ε1,k
[ln tan2(θ0,k − θ1,k)/2 + i(2n+ 1)π], t < T, (9a)

1

2ε2,k

[
ln
∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣+ i(2n+ 1)π− i(ϕAk − ϕBk )

]
, t ⩾ T. (9b)

H0 → H1

zk

k=k∗ k⋆ |Bk∗/Ak∗ |=1

zk∗

这里 (9a)式对应于第 1次淬火 (  )时的

Fisher零点 , 而 (9b)式对应于第 2次淬火后的

Fisher零点. 公式中的 n 是整数, 每个 n 给出了一

支 Fisher零点. 给定 n 之后, 对于每 1个 k 有 1个 

与之对应, 所以这里给出了一系列 Fisher零点. 当

存在某个  (  为临界动量)使得  ,

则  就在虚轴上, 它对应于两次淬火后的临界时

间如下:
 

tn =
(2n+ 1)π− (ϕAk⋆ − ϕBk⋆)

2ε2,k⋆

= t∗(2n+ 1)− ϕAk⋆ − ϕBk⋆

2ε2,k⋆

, (10)

t∗ = π/(2ε2,k⋆)

k∗ |Bk∗/Ak∗ | = 1

ϕAk⋆ − ϕBk⋆

2ε2,k⋆

其中   被称为特征临界时间. 如果系

统中存在两个以上   满足   , 那么会

出现多个特征临界时间. 这些临界时间随 t 周期性

出现, 并且系统中存在几个特征临界时间就有几个

不同的周期重合在一起. 从 (10)式可以看出它与

一次淬火时不一样 [8,9], 会多出 1个因子  .

λ(t)

另一个描述动力学量子相变的物理量是率函

数  . 它的定义为
 

λ(t) = − lim
N→∞

1

N
ln |G(t)|2

= − lim
N→∞

2

N

∑
k>0

ln |Ak +Bke−2iε2,kt|+ 2 ln 2. (11)

在临界时间, 率函数是奇异的. 

3   结果和讨论

XY h ⩾ 0

h = 1 −1 ⩽ γ ⩽ 1

0 ⩽ h ⩽ 1 γ = 0

x y

图 1给出了横场中   链在   时的相图.

图中的实线   ,    上的点是 Ising相

变点, 而   ,    上的点是各向异性相变

点. 这两条临界线把参数空间分成 3个区域, 其中

PM表示顺磁相, FM  表示 x 方向的铁磁相, FM 

表示 y 方向的铁磁相. 我们所讨论的系统的淬火主

要是通过改变外场和各向异性参数来实现.

A,B, · · · , F
(γ, h) A→

B → C

H0 H1 H2

为了方便起见, 我们用   标记相图

中典型的参数值   所对应的位置. 用符号  

 表示系统从 A 淬火到 B 后, 再淬火到 C 的

过程, 即点 A, B 和 C 的参数值分别对应于 (1)式

中的  ,   和  中的外场和各向异性参数, 其他

的情形是类似的. 在下面的讨论中, 将研究两类典

型的情形. 一类是经过同一类量子相变点的两次
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A→ B →

C C → D → E

淬火 , 其中包括经过 Ising相变点 (如  

 )和经过各向异性相变点 (如   )的情
B → C → D

D → C → B

C → B → D

形. 另一类是经过不同类量子相变点的两次淬火,

其中包括先经过 Ising相变点再经过各向异性相变

点 (如   )、先经过各向异性相变点再经

过 Ising相变点 (如  ) 以及先经过 Ising

相变点后同时经过 Ising和各向异性相变点 (如

 )的情形. 下面具体讨论这五种典型的

情形. 

3.1    两次淬火经过同一类相变点
 

3.1.1    均经过 Ising相变点的两次淬火

A→ B → C

T -t

T = 0.5

1.0

首先讨论均经过 Ising相变点 (    )

的两次淬火情形.   平面内的临界时间在图 2(a)

中给出. 图中的实线描述了临界时间与时间间隔

T 的关系. 在图中的两条虚线分别对应于  ,

 . 相应的 Fisher零点分别在图 2(b1)和图 2(b2)

中给出. 而相应的率函数随时间 t 的变化在图 2(c)

中给出.
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1.0


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A,B, · · · , F图 1    横场中 XY 链的相图, 其中的点   表示典

型的参数值所对应的位置

XY

A,B, · · · , F
Fig. 1. Phase  diagram  of  the      chain  in  a  transverse

field. The points    in the phase diagram corres-

pond to the typical parameter values. 
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A → B → C T = 0.5 1.0 T = 0.5

T = 1.0 t > T T = 0.5 1.0 |Bk/Ak|
T = 0.5 1.0

图  2      (a)淬火路径   对应的临界时间图 , 图中两条虚线对应的时刻分别为   和   ;  (b1)    和

(b2)  且   时的 Fisher零点分布; (c)两次淬火过程中的率函数, 黑色和红色实线分别对应   和   ; (d)  

与 k 的关系, 黑色和红色实线分别对应   和  

t-T A → B → C T = 0.5

1.0 t > T T = 0.5 T = 1.0

T = 0.5 1.0 |Bk/Ak| T = 0.5 1.0

Fig. 2. (a) Location of the critical times in the    plane for the path   . The dotted lines mark the times for  

and    ,  respectively. (b) The Fisher zeros for     with (b1)     and (b2)    ,  respectively. (c) The rate functions

corresponding to    and   , respectively. (d) The relationship between    and k for    and   , respectively.
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T < T1

t = T = 0.5

T1 < T < T2

T > T2

T2 < T < T3

T3 < T < T4

T > T4

从图 2(a)可以看出, 当  时, 由于两次淬

火之间的时间间隔 T 很小, 系统第 1次淬火后还

没有出现动力学量子相变就发生了第 2次淬火, 因

此第 2次淬火前没有动力学量子相变. 第 2次淬火

后也不出现动力学量子相变, 相应的由 (9b)式给

出的 Fisher零点如图 2(b1)所示, 可以看出零点与

虚轴没有交点. 相应的率函数如图 2(c)中的黑色

实线所示, 可以看出它是光滑的, 表示系统中没

有动力学量子相变. 值得注意的是, 黑色实线在

 时对应于第 2次淬火前后率函数的交

点, 所以此时曲线不光滑并不表示动力学量子相

变. 当  时, 由于同样的原因第 1次淬火

之后仍然没有动力学量子相变, 然而第 2次淬火后

会出现动力学量子相变. 从图 2(b2)可知每个 n 对

应的 Fisher零点与虚轴都有两个交点, 这两个交

点对应于两个特征临界时间, 这与 1次淬火后只

有 1个特征临界时间的情形不同. 相应的率函数如

图 2(c)中的红色实线所示, 其中的非解析点①和

②对应的时间与图 2(a)和 (b2)里的点①和②相对

应. 当   时, 由于此时的时间间隔大于了第

1次淬火后的特征临界时间, 故第 2次淬火前会出

现动力学量子相变. 在  范围内, 系统在

第 2次淬火后也会出现动力学量子相变 . 而在

 范围内, 系统在第 2次淬火后不出现

动力学量子相变. 最后当  后, 系统第 2次淬

火前会出现动力学量子相变, 但是第 2次淬火后的

动力学量子相变将会循环出现前面的情形.

|Bk/Ak|
T = 0.5 T = 1.0

T = 0.5 |Bk/Ak| < 1

T = 1.0

k⋆ |Bk⋆/Ak⋆ | = 1

下面分析系统在第 2次淬火后出现动力学量

子相变的原因. 根据前面的讨论, 图 2(d)给出了

 与 k 的关系, 图中的黑色和红色实线分别

对应于  和  . 从图 2(d)可以看出: 当

 时, 对于任意 k 均满足  , 因此系

统不存在动力学量子相变. 而当  时, 出现两

个  使得  , 它们分别对应于图 2(b2)

中 Fisher零点与虚轴的两个交点 (每个 n). 此时系

统存在动力学量子相变.

A→ B → C这说明当淬火路径为   时, 第 2次

淬火后的动力学量子相变的出现与否取决于两次

淬火之间的时间间隔 T. 这与横场中量子 Ising链 [40]

的情形是类似的. 

3.1.2    均经过各向异性相变点的两次淬火

C →其次讨论均经过各向异性相变点 ( 

D → E T -t

T5

T6

T = 1.25

t < 2.5

n = 1

 )的两次淬火情形. 图 3(a)给出了  平面

内的临界时间. 同样地, 可以看出当 T 比较小时,

第 1次淬火后不出现动力学量子相变, 第 2次淬火

后只有在一定 T 的范围内会出现动力学量子相变.

当 T 大于第 1次淬火后的较小的特征临界时间 

时, 第 2次淬火前只有 1个临界时间, 而当 T 大于

第 1次淬火后的较大的特征临界时间   时 , 第

2次淬火前有两个临界时间 . 在这个过程中 , 第

2次淬火后始终有动力学量子相变. 随着 T 的继续

增大, 第 2次淬火之后的动力学量子相变会消失,

然后循环出现前面的情形. 作为 1个例子, 给出了

 (对应于图 3(a)中的虚线)时由 (9b)式给

出的 Fisher零点 (如图 3(b))和率函数 (如图 3(c)).

从图 3(c)可看出, 当   时率函数有 3个奇异

点, 分别对应于图 3(a)中的①到③. 其中点②和③

的临界时间对应于图 3(b)中   的 Fisher零点

与虚轴的交点. 而点①的临界时间是对应于 (9a)式

所示的 Fisher零点与虚轴的交点 (没有给出).

tan2(θ0,k − θ1,k)/2 T = T5, T6

|Bk/Ak| tan2(θ0,k − θ1,k)/2 = 1

k1 k2

T = T5 ≈ 1.1574 |Bk/Ak| = 1

k1

T = T6 ≈ 1.3879 |Bk/Ak| = 1

k2

在一次淬火中, 经过各向异性相变点与经过

Ising相变点不同, 它会出现两个特征临界时间. 每个

特征临界时间所对应的两次淬火后的一支临界时间

线与前面讨论的临界时间线相类似. 为了进一步理

解第 1次淬火后出现的临界时间与第 2次淬火后

出现的临界时间之间的联系, 图 3(d)给出了 (9a)式

中  以及在  时 (9b)式中

 随动量 k 的变化. 当  

(即图中的黑色实线与点线的交点)时对应的横坐

标   和   为两个特征动量, 它们对应了一次淬火

后经过各向异性相变点时的两个特征时间. 我们发

现, 当   时   (即图中的红

色实线与虚线的交点处)时对应的动量与   重合,

这表明图中左起第1条的蓝色临界时间线是跟

第 1次淬火后的第1条临界时间线相联系. 而当

 时  (即图中的蓝色实线

与虚线的交点)对应的动量与  重合, 这表明图中

左起第 2条的蓝色临界时间线是跟第 1次淬火后

的第 2条临界时间线相联系. 

3.2    两次淬火经过不同类相变点
 

3.2.1    先经过 Ising相变点再经过各向异性

相变点的两次淬火

下面讨论先经过 Ising相变点再经过各向异性
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B → C → D

T -t

T = 1.5

相变点 (  )的两次淬火情形 . 图 4(a)

中给出了  平面内的临界时间. 与前面不同的是,

可以看出在第 2次淬火后系统中会出现两种类型

的临界时间线. 一种临界时间线与前面讨论的一

样 (图中的蓝色曲线), 它的出现与否和时间间隔

T 有关. 另一种临界时间线与前面讨论的不一样

(图中的红色曲线), 它在任意 T 下总是出现. 作为

1个例子 , 给出了   (对应于图 4(a)中的虚

线)时由 (9b)式给出的 Fisher零点 (图 4(b))和率

函数 (图 4(c)). 类似地 , 当 t 较小时的率函数有

3个奇异点①到③, 其临界时间与图 4(a)和图 4(b)

中的①到③相对应.

T = T7 ≈ 1.5210∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣
k → 0

∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣ → ∞

k → π
∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣ → 0

同样地, 图 4(d)给出了     时的

 与 k 的关系 (红色实线). 从图 4(d)可以看出,

与图 2(d)不一样的是, 当   时   , 而

当   时   . 根据连续性原理, 一定存在

k⋆
∣∣∣Bk⋆

Ak⋆

∣∣∣ = 1 k5

T = 0

T = 0

B → D

k3

k4

tan2(θ0,k − θ1,k)/2

k = k3

一个  使得  (如图 4(d)中的  ), 因此系

统会产生动力学量子相变. 这就是图 4(a)中的红

色临界时间线出现的原因. 而且, 当   时系统

相当于直接由 B 点一次淬火到 D 点, 此时系统存在

动力学量子相变, 临界时间就是图 4(a) 中的红色

实线与  的交点. 所以红色临界时间线与直接

从  淬火的临界时间相联系. 另外, 从图 4(d)

中的红色实线可以看出还存在两个临界动量  和

 , 与 3.1.1节类似, 它们对应于蓝色的临界时间

线. 为了进一步分析这条临界时间线与第 2次淬火

前的临界时间的关系, 给出了  与

k 的关系, 结果如图 4(d)中的黑色实线所示. 它在

虚线处与红色实线相交于   , 这表明图 4(a)

中蓝色临界时间线与第 2次淬火前的临界时间相

联系.
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C → D → E T = 1.25 T = 1.25 t > T

T = 1.25 tan2(θ0,k − θ1,k)/2 |Bk/Ak|
T = T5 ≈ 1.1574 T = T6 ≈ 1.3879

图 3    (a)淬火路径   对应的临界时间图, 图中虚线对应的时刻为   ; (b)    且   时的 Fisher零点

分布 ; (c)   时两次淬火过程的率函数 ; (d)黑色实线是   与 k 的关系 , 图中红色和蓝色实线为  

与 k 的关系, 对应的时间间隔分别为   和  

t-T C → D → E T = 1.25

t > T T = 1.25 T = 1.25

tan2(θ0,k − θ1,k)/2

|Bk/Ak| T = T5 ≈ 1.1574 T = T6 ≈ 1.3879

Fig. 3. (a) Location of the critical times in the    plane for the path   . The dotted line marks the time for   .

(b) The Fisher zeros for     with    . (c) The rate function corresponding to    . (d) The black line correspond-

ing  to  the  relationship  between      and  k.  The  red  and  blue  lines  corresponding  to  the  relationships  between

  and k for    and   , respectively.
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 18 (2021)    180502

180502-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


 

3.2.2    先经过各向异性相变点再经过 Ising
相变点的两次淬火

D → C → B

T -t

t = T

T = 1.5

t < 2.5

n = 0

接下来讨论先经过各向异性相变点再经过

Ising相变点 (  )的两次淬火情形. 同样

地, 图 5(a)给出了   平面内的临界时间. 可以看

出在第 2次淬火后系统中会出现两种类型的临界

时间线. 一种与前面讨论的一样 (图中的蓝色曲

线), 它的出现与否和时间间隔 T 有关. 另一种临

界时间线 (图中的绿色曲线)在任意 T 下总是出

现, 但与 3.2.1节不一样, 它在   (对角线上)处

与第 1次淬火后的临界时间线相连. 作为 1个例

子, 给出了    (对应于图 5(a)中的虚线)时

由 (9b)式给出的 Fisher零点 (图 5(b))和率函数

(图 5(c)). 当   时率函数有 5个奇异点, 分别

对应于图 5(a)中的①到⑤. 其中点③到⑤的临界

时间对应于图 5(b)中   的 Fisher零点与虚轴

的交点. 而点①和②的临界时间是对应于 (9a)式

所示的 Fisher零点与虚轴的交点 (没有给出).

T = T8 ≈ 1.1574
∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣
k → 0

∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣ → ∞ k → π∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣ → 0 k⋆
∣∣∣Bk⋆

Ak⋆

∣∣∣ = 1

k = k7

T = 0 D → B

t = T

tan2(θ0,k − θ1,k)/2

k7

同样地 , 给出了   时的   与

k 的关系 , 结果如图 5(d)中的红色实线所示 . 与

3.2.1节类似, 当  时  , 而当  时

 . 所以也必定有一个   使得   .

也就是图 5(d)中的   的临界动量, 它对应的

临界时间线即为图 5(a)中的绿色临界时间线. 显

然这条临界时间线在   时与直接从   淬

火的临界时间相联系. 但是与 3.2.1节不同的是,

这条临界时间线还与第 2次淬火前的临界时间相

交于   处. 为了进一步说明这种情况, 给出了

 与 k 的关系, 结果如图 5(d)中的

黑色实线所示. 从图 5(d)可以看出红色实线与黑

色实线在虚线处相交于   , 这表明图 5(a)中的
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B → C → D T = 1.5 T = 1.5 t > T

T = 1.5 tan2(θ0,k − θ1,k)/2 |Bk/Ak|
T = T7 ≈ 1.5210

图 4    (a)淬火路径   对应的临界时间图 , 图中虚线对应的时刻为   ; (b)   且   时的 Fisher零点分

布; (c)   时两次淬火过程的率函数; (d)黑色实线是   与 k 的关系. 红色实线为   与 k 的关系, 对应

的时间间隔为  

t-T B → C → D T = 1.5

t > T T = 1.5 T = 1.5

tan2(θ0,k − θ1,k)/2 |Bk/Ak|
T = T7 ≈ 1.5210

Fig. 4. (a) Location of the critical times in the    plane for the path   . The dotted line marks the time for   .

(b) The Fisher zeros for    with   . (c) The rate function corresponding to   . (d) The black line corresponding to

the  relationship  between      and  k.  The  red  line  corresponding  to  the  relationship  between      and  k  for

 . 
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D → B

T =

T9 ≈ 1.3879 k6

绿色临界时间线不仅与直接从  淬火的临界

时间相联系, 还与第 2次淬火前的临界时间相联系.

另外图 5(a)中的蓝色临界时间线与前面讨论的类

似, 这可以从图 5(d)中的蓝色实线 (对应于  

 )与黑色实线在虚线处相交于  看出. 

3.2.3    先经过 Ising相变点后同时经过 Ising
和各向异性相变点的两次淬火

C → B → D

T -t

T = 1.5

最后讨论先经过 Ising相变点后同时经过

Ising和各向异性相变点 (  )的两次淬

火的情形. 图 6(a)给出了   平面内的临界时间.

可以看出在第 2次淬火后系统中会出现两种类型

的临界时间线 (红色和绿色实线). 无论 T 取什么

值, 这两种临界时间线在第 2次淬火后一定存在.

作为 1个例子, 给出了  (对应于图 6(a)中的

虚线 )时由 (9b)式给出的 Fisher零点 (图 6(b))

和率函数 (图 6(c)). 类似地, 图 6(d)中的点①到

③分别对应于图 6(a)中的点①到③, 而点②和

③分别对应于图 6(b)中的点②和③.

tan2(θ0,k − θ1,k)/2
∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣
T = T10 ≈ 0.9170

k → 0 k → π
∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣ → ∞∣∣∣Bk

Ak

∣∣∣ → 0 k⋆∣∣∣Bk⋆

Ak⋆

∣∣∣ = 1 k8

k8 k9

C → D

同样地 , 也给出了   和  

(  时 )与 k 的关系 , 分别对应于

图 6(d)中的黑色和红色实线. 与前面不同的是, 当

 和   时均有   , 并且中间某个 k

时  , 所以对于任意的 T, 一定存在两个  ,

使得  . 其中 1个临界动量 (  )对应的临

界时间线即为图 6(a)中的绿色临界时间线. 它与

图 5(a)中的绿色临界时间线类似, 这同样可以从

图 6(d)中的黑色实线与红色实线在虚线处相交于

 看出. 而另 1个临界动量 (  )对应的临界时间

线即为图 6(a)中的红色临界时间线. 它与 3.2.2节

中的红色临界时间线类似, 只与直接从   淬

火的临界时间相联系. 

 

p



ta
n
2

0
,


 1
,



 





















7 6 

(d)

(b)(a)

Re

 

7

6

4

5

3

1

2

Im
(
)



    

(c)


















=1.5















   



8 9 

















=0
=1
=2

=1.5

tan20,1,

8a

9a









 €€

D → C → B T = 1.5 T = 1.5 t > T

T = 1.5 tan2(θ0,k − θ1,k)/2 |Bk/Ak|
T = T8 ≈ 1.1574 T = T9 ≈ 1.3879

图 5    (a)淬火路径   对应的临界时间图, 图中虚线对应的时刻为   ; (b)   且    时的 Fisher零点分

布 ; (c)    时两次淬火过程的率函数 ; (d)黑色实线是   与 k 的关系 , 其中红色和蓝色实线为   与

k 的关系, 对应的时间间隔分别为   和  

t-T D → C → B T = 1.5

t > T T = 1.5 T = 1.5

tan2(θ0,k − θ1,k)/2 |Bk/Ak|
T = T8 ≈ 1.1574 T = T9 ≈ 1.3879

Fig. 5. (a) Location of the critical times in the    plane for the path   . The dotted line marks the time for   .

(b) The Fisher zeros for    with   . (c) The rate function corresponding to   . (d) The black line corresponding to

the  relationship between     and k.  The red and blue  lines  corresponding to  the  relationships  between   

and k for    and   , respectively. 
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4   结　论

XY

T -t

H0 → H1 T -t

H0 H2

T -t

H0 → H1 H0 → H2

T -t

本文讨论了两次淬火下横场中   链的动力

学量子相变. 研究发现, 在第 2次淬火后, 系统在

 平面内的临界时间线有三种典型的情形. 情形 I:

临界时间只在一定的 T 范围内出现, 它与第 1次

淬火 (  )过程中的临界时间相联系, 在 

平面中用蓝色曲线表示; 情形 II: 临界时间在第 2

次淬火后总是出现, 它与从  直接淬火到  的过

程中的临界时间相联系, 在  平面中用红色曲线

表示; 情形 III: 临界时间在第 2次淬火后也总是出

现, 它同时与    和   的淬火过程中

的临界时间相联系, 在  平面中用绿色曲线表示.

上述三种情形的临界时间线是否出现, 取决于

淬火路径. 考虑了两类典型的淬火路径, 一类是经

过同一类量子相变点的两次淬火, 其中包括经过

Ising相变点或者经过各向异性相变点. 此时第 2

XY

次淬火后只有情形 I的临界时间线. 另一类是分别

经过不同类量子相变点的两次淬火, 其中包括三种

情形. 第一种是先经过 Ising相变点再经过各向异

性相变点, 此时第 2次淬火后有情形 I 和情形 II

的临界时间线. 第二种是先经过各向异性相变点再

经过 Ising相变点, 此时第 2次淬火后有情形 I 和

情形 III的临界时间线. 第三种是先经过 Ising相变

点再同时经过 Ising和各向异性相变点, 此时第 2

次淬火后有情形 II和一种情形 III的临界时间线.

这表明两次淬火下横场中   链的动力学量子相

变不仅与时间间隔 T 有关, 还与两次淬火的路径

有关.

除了上述的五种淬火路径, 还有四种其他的淬

火路径. 一种是均同时经过 Ising和各向异性相变

点的两次淬火情形, 它与均经过 Ising相变点的两

次淬火情形类似. 另一种是先同时经过 Ising和各

向异性相变点再经过各向异性相变点的两次淬火

 

p



ta
n
2

0
,


 1
,



 





















9 8

    

(d)

(b)(a)

Re

  

7

6

4

5

3

-1

0

1

2

Im
(
)



    

(c)















=1.5















   

€€



10 











=0
=1
=2

=1.5

tan20,1,

10a






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图 6    (a)淬火路径   对应的临界时间图, 图中虚线对应的时刻为   ; (b)   且    时的 Fisher零点分

布; (c)   时两次淬火过程的率函数; (d)黑色实线是   与 k 的关系, 其中红色实线为   与 k 的关系,

对应的时间间隔为  

t-T C → B → D T = 1.5

t > T T = 1.5 T = 1.5

tan2(θ0,k − θ1,k)/2 |Bk/Ak|
T = T10 ≈ 0.9170

Fig. 6. (a) Location of the critical times in the    plane for the path   . The dotted line marks the time for   .

(b) The Fisher zeros for    with   . (c) The rate function corresponding to   . (d) The black line corresponding to

the  relationship  between      and  k.  The  red  line  corresponding  to  the  relationship  between      and  k  for

 . 
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情形, 它与先经过 Ising相变点再经过各向异性相

变点的两次淬火情形类似. 还有一种是先经过各向

异性相变点再同时经过 Ising和各向异性相变点的

两次淬火情形, 它与先经过各向异性相变点再经

过 Ising相变点的两次淬火情形类似. 最后一种是

两次淬火先同时经过 Ising和各向异性相变点再经

过 Ising相变点的两次淬火情形, 它与先经过 Ising

相变点再同时经过 Ising和各向异性相变点的两次

淬火情形类似.
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Nonequilibrium  dynamics  of  quantum  many-body  systems  have  achieved  rapid  progress  from  both

theoretical  and  experimental  perspectives.  Recently,  dynamical  quantum  phase  transitions  (DQPTs),  which

describe  the  nonanalytic  behaviors  of  physical  quantities  during  the  time  evolution,  have  attracted  a  lot  of

interest. The most studied protocol to drive the system out of equilibrium is via a quantum quench. Recently,

the DQPTs in the Ising chain and ANNNI chain after double quench are studied. Double quench means that

the Hamiltonian of the system is abruptly changed from     to    , and then abruptly changed from     to   

after a evolutionary time T. One can control at will whether or not DQPTs appear after the second quench by

varying T. In this paper, we study the DQPTs arising from a double quench in the anisotropic     chain in a

transverse  field.  The  anisotropic      chain  in  a  transverse  field  has  two kinds  of  quantum phase  transitions

(Ising transition and anisotropic transition).  We discuss mainly the effects of  quench paths on the DQPTs of

the transverse field    chain. By calculating the rate function of the Loschmidt echo and Fisher zeros, we find

that there are three typical types of the critical times of DQPTs in the plane of the T and the evolution time t.

Type I of critical times, which occurs only in a certain range of T, is related to the protocol of the Hamiltonian

abruptly changed from    to   . Type II of critical times, which occurs all the time, is related to the protocol

of the Hamiltonian abruptly changed from     to    .  Type III of critical times, which occurs all  the time, is

related to the protocols of the Hamiltonian abruptly changed from     to     and     to    . When the double

quench paths pass through the same kind of transition point,  only the critical  times corresponding to Type I

will appear after the second quench. When the double quench paths pass through different kinds of transition

points, the critical times after the second quench will appear any two of the above three types, which depend on

the choice of quench path.
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