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光学腔中一维玻色-哈伯德模型的奇异超固相*
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(2021 年 4 月 22日收到; 2021 年 5 月 17日收到修改稿)

利用密度矩阵重整化群计算了光学腔中一维无自旋玻色-哈伯德模型的基态. 通过研究超流序、局域密

度分布、二阶和三阶关联函数, 发现该系统出现了超越平均场理论的两个奇异超固相. 这两个超固相同时具

备对角和非对角长程序, 其中一个展现出包络形式的密度调制振荡, 另一个展现出均匀的密度分布. 另外, 结

合光场的超辐射序参量和腔内的平均光子数, 发现奇异超固相与腔光场的涨落存在密切关系. 该工作给出了

光学腔内玻色哈伯德模型的超越平均场理论的新物理, 并提供了探索光学腔内光与物质集体物态的完整计

算方法.
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1   引　言

超冷量子气体为多体相互作用系统的量子模

拟提供了独特的环境 [1]. 将超冷量子气体俘获在光

学晶格中可以模拟强关联晶格模型, 其中最典型的

模型是玻色-哈伯德模型. 这一模型中存在超流相

和莫特绝缘体之间的量子相变 [2−4]. 在超冷原子实

验中, 原子间具有天然的有限长程相互作用, 它可

以通过 Feshbach共振技术进行调节 [3,4]. 而凝聚态

系统中还存在大量由无限长程相互作用驱动的多

体现象, 这为基于超冷原子的量子模拟提出了新的

挑战. 幸运的是, 光学腔中的光子可以充当原子间

沟通的中继站, 进而诱导出有效的无限长程相互作

用 [5−8]. 在晶格系统中, 该无限长程相互作用会与

原子动能和在位相互作用能竞争, 进而衍生出周期

是晶格周期两倍的密度关联, 并驱动奇偶格点分布

差异的原子密度波 [9]. 以上特征使得光学腔内的玻

色-哈伯德模型具备更加丰富的基态属性 [10−20].

超固相是一种反直觉的物质状态, 它同时具有

超流体的无摩擦流与固体的周期性密度结晶 [21].

它也是一个对角序和非对角序 (相位相干和空间

序)共存的热力学稳态 [22−27]. 在平均场理论下, 光

学腔中玻色原子的超固相通常出现在光场的超辐

射区间, 且晶格的密度分布呈现奇偶振荡 [12−18]. 然

而, 由于该理论在原理上忽略了物理量的高阶涨

落, 故不足以完整描述量子场的密度关联. 特别是

当腔光场未发生超辐射时, 腔场涨落可能剧烈增

强, 此时平均场理论变得更加不可靠 [19,20]. 因此,

为了更加精确地理解光学腔中玻色原子的超固相,

有必要超越传统的平均场理论, 系统计算原子的局

域密度分布、二阶和三阶关联函数.
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本文考虑装载在光学腔内的一维超冷玻色原

子, 通过对腔光场做绝热近似, 得到一种拓展的玻

色-哈伯德模型. 这一模型的典型特征是其中包含

在位相互作用和无限长程相互作用. 利用密度矩阵

重整化群方法 [28,29](DMRG)数值计算系统基态的

单体超流序、局域密度分布、二阶和三阶关联函数,

探究系统的非对角和对角序. 发现了超越平均场理

论的两个奇异超固相, 其中一个展现出包络形式的

密度调制振荡, 另一个展现出均匀的密度分布. 另

外, 结合光场的超辐射序参量和腔内的平均光子数,

发现奇异超固相与腔光场的涨落存在密切关系. 

2   模型和序参量

V0 ωc

x̂

ẑ

ωp

∆c = ωc − ωp < 0

基于最近实现的光学腔实验平台 [10], 本文考

虑的系统是装载在准一维 (1D)背景光晶格中的超

冷玻色气与光学腔的耦合, 如图 1所示. 其中光晶

格的晶格深度为  , 腔的频率为  . 所有共振频率

为 w 的二能级原子不仅与  方向的腔场耦合, 还被

 方向的泵浦光所驱动. 泵浦光驱动频率和振幅分

别为  和 W. 为了有效地降低原子发热, 这里只考

虑红失谐腔, 即   . 在大失谐极限

时, 激发态可以被绝热消除. 考虑紧束缚近似后的

有效哈密顿量为 [30]
 

H = − t
∑
i

(
b̂†i b̂i+1 + H.c.

)
+

Us

2

∑
i

n̂i (n̂i − 1)

− ℏ (∆c − δ) â†â

+ ℏηM0

(
â† + â

)(∑
e

n̂e −
∑
o

n̂o

)
, (1)

b̂†i b̂i

n̂i = b̂†i b̂i â† â

Us δ = M1N

M0 =

∫
dxW ∗

i (x) cos (k0x)

Wi (x) M1 =
(
g2/∆

) ∫
dxW ∗

i (x) cos2 (k0x)Wi (x)

Wi (x)

k0 η =

gΩ/∆

式中,    和   为基态能级的玻色子产生和湮灭算

符, 粒子数算符   .    和   是量子化腔场的

产生和湮灭算符. o和 e分别是奇偶格点指标. t 为

跃迁系数,   是玻色子排斥相互作用强度.  

是腔的色散偏移, 其中  

 ,    ,

N 是原子总数,   是局域在格点的瓦尼儿函数,

 为腔场波矢 , g 为腔内单光子耦合常数 ,   

 是有效的光与原子耦合强度.

根据方程 (1)可以写出光场消灭算符所满足

的量子郎之万方程: 

∂tâ(t) = i(∆c − δ)â(t)− iηM0

(∑
e

n̂e −
∑
o

n̂o

)

− κâ(t)−
√
2κΓ̂ (t), (2)

方程最后一项为库环境引起的量子噪声. 考虑腔场

的耗散 k 远大于原子反冲能, 此时可作绝热近似,

即忽略噪声项, 认为光场始终驰豫在稳态 [30]. 从方

程 (2)出发得到光场的稳态形式为 [10]
 

â =
ηM0

∆c − δ + iκ

(∑
e

n̂e −
∑
o

n̂o

)
. (3)

将方程 (3)引入 (1)式的哈密顿量, 可以得到有效

哈密顿量为 

H = − t
∑
i

(
b̂†i b̂i+1 + H.c.

)
+

Us

2

∑
i

n̂i (n̂i − 1)

− Ul

L

(∑
e

n̂e −
∑
o

n̂o

)2

, (4)

Ul =−Lℏ|ηM0|2(∆c − δ)/
[
(∆c − δ)

2
+ κ2

]
Ul

其中,   
[10],

L 是晶格的尺寸. 哈密顿量 (4)中的  项清楚地展

示了光学腔中以光子为媒介诱导的原子原子之间

无限长程相互作用, 它可以通过改变泵浦激光的大

小来独立调整. 至此就得到了一个隧穿、在位相互

作用和无限长程相互作用共存且竞争的有趣模型,

如图 1所示.

为了探究超固相的属性, 应该考虑非对角序和

对角序的实验可观测序参量: 超流序 (非对角序) 

G(r) =
1

L

∑
i

⟨
b̂†i b̂i+r

⟩
. (5)

n(k) =
1

L

∑
r

eikrG(r) n(k = 0)

它描述的是相位相干. 傅里叶形式为 

 .   是凝聚系数, 表示占据超流态的

 





Pumping

laser



Lattice

laser l

s

x̂

ẑ

Us Ul

图  1    左图 : 玻色原子沿着腔轴方向   被俘获在准一维

(1D)背景光学晶格中, 费米气被两束圆偏振的横向 (沿着  

方向) 抽运激光驱动 . 右图 : 隧穿系数 t, 接触型相互作用

 和无限长程相互作用  

Us

Ul

Fig. 1. Left:  Proposed  experimental  setup  that  the  bosonic

atoms trapped in a quasi-1D optical lattice interact with an

optical  cavity.  Right:  Illustration  of  the  competing  terms

among  the  hopping  t,  the  contact  interaction      and  the

global-range interaction   . 
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G(r) n(k =

0) > 0

玻色子的密度 . 如果   具有长程序 , 则  

 , 此时系统表现出相位相干. 局域密度分布为 

D1 (j) = ⟨n̂j⟩ . (6)

ν (k) =
1

L

∑
j
eikj ⟨n̂j⟩ ν (k)

νpeak

⟨n̂j⟩
νpeak = π ⟨n̂j⟩

νpeak = 0 ⟨n̂j⟩
ν (k)

0 < νpeak < π
⟨n̂j⟩

它的傅里叶变换为  .   的

尖峰位置所对应的动量值  描述的是密度分布

的振荡周期. 如果密度分布  呈现的是奇偶晶格

振荡, 则   ; 如果密度分布   呈现的是均

匀分布, 则   ; 如果密度分布   呈现的是

包络型的非公度振荡分布 , 则   会出现两个

尖峰, 且每个尖峰都满足   . 二阶关联

函数 (对角序)必须去除掉局域密度分布  的贡

献, 即 

D2 (l, j) = ⟨n̂ln̂j⟩ − ⟨n̂l⟩ ⟨n̂j⟩ . (7)

S(k) =
1

L

∑
l,j

eik(l−j) ⟨n̂ln̂j⟩

⟨n̂ln̂j⟩ S(k = π) > 0

D2 (l, j) ⟨n̂j⟩

它的傅里叶变换为   .

当  表现为奇偶振荡, 则  , 此时系

统存在对角序. 三阶关联函数必须减去来自二阶关

联   和局域密度分布   的贡献, 它的定义

为 [31−35]
 

D3 (i, l, j) = ⟨n̂in̂ln̂j⟩ −D2 (l, j) ⟨n̂i⟩ −D2 (i, j) ⟨n̂l⟩

−D2 (i, l) ⟨n̂j⟩ − ⟨n̂i⟩ ⟨n̂l⟩ ⟨n̂j⟩ . (8)

目前关于光学腔中玻色子的研究大多只关注

原子的量子效应, 而较少探究光子的性质 [19,20]. 事

实上, 光学腔中的光子是原子之间的耦合媒介, 它

在系统的集体动力学中往往发挥着重要作用. 这里

重点考察两个与光子相关的物理量, 第一个是基于

平均场理论的超辐射序参量: 

|⟨â⟩|2 =
Ul

L

∣∣∣∣∣
⟨∑

e

n̂e −
∑
o

n̂o

⟩∣∣∣∣∣
2

. (9)

另一个是腔中光子数:  ⟨
â†â
⟩
= UlLS (k = π) . (10)

|⟨â⟩|2 =
⟨
â†â
⟩

|⟨â⟩|2 > 0

|⟨â⟩|2 = 0

在平均场理论中, 超辐射序参量和腔中的光子数相

等, 即   
[36]. 在超辐射区间,    ,

腔场涨落较小, 平均场理论一般能较好描述系统的

动力学性质. 而对于非超辐射区间, 超辐射序参量

为零, 即  , 此时腔场涨落可能会对系统状

态有较大影响 [36].

10−8 t = 1

本文用 DMRG有限尺寸算法计算系统开边界

情况下的多体基态. 选取的格点长度 L 最大为 96,

DMRG最大态数为 200, 扫描次数为 30, 此时的截

断误差最大为  . 令  作为能量单位. 

3   量子多体相

Ul = 6 Us = 10

G(r)

n(k = 0) > 0

⟨n̂i⟩
νpeak = π

⟨n̂i⟩ D2(l, j)

⟨n̂i⟩

D3(i, l, j)

⟨n̂i⟩ D2(l, j) D3(i, l, j)

首先, 将一个较大的无限长程相互作用 (例如

 )引入到  的玻色-哈伯德模型中. DMRG

数值结果显示, 超流序  随着格点间隔 r 的增大

呈现幂次衰减 (幂率值为 0.7)且奇偶振荡, 此时

 , 如图 2(a1)所示. 这说明此时体系存

在相位相干, 即存在非对角长程序. 密度分布  

呈现奇偶振荡, 此时  , 如图 2(a2)所示. 消

除了密度分布   的贡献, 二阶关联   接近

0, 如图 2(a3)所示. 二阶关联的贡献全部来自奇偶

振荡的密度分布  . 这一参数下系统对应的基态

与平均场近似理论的结果一致. 我们又计算了这一

参数下的三阶关联函数  . 消除了密度分布

 和二阶关联  的贡献, 三阶关联 

接近 0, 如图 2(a4)所示. 本文将这一传统的超固

相称为超固 0相.

Us = 10

Ul = 4.4

G(r)

n(k = 0) > 0

⟨n̂i⟩
0<νpeak < π D2(l, j)

D3(i, l, j)

⟨∑
e
n̂e −

∑
o
n̂o

⟩
= 0⟨(∑

e
n̂e −

∑
o
n̂o

)2⟩
> 0

0<νpeak < π

当  的玻色-哈伯德模型中引入一个大小

适中的无限长程相互作用 (以  为例). DMRG

数值结果显示, 超流序  随着格点间隔 r 的增大

幂率衰减 (幂率值为 0.56), 且此时  , 如

图 2(b1)所示. 密度分布   呈现包络型振荡, 此

时  , 如图 2(b2)所示. 二阶关联  呈

现奇偶振荡且不随格点间距增大而衰减, 如图 2(b3)

所示. 二阶关联的贡献全部来自关联效应, 这一数

值结果完全超越了平均场理论 . 三阶关联函数

 呈现奇偶振荡且不随格点间距增大而衰

减, 如图 2(b4)所示. 这一包络型分布的奇偶格点

原子总数相等, 即  . 然而, 无

限长程相互作用能  . 这

两个值之间的差异主要源自于量子涨落. 本文中,

具有  特征的超固相被称为超固 1相.

Us = 2

Ul=4.4 G(r)

n(k = 0) > 0

⟨n̂i⟩ νpeak = 0

D2(l, j)

D3(i, l, j)

降低在位相互作用大小 (以  为例), 但无

限长程相互作用不变, 仍为  .   随着格点

间隔 r 的增大幂率衰减 (幂率值为 0.24), 且此时

 , 如图 2(c1)所示. 此时体系存在相位

相干, 即存在非对角长程序. 这一参数对应的基态

同样为超固相, 但是这一超固相不同于超固 0相和

超固 1相. 密度分布   是均匀的, 此时   ,

如图 2(c2)所示 . 二阶关联   和三阶关联

 呈现奇偶振荡且不随格点间距增大而
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νpeak = 0

衰减, 如图 2(b3)和图 2(b4)所示. 本文中, 特征为

 的超固相被称超固 2相.

G(r)

G(r)

L → ∞ (0, 1)

n(k = 0)/L

L → ∞
n(k = 0)/L > 0

为了更好地展示超流序   的存在, 计算了

多个尺寸的数据, 并做了有限尺寸分析, 如图 3所

示. 在有限尺寸下, 超固 1相和超固 2相的超流序

 随着距离呈幂率衰减, 将幂率做有限尺寸分析

发现 , 在热力学极限下 (  )幂率在   区

间 , 如图 3(a1)和图 3(b1)所示 . 对   做

有限尺寸分析可以发现, 在热力学极限下 (  )

超固 1相和超固 2相的  , 如图 3(a2)

和图 3(b2)所示. 综上可得, 超固 1相和超固 2相

的超流序是固然存在的, 不因尺寸变化而消失.

νpeak

L →
∞ νpeak νpeak

⟨n̂j⟩

超固 1相和超固 2相源自于在位相互作用和

无限长程相互作用的共存和竞争. 超固 1相在不同

尺寸情况下都会出现相同周期的包络型的密度分

布, 如图 4(a1)—(a3)所示. 且不同尺寸的   相

同, 通过有限尺寸分析可以发现, 热力学极限下 ( 

 )的   与有限尺寸的   相等, 如图 4(a4)所

示. 超固 2相在不同尺寸时的密度分布  都是均

匀的, 如图 4(b1)—(b3)所示. 不同尺寸包括热力

L → ∞ νpeak ≡ 0学极限下 (  )的  , 如图 4(b4)所示.

n(k = 0) S(k = π)

νpeak

本文利用   和   的值, 即可辨别

超流、莫特绝缘体、电荷密度波和超固相. 但是, 需

要使用   来区分超固 0相、超固 1相和超固 2

相, 如表 1所列.

Us = 10 ρ = 0.4375

Ul

n(k = 0) > 0 0 < Ul < 3.3 S(k = π) = 0

νpeak = 0 3.3 < Ul <

4.6 S(k = π) > 0 νpeak ∈ (0, π)

Ul > 4.6 S(k = π) > 0 νpeak = π

U c
l = 3.3

Ul

|⟨â⟩|2 =
⟨
â†â
⟩
> 0

|⟨â⟩|2 = 0

|⟨â⟩|2 ̸=
⟨
â†â
⟩

为了清楚地探究上述超固相之间的相变, 固定

在位相互作用为  和填充因子  , 将

无限长程相互作用强度  从 0不断增大. 这一过程

中   . 当   时 ,   

和   , 对应的量子相为超流 ; 当  

 时,   和  , 对应的量子相

为超固 1相; 当  时,   和 

对应的量子相为超固 0相, 如图 5(a)所示. 基态从

超流相变为超固 1相, 最终又相变为超固 0相, 临

界点为   和 4.6. 超辐射相变同样发生在无

限长程相互作用   较大时, 如图 5(b)所示. 超固

0相是超辐射驱动的, 在此区域中 DMRG的结果

显示   . 然而, 超固 1相不是超辐

射驱动 , 是腔光场涨落驱动的 . 此时   且

 , 如图 5(b)所示.
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图  2    (a1), (b1), (c1)超流序   和插图   ;  (a2), (b2), (c2)密度分布   ;  (a3), (b3), (c3)二阶关联   ;  (a4), (b4),

(c4)三阶关联   . (a1)—(a3) 超固 0相, 相互作用参数   和   ; (b1)—(b3) 超固 1相, 相互作用参数  

和   ; (c1)—(c3) 超固 2相, 相互作用参数   和   . 所有图中, 共有参数   ,  

G(r) n(k) ⟨n̂j⟩
D2 (l, j) D3 (i, l, j) i = j Us = 10 Ul = 6

Us = 10 Ul = 4.4 Us = 2 Ul = 4.4

L = 96 ρ = 0.4375

Fig. 2. (a1), (b1), (c1) Superfluid order    and   ; (a2), (b2), (c2) density profile   ; (a3), (b3), (c3) two order correlation

 ; (a4), (b4), (c4) three order correlation     for     of (a1)–(a3) supersolid 0 phase with     and    ,

(b1)–(b3) supersolid 1 phase with     and    , and (c1)–(c3) supersolid 2 phase with     and    . In all sub-

figure, we have    and   . 
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Ul = 4.4

ρ = 0.4375 Us

n(k = 0) > 0 S(k = π) > 0

当固定无限长程相互作用强度  和填充

因子  , 将在位相互作用强度  从 0不断

增大. 这一过程中  和  . 当

0 < Us < 5.5 νpeak = 0

5.5 < Us < 11.5 νpeak ∈ (0, π)

Us > 11.5 νpeak = π

 时  , 对应的量子相为超固 2相;

当  时  , 对应的量子相为

超固 1相; 当   时   , 对应的量子相
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图 3    (a1), (b1)不同尺寸下的超流序   , 插图为冥率的有限尺寸分析; (a2), (b2)    的有限尺寸分析. (a1), (a2)超

固 1相, 参数   和   ; (b1), (b2) 超固 2相, 参数   和   . 所有图中, 共有参数  

G(r)

n(k = 0)/L Us = 10 Ul = 4.4

Us = 2 Ul = 4.4 ρ = 0.4375

Fig. 3. (a1), (b1) Superfluid order    of several lattice length. The inset is the finite-size scaling of the decay rate. (a2), (b2) Fi-

nite-size  scaling  of    .  (a1),  (a2)  Supersolid  1 phase  with      and    .  (b1),  (b2)  Supersolid  2 phase  with

  and   . In all subfigure, we have   . 
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图 4    (a1)—(a3)和 (b1)—(b3)密度分布  ; (a4), (b4)   的有限尺寸分析. (a1)—(a4) 超固 1相, 参数  和  ;

(b) 超固 2相, 参数   和   . (a1), (b1)   ; (a2), (b2)   ; (a3), (b3)   . 所有图中, 共有参数  

⟨n̂j⟩ νpeak

Us = 10 Ul = 4.4 Us = 2 Ul = 4.4 L = 80 L = 64

L = 48 ρ = 0.4375

Fig. 4. (a1) –(a3) and (b1) –(b3) the density profile   ; (a4), (b4) the finite-size scaling of the   . (a1)–(a4) Supersolid 1 phase

with    and   ; (b1)–(b4) supersolid 2 phase with    and   . (a1), (b1)   ; (a2), (b2)   ; (a3),

(b3)   . In all subfigure, we have   . 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 19 (2021)    193701

193701-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


|⟨â⟩|2 = 0 |⟨â⟩|2 ̸=
⟨
â†â
⟩

为超固 0相, 如图 5(c)所示. 我们同样计算了这一

过程的超辐射序参量和光子数, 发现超固 1相和

超固 2相这两个相的  且  , 如

图 5(d)所示. 综上, 可以得出结论, 超固 1相和超

固 2相是腔光场涨落驱动的.

Ul

Us = 0 Us = 5 Us = 10

Ul Ul

Us = 5

基于上述描述的相变, 勾勒了哈密顿量 (3)的

相图, 如图 6所示. 图 6(a)—(c)给出了   -r 平面

的相图, 其中 (a)   , (b)   和 (c)   .

当无在位相互作用和无限长程相互作用时, 体系基

态在任何填充率 r 下都是超流. 当引入无限长程相

互作用   后体系变为超固 2相, 继续增强   体系

变为超固 0相, 如图 6(a)所示. 当   时, 无限

Ul

ρ = 0.5

Us = 10

Ul Us

Ul

Ul

Ul = 4 Us

长程相互作用   驱动体系产生超固 0相、超固 1

相和超固 2相. 只有  和 1时, 体系会出现莫

特绝缘体和电荷密度波 , 如图 6(b)所示 . 当

 时, 超固 2相被压缩而消失, 相图中仍然有

超流、莫特绝缘体、电荷密度波、超固 0相和超固 1

相, 如图 6(c)所示. 为了更直观地展示在位相互作

用和无限长程相互作用的竞争, 给出了  -  平面

的相图, 如图 6(d)所示. 无限长程相互作用  驱动

产生超固相,   很大时体系为超固 0相. 当无限长

程相互作用  左右时, 在位相互作用  驱动超

固 2相变为超固 1相.

       

表 1    量子相对应的序参量
Table 1.    Corresponding orders of the phases.

序/相简写 超流SF 莫特绝缘体MI 电荷密度波CDW 超固0相SS0 超固1相SS1 超固2相SS2

n (k = 0) >0 0 0 >0 >0 >0

S (k = π) 0 0 >0 >0 >0 >0

νpeak 0 0 π π (0, π) 0
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图 5      (黑色实线)和   (蓝色方块)　(a) 关于   的变化, 固定   ; (c) 关于    的变化, 固定   . 平均光子

数   和腔中的光子数   关于 (b) 关于   的变化 , 固定   ; (d) 关于   的变化 , 固定   . 所有图中 , 共有参数

 和   . SF表示超流, MI表示莫特绝缘体, CDW表示电荷密度波, SS0 表示超固 0相, SS1 表示超固 1相, SS2 表示

超固 2相

S(k = π) νpeak Ul Us = 10 Us Ul = 4.4⟨
â†â

⟩
|⟨â⟩|2 Ul Us = 10 Us Ul = 4.4

L = 96 ρ = 0.4375

Fig. 5. The   (black solid line) and   (blue square) as function of (a)    with   , and (c)    with   . The

number of cavity photons    and mean cavity-field    as a function of (b)    with   , (d)    with   . In all

subfigure, we have    and   . SF denotes superfluid, MI denotes Mott insulator, CDW denotes charge density wave,

SS0 denotes supersolid 0, SS1 denotes supersolid 1, SS2 denotes supersolid 2. 
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4   总　结

上述量子相在目前的实验平台上都是可以观

测的, 动量分布可以通过时间飞行探测, 结构因子

可以通过布拉格散射探测 [37,38], 密度分布可以通过

单格点分辨进行探测 [39].

本文研究了光学腔中一维无自旋玻色-哈伯德

模型. 利用密度矩阵重整化群方法, 计算了基态的

单体超流序、局域密度分布、二阶和三阶关联函数.

发现系统出现了存在对角和非对角的长程序并超

越平均场理论的两个奇异超固相. 这两个超固相分

别展现出包络型的密度调制振荡和均匀的密度分

布. 通过计算光子数和腔场平均, 发现奇异超固相

主要由腔场涨落诱导. 相互作用能够驱动奇异超固

相之间的相变. 本文的工作给出了光学腔内玻色-

哈伯德模型的超越平均场理论的新物理, 并提供了

充分探索光学腔的完整计算方法.
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Abstract

Using  a  state-of-the-art  numerical  method  density-matrix  renormalization-group,  we  study  the  ground

states  of  one-dimensional  spinless  Bose-Hubbard  model  inside  a  red-detuned  cavity.  By  calculating  the

superfluid order, density distribution, second and third-order correlation functions, we find that there exist two

novel  supersolid  phases  with  diagonal,  off-diagonal  orders  beyond  mean-field  theory.  One  has  package  type

density  modulation  along  the  lattice  axis,  another  exhibits  uniform  density  distribution.  Moreover,  by

calculating the superradiant order parameter and the number of photon inside the cavity, we find that the novel

supersolid  phases  are  highly related to cavity-field fluctuation.  Our work gives  the physics  beyond the mean-

field theory of the Bose-Hubbard model inside an optical cavity, and provides the complete approach to fully

explore the collective state of light and matter inside an optical cavity.
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PACS: 37.10.Jk, 37.30.+i, 42.50.Pq, 64.70.Tg                          DOI: 10.7498/aps.70.20210778

 

*  Project supported by the National Basic Research Program of China (Grant No. 2017YFA0304203),  the National Natural

Science  Foundation  of  China  (Grant  Nos.  11674200,  12074232,  12004230,  11804204),  the  Fund  for  Shanxi  “ 1331 Project”

Key  Subjects  Construction,  and  the  Research  Project  Supported  by  Shanxi  Scholarship  Council  of  China  (Grant  No.

HGKY2019003).

†  Corresponding author. E-mail:  fanjt@sxu.edu.cn 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 19 (2021)    193701

193701-8

http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.84.759
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.25.1543
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.72.3598
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.74.2527
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.51.8467
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevB.52.16176
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.77.259
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1140/epjd/e2008-00016-4
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1126/science.1198481
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.94.023827
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1038/nature22310
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.118.240402
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1527-2
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.98.043613
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.82.4569
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.88.120407
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.1126/science.aad9041
http://doi.org/10.7498/aps.70.20210778
http://doi.org/10.7498/aps.70.20210778
mailto:fanjt@sxu.edu.cn
mailto:fanjt@sxu.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1

