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受垂直激励和水平约束的单摆系统
亚谐共振分岔与混沌*

赵武 1)    张鸿斌 1)†    孙超凡 1)    黄丹 2)    范俊锴 1)

1) (河南理工大学机械与动力工程学院, 焦作　454003)

2) (河南理工大学材料科学与工程学院, 焦作　454003)

(2021 年 5 月 19日收到; 2021 年 7 月 31日收到修改稿)

为解决一类典型工程摆的工作性能参数优选, 抽象该类系统为“受垂直激励和水平约束”的物理单摆模

型 . 运用多尺度法解析系统的亚谐共振响应 , 明确了系统参数对幅值共振带宽、多值性的作用规律 . 利用

Melnikov函数法 , 求解得到系统的同宿轨和 Smale意义上混沌的阈值条件 . 通过数值法解析系统单参分岔、

最大 Lyapunov指数、双参分岔及吸引域流形转迁等动力特性, 揭示了这类摆系统的亚谐共振分岔、周期吸

引子倍增、周期与混沌吸引子共存等全局特性的运动规律, 进一步明确了相关参数改变对系统运动形态转

化、能量分布与演变规律的作用机理, 得到了相关参数对工程系统工作性能的影响和作用机制. 研究结果对

工程中该类典型物理系统的工作性能参数调整, 及其对实际工况中系统的减振抑振提供了理论依据.
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1   引　言

不同于简单的单摆, 受垂直激励和水平约束的

单摆系统, 是工程弹簧摆的典型物理抽象. 单摆具

有运动的等时性, 起重机吊重系统 [1,2] 以及人体行

走系统可简化为单摆模型 [3], 并且单摆原理应用于

减振装置也具有良好的效果 [4,5]. 伽利略 [6] 和惠更

斯 [7] 都是单摆研究的奠定者. 单摆模型基础上延伸

出的弹簧摆、复摆、倒立摆等系统的物理特性, 本

质上往往不能简单等同于单摆, 所以得到学者们的

广泛研究 [8−10], 对复杂摆系统的响应解析、稳定

性、分岔和混沌的研究, 也就成为摆类系统的研究

重点 [11−13].

萧寒等 [14] 和张丽娟等 [15] 研究了一类外激励

作用下的弹簧摆系统的分岔和周期稳定性, 明确了

系统的拟周期环面破裂和阵发性进入混沌的路径.

Bek等 [16] 解析出阻尼弹簧摆的二阶近似非线性响

应; Butikov等 [17] 研究了一类具有黏性阻尼和干

摩擦阻尼作用的弹簧摆, 获得了系统干摩擦阻尼确

定的极限环及对称的非黏性强迫振荡的稳态周期

性. Zhou等 [18] 和 Franco等 [19] 研究倒立摆的亚谐

分岔、混沌运动及平衡控制, 获得异宿轨临界条件

和系统参数的鲁棒性. Najdecka等 [20] 研究了参数

激励的双摆动力特性, 明确了同步与旋转稳定性间

的关系.

对实际应用中特定工程摆悬挂点的激励响应

的研究, 也引发了学者的关注 [21,22]. Kholostova[23]

研究了悬挂点受水平激励的单摆, 解析出系统周

期运动中稳定性和不稳定周期运动的边界条件;
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Jallouli等 [24] 研究了谐波激励和参数激励作用的

非线性摆的零吸引子孤子解转换为周期稳定解的

条件; Brzeski等 [25] 研究了强迫 Dufffing振荡摆的

动力分岔、旋转周期解及参数空间中的共存吸引子

条件.

实际工程中的船用起吊机 [26]、绳系航天器 [27]

及水下极端环境球形机器人重摆 [28], 以及轧制工

艺系统中工作辊偏心于支撑辊的轧制状态, 都可通

过力学分析转化为受垂直激励和水平约束的单摆 [29].

可见, 受垂直激励和水平约束的摆系统是单摆物理

模型的进一步延伸, 工程应用广泛. 对此类问题的

研究文献较少, 使用现有单摆物理系统的研究结

论, 无法明确对这类多参量作用下的工程弹簧摆的

物理属性及工作性能的优选评估. 因此深入研究这

类摆系统的基本物理问题和动力学机制是提升这

类工程摆广泛优化应用的关键.

本文较系统地研究了“受垂直激励和水平约束

的单摆系统”的基本物理问题. 通过理论解析和数

值计算, 深入研究了该类典型工程摆系统的亚谐共

振、幅频特性、混沌、单参和双参分岔及吸引域流

形转迁等特性, 揭示了这类摆系统的工作参数变化

诱发能量改变对系统动特性和工作性能的影响. 

2   受垂直激励和水平约束的单摆系统
动力学方程

图 1为受垂直激励和水平约束的单摆模型. 其

中, x 和 y 分别表示水平方向和垂直方向, o 为悬挂

点, 摆球悬挂点受到垂直激励 y1(t), 摆球等效质量

为 m, 不计悬挂点处质量, 重力加速度为 g, 摆球与

垂直方向夹角为 u(t), 摆长为 l. 摆球在运动过程中

受到水平方向的约束作用, 表现为弹性回复力和阻

尼力形式, 其刚度系数和阻尼系数分别为 k 和 c.

xp = l sinu, yp = y1－l cosu
ẋp = lu̇ cosu ẏp = ẏ1 + lu̇ sinu

摆球的水平位移 xp 和垂直位移 yp 可以表示

为:   . 摆球的水平速度

和垂直速度可写为:   ,   .

取摆球悬挂点位置为重力零势能位置, 单摆系统动

能为 T, 势能为 V, 耗散能为 D, 图 1所示的受垂

直激励和水平约束的单摆系统 Lagrange方程为 

d
dt

(
∂T

∂u̇

)
− ∂T

∂u
+

∂V

∂u
+

∂D

∂u̇
= 0, (1)

式中,  

T =
1

2
m
[
l2u̇2cos2u+ (ẏ1 + lu̇ sinu)2

]
,

V = mg (y1 − l cosu) +
1

2
kl2sin2u,

D =
1

2
cl2u̇2cos2u.

(2)

sinu cosu ≈ u, cos 2u ≈ 1

将 (2)式代入 (1)式, 整理化简, 考虑摆角 u 较小

时令  , 整理得到受垂直激

励和水平约束的单摆运动方程为 

ml2ü+m (ÿ1 + g) l sinu+ kl2u+ cl2u̇ = 0. (3)

把水平刚度系数 k 进一步表达为非线性形式: 

k = −k1 + k3(ul)
2
, (4)

式中, k1, k3 分别是一次方刚度和三次方刚度系数.

y 方向垂直位移激励型式为简谐激励, 可表示为 

y1 = −a cos(ωt), (5)

式中 a, w 分别为垂直位移激励幅值和激励频率.

把 (4)式和 (5)式代入 (3)式, 并进行无量纲

化处理, 令 w1 = (k1/m)1/2, t = w1t, wb = w/w1, u =

x, 整理得到 

ẍ+ c11ẋ− x+ k33x
3 + g1 sinx

+ bω2
b cosωbτ sinx = 0, (6)

c11=c/(mω1), k33=k3l
2/(mω2

1), b=a/l, g1=

g/(lω2
1)

式中,  

 . 其中 ,  c11 为无量纲化后的阻尼系数 ,

k33 为无量纲化后的三次方刚度系数, b 为无量纲

化后的垂直位移激励幅值, wb 为无量纲化后的垂

直位移激励频率, 即频率比. (6)式是受垂直激励

和水平约束单摆的非线性系统动力学方程, 是进一

步分析其亚谐共振分岔和混沌行为的基础. 

3   受垂直激励和水平约束的单摆系统的
亚谐共振

受垂直激励和水平约束的单摆系统, 是工程弹

簧摆的典型物理抽象. 单摆悬挂点处垂直方向的
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图 1    受垂直激励和水平约束的单摆模型

Fig. 1. Simple pendulum model with vertical excitation and

horizontal constraint. 
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位移激励作为激励源, 会关联水平约束摆的水平振

动输出, 很多可以抽象成受垂直激励和水平约束单

摆的工程问题 [30,31], 更多关注于系统中非线性共

振, 尤其是实际的亚谐共振导致多个响应谐波迭加

引发的系统响应跳跃增减甚至混沌对实际系统工

作性能的影响. 

3.1    受垂直激励和水平约束单摆系统的
1/2 次亚谐共振响应

采用多尺度法 [32] 对系统求解. 考虑到振动位移

x 为小量, 令 sinx ≈ x, 引入小参数 e, (6)式可化为 

ẍ+ x = ε(−c11ẋ− k33x
3 + 2x

− g1x+ bω2
bx cosωbτ), (7)

(7)式的一次近似解可记为 

x(τ, ε) = x0(T0, T1) + εx1(T0, T1) + o(ε2). (8)

设置时间尺度为 

T0 = τ, T1 = ετ. (9)

时间微分为 

d
dτ

= D0 + εD1 + ε2D2 + · · · , (10)
 

d2

dτ2
= D2

0+2εD0D1+ε2
(
2D0D2 +D2

1

)
+· · · , (11)

Dn = ∂/∂Tn, n = 0, 1, 2, · · ·式中,   .

将 (8)—(11)式代入 (7)式, 比较 e 同幂次系

数, 得到 

D2
0x0 + x0 = 0, (12)

 

D2
0x1 + x1 = − 2D0D1x0 − c11D0x0 + (2− g1)x0

− k33x
3
0 − bx0ω

2
b cos(ωbT0), (13)

根据 (12)式可得 

x0(T0, T1) = A(T1)eiT0 + Ā(T1)e−iT0 , (14)

将 (14)式代入 (13)式得 

D2
0x1 + x1

=(−2iȦ− ic11A− 3k33A
2Ā− g1A+ 2A)eiT0

+ (2i ˙̄A+ ic11Ā− 3k33AĀ2 + 2Ā− g1Ā)e−iT0

− k33Ā
3e−3iT0 − k33A

3e3iT0

− b

2
Aω2

b · eiT0+iωbT0 − b

2
Āω2

b · e−iT0+iωbT0

− b

2
Aω2

b · eiT0−iωbT0 − b

2
Āω2

b · e−iT0−iωbT0 . (15)

观察 (15)式, 发现 wb ≈ 2时, 系统会发生 1/2次

亚谐共振. 令: 

ωb = 2 + εσ, (16)

式中, s 为调谐参数, 与频率有关.

将 (16)式代入 (15)式, 消去久期项得 

−2iȦ− ic11A− 3k33A
2Ā− g1A+2A− 2bĀeiσT1 = 0,

(17)

令  
A =

1

2
axeiβ , Ā =

1

2
axe−iβ ,

Ȧ =
1

2
ȧxeiβ +

1

2
iβ̇axeiβ ,

(18)

代入 (17)式可得 

− iȧx + β̇ax − 1

2
ic11ax − 3

8
k33a

3
x + ax − 1

2
g1ax

= axb [cos (−2β + σT1) + i sin (−2β + σT1)] . (19)

分开实部和虚部, 令 

φ = −2β + σT1, (20)
于是得到 

axφ̇ = axσ−
3

4
k33a

3
x+2ax−g1ax−2axb cosφ, (21)

 

ȧx = −1

2
c11ax − axb sinφ. (22)

在系统稳态工作时, 令 

axφ̇ = ȧx = 0, (23)
可得 

axσ − 3

4
k33a

3
x + 2ax − g1ax = 2axb cosφ, (24)

 

c11ax = −2axb sinφ, (25)

于是近似解为 

x(τ, ε)

=
1

2
ax cos

(
τ +

σε

2
τ − φ

2

)
+

1

64
εk33a

3
x cos

(
3τ +

3σε

2
τ − 3φ

2

)

+
b(2 + εσ)

2

4(3 + εσ)
2 − 4

εax cos
(
3τ+

3σε

2
τ−φ

2

)
. (26)

将 (24)式和 (25)式左右两边平方相加, 可得  (
σ − 3

4
k33a

2
x + 2− g1

)2

+ c211 = 4b2, (27)
 

φ = arctan
(

−c11
σ − 3k33a2x/4 + 2− g1

)
, (28)

(27)式即为幅频特性方程 ,  (28)式为相频特性

方程.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 24 (2021)    240202

240202-3

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


通过数值解析, 得到幅频响应曲线. 图 2反映

了 b (激励幅值 a 和摆长 l )变化时, 系统随调谐

值 s 变化的幅频响应. 调谐值 s 相同时, b 增大, 系

统共振区带宽增加; 沿纵坐标方向共振曲线, 左侧

幅值 ax 与 b 呈正相关, 右侧幅值 ax 与 b 呈负相关;

沿横坐标方向共振曲线, 左侧 b 与调谐值 s 呈负相

关, 右侧呈正相关. 图 3反映了 k33 取不同值时, 系

统随调谐值 s 变化的幅频响应. 调谐值 s 相同时,

随 k33 增大, 系统共振区带宽减小; 沿纵坐标方向,

左右两侧的共振曲线幅值 ax 与 k33 呈负相关; 沿横

坐标方向, 在相同振幅值 ax 前提下, k33 与调谐值

s 呈正相关. 图 4反映了 c11 取不同值时, 系统随调

谐值 s 变化的幅频响应曲线. 在相同调谐值前 s

提下, 随 c11 增大, 系统共振区带宽变窄; 沿纵坐标

方向共振曲线, 左侧 ax 与 c11 呈负相关, 右侧 ax 与

c11 呈正相关; 沿横坐标方向, 在相同振幅值 ax 前

提下, c11 与调谐值 s 在左侧呈正相关, 在右侧呈

负相关.

图 5反映了调谐值 s 变化时, 系统随 c11 变化的

幅频响应曲线. 相同调谐值 s 时, 曲线关于 c11 = 0

对称, 随调谐值 s 绝对值增大, 系统振动共振幅值

减小; 沿纵坐标方向共振曲线, ax 与 s 呈负相关;

沿横坐标方向, 在相同振幅值 ax 前提下, c11 与调

谐值 s 呈正相关; 随调谐值 s 绝对值增大, 系统振

动共振区带宽由封闭曲线转化为开口的缩颈曲线,

系统能耗的增大使共振幅值降低; 且随 s 增大, 振

幅死亡的开口度增宽, 有利于系统参数的优化阈调

控. 图 6反映了调谐值 s 取不同值时, 系统随 k33
变化的幅频响应曲线. 随调谐值 s 绝对值增大, 共

振区域向 k33 绝对值减小的方向移动; 沿纵坐标方

向共振曲线, 左侧 ax 与 s 呈负相关, 右侧 ax 与 s

呈正相关; 沿横坐标方向, 在相同振幅值 ax 前提

下, 共振曲线左侧 k33 与调谐值 s 呈正相关, 右侧

k33 与调谐值 s 呈负相关.

实际工程中受垂直位移激励和水平约束的

抽象单摆, 往往在水平约束方向的小振幅输出下,

 

1.0

0.5

-4 -2 0

调谐值 

幅
值

 


2

0

=0.5

=0.6

=0.7

=0.8

图 2    s 变化下改变 b 的幅频响应曲线

Fig. 2. Amplitude-frequency  response  curves  with  different

s and b. 
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图 3    s 变化下改变 k33 的幅频响应曲线

Fig. 3. Amplitude-frequency  response  curves  with  different

s and k33.. 
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图 4    s 变化下改变 c11 的幅频响应曲线

Fig. 4. Amplitude-frequency  response  curves  with  different

s and c11. 
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图 5    c11 变化下改变 s 的幅频响应曲线

Fig. 5. Amplitude-frequency  response  curves  with  different

c11 and s. 
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k33 = k3l
2/(mw2

1)

c11 = c/(mw1)

可获得良好的工作性能. 通过上述对系统的 1/2次

亚谐共振幅频特性分析, 得到参数 b, k33, c11 以及

调谐值 s 对系统幅频特性的影响规律 . 由 b =

a/l 可知, 增大垂直位移激励幅值 a 或减小等效摆

长 l, 将导致单摆系统共振区域带宽增大、共振幅

值增大; 参数   , k33 的大小和水平

约束的三次方刚度成正比, 增大三次方刚度能够减

小单摆亚谐共振振幅; 参数   , c11 的

大小和水平约束的阻尼系数成正比, 通过增大阻尼

系数能够使单摆亚谐共振区域变窄和共振幅值减

小. 实际工程摆中, 涉及工作性能的结构参数可依

据上述分析结果进行调整. 

3.2    受垂直激励和水平约束单摆系统的
1/2 次亚谐共振的分岔结构

由奇异性理论定常解的局部稳定性分析, 结合

系统幅频特性方程 (27)得到
 

r2 − q1r + q2 = 0, (29)

式中,
  

r = a2x,

q1 = 8 (2− g1 + σ)/3k33,

q2=16
[
(2− g1 + σ)2 + c211 − 4b2

]
/(9k233).

(30)

在 (29)式中, 令
 

Q(y) = y2 − λ2 + α1 = 0, (31)

式中, y = r－q1/2, l = q1/2, a1 = q2.

结合普适开折理论, (31)式能够视为 Golubi-

tsky-Schaeffer范式[33] Q(y, l) = y2－l2 的普适开折,

奇异点即为余维 1的临界点. 受垂直激励和水平约

束的单摆系统 1/2次亚谐共振分岔拓扑结构如下:

a)分岔点集: 

B = {α1 = 0} . (32)

b)滞后点集: 

H = ϕ. (33)

c)双极限点: 

D = {α1 > 0} . (34)

d)转迁集: 

Σ = B ∪H ∪D. (35)

因此 a1 取不同值时, 受垂直激励和水平约束

单摆系统 1/2次亚谐共振分岔拓扑结构如图 7所

示. 当 a1 ≥ 0时, 使 a1 发生变化的微小扰动都会

使系统分岔结构发生变化, 不利于单摆运动的稳定

性; 而当参数满足 a1 < 0时, 系统分岔是持久的,

利于保证单摆运动的稳定性.
 
 













1=0 1 < 0 1 > 0

图 7    受垂直激励和水平约束单摆系统 1/2次亚谐共振分

岔拓扑结构

Fig. 7. Bifurcation topology  of  1/2-order  subharmonic   res-

onance of  a  simple  pendulum  system  with  vertical   excita-

tion and horizontal constraint. 

4   受垂直激励和水平约束单摆系统的
混沌分析

 

4.1    受垂直激励和水平约束单摆系统的
势阱

sinx ≈ x

运用 Melnikov方法, 对受垂直激励和水平约

束的单摆非线性系统进行混沌运动分析与预测. 令

 , 引入小参数 d, 受垂直激励和水平约束的

单摆系统的运动方程 (6)在 d = 0时的 Hamilton

系统为  
dx
dτ

= z,

dz
dτ

= (1− g1)x− k33x
3.

(36)

令 dx/dt = dz/dt = 0, 当 g1 < 1, k33 > 0时,

得到系统的 3个平衡点分别是 
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33

幅
值

 

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=-2.0
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图 6    k33 变化下改变 s 的幅频响应曲线

Fig. 6. Amplitude-frequency  response  curves  with  different

k33 and s. 
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
A1

(
−
√
(1− g1)/k33, 0

)
,

A2

(√
(1− g1)/k33, 0

)
,

O (0, 0) .

(37)

对平衡点 O(0, 0), 其特征值 l1 和 l2 是实数;

对于平衡点 A1 和 A2, 其特征值 l1 和 l2 是共轭纯

虚根, 所以平衡点 O 是不稳定的鞍点, 而平衡点 A1
和 A2 是稳定的中心. 令 Hamilton函数为 H(x, z),

得到受垂直激励和水平约束的单摆系统的Hamilton

函数为 

H (x, z) =
1

2
z2 − 1

2
(1− g1)x

2 +
1

4
k33x

4. (38)

令其 Hamilton量为 

H (x, z) = h, (39)

式中, h 为常数.

由 (38)式和 (39)式, 得到相轨线方程: 

z2 − (1− g1)x
2 +

1

2
k33x

4 = 2h. (40)

势能函数 U(x)可表示为 

U (x) = −1

2
(1− g1)x

2 +
1

4
k33x

4. (41)

Hamilton系统 (38)的势阱曲线和相轨线分别

如图 8(a)和图 8(b)所示. 图 8(a)中, 对称的双势

阱 W1 和 W2 分别对应于稳定中心点, 势垒对应于

不稳定鞍点. 当把系统中的质点运动理解为孤立振

子或振子群型式的运动时 : 一方面 , 对称势阱

W1 和 W2 之间的势垒为系统稳定的周期运动提供

了过渡平台, 当系统振子运动能量较小而不能穿越

势垒时, 振子在 W1 或 W2 势阱内做小幅值的稳定

周期运动, 对应于图 8(b)中的封闭椭圆相轨线, 最

后将稳定于中心点; 另一方面, 当系统振子获得越

过势垒的足够能量后, 会在势阱 W1 和 W2 之间大

范围运动, 个别能量高的活跃振子在势阱壁和势垒

平台间发生碰撞、反弹、折回和冲击, 使系统运动

复杂化, 对应于图 8(b)中的 O 点或其他相轨线.

系统能量变化, 会引发系统运动相轨线的拓扑结构

改变, 系统的运动状态随之改变. 图 8(a)中, 随摆

长 l 增大, 势阱的开口宽度和深度都减小, 说明系

统的摆动运动能量更多的转移到振动运动能量上,

能量在运动形态间交换, 在图 8(b)的局部放大结

构图 8(c)中, 摆长 l 增大时, 系统从 O 点出发的相

轨线会在不同摆长的运动路径间发生跃迁和跌落

的路径转迁, 使得系统运动复杂化. 这种受垂直激

励和水平约束的单摆系统, 是工程弹簧摆的典型物

理抽象. 例如机构中的两个弹性接触辊在服役状态

下发生动态弹性形变, 即 1个工作循环中, 两辊间

的弹性形变 (摆长)的动态连续变化引起的能量转

迁会使系统的运动路径在不同的相轨线之间切换,

使得系统运动复杂化. 

4.2    受垂直激励和水平约束单摆系统的同
宿轨与混沌预测

当 h = 0时, 可得 (38)式同宿轨道为 

z = ±
√

(1− g1)x2 − 1

2
k33x4. (42)

取 t = 0, z = 0可解得 

x0 = ±

√
2(1− g1)

k33
, (43)

因 dx/dt = z, 对 (42)式积分并整理得 

x±(τ) = ±

√
2(1− g1)

k33
sech

√
1− g1τ, (44)

 

 



1 2




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





(b)

 







(c)

图 8    (a)势阱曲线; (b), (c)相轨线及其局部放大图

Fig. 8. (a) Potential well curve; (b), (c) phase track and its enlarged view. 
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由此得系统的同宿轨道参数方程为  (
x±(τ)

z±(τ)

)
=


±
√

2(1− g1)

k33
sech

√
1− g1τ

∓
√

2

k33
(1−g1)sech

√
1−g1τ tanh

√
1−g1τ

 . (45)

可把受垂直激励和水平约束的单摆系统的

Melnikov函数表示为 

M±(τ0)=

∫ +∞

−∞
f(x±(τ)) ∧ g(x±(τ), τ+τ0)dτ. (46)

利用 (45)式可得 

f(x±(τ)) ∧ g(x±(τ), τ + τ0) = −c11
[
z±(τ)

]2
− bω2

b cosωb(τ + τ0)x
±(τ)z±(τ), (47)

将 (47)式代入系统Melnikov函数 (46)得到 

M±(τ0) =

∫ +∞

−∞

[
−c11(z

±(τ))
2
]
dτ

−
∫ +∞

−∞

[
bω2

b cosωb(τ + τ0)x
±(τ)z±(τ)

]
dτ, (48)

计算得到系统发生混沌运动的Melnikov阈值为
 

M±(τ0) =
4c11(1− g1)

3/2

3k33
± 8πbω4

b

(1− g1)
3/2

k33

× sinωbτ0csch(2
√
1− g1πωb). (49)

由Melnikov理论可知, 当 (49)式存在简单零

点时, 系统 (6)存在 Smale马蹄意义上的混沌. 因

此系统在 1/2次亚谐共振情况下, 当满足
  {

sup (M± (τ0)) > 0,

inf (M± (τ0)) < 0,
(50)

即:
 

 

min
τ0∈(0,2π/ωb)

[
±8πbω4

b

(1− g1)
3/2

k33
sinωbτ0csch(2

√
1− g1πωb)

]
< −4c11(1− g1)

3/2

3k33

< max
τ0∈(0,2π/ωb)

[
±8πbω4

b

(1− g1)
3/2

k33
sinωbτ0csch(2

√
1− g1πωb)

]
, (51)

M±(τ0) = 0 ∂M±(τ0)/∂τ0 ̸= 0存在   且   , 系统可发

生 Smale马蹄意义的混沌.

图 9直观反映了系统发生混沌的临界参量 b,

c11, wb 之间的制约关联条件. 曲面的上部空间参数

组合引发系统混沌运动, 当 c11 接近 0.5时, b 值越

大, 越易引发系统混沌. 根据 Melnikov函数预测

条件, 选取符合混沌临界参数 c11 = 0.5, k33 = 1.5,

g1 = 0.8, b = 0.6, wb = 2, 计算单摆系统的混沌吸

引子空间结构, 如图 10所示. 图 10中混沌吸引子

呈现中心对称分布, 蓝色与红色分别代表单摆系统

顺时针和逆时针运动的混沌吸引子, 运动过程中系

统参数改变, 导致系统能量的交替变化, 使系统运

动复杂化. 图 11对应系统摆长变化的分岔, 随摆

长 l 增大, 系统历经二周期、单周期、二周期、四周

期到混沌运动的演化过程. 结合图 10与图 11, 系

统在 wb = 2时的混沌吸引子是成对的两个旋转对

称分岔点的余维. 
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图 9    系统混沌运动的参数条件

Fig. 9. Parameter conditions for chaotic motion of the system. 
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图 10    单摆系统亚谐共振在 wb = 2时的混沌吸引子

Fig. 10. Chaotic attractor of simple pendulum system when

wb = 2. 
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5   受垂直激励和水平约束的单摆系统的
亚谐共振仿真

对受垂直激励和水平约束的单摆系统 (6)进

行数值仿真 , 如无特殊说明 , 参数如下 : c11 =

0.618, k33 = 1.3, g1 = 0.28, b = 0.48. 通过仿真分

岔、最大 Lyapunov指数和双参耦合分岔等系统特

性, 研究单摆系统亚谐共振与混沌的演化机制. 

5.1    受垂直激励和水平约束单摆系统的亚
谐共振分岔与混沌

 

5.1.1    wb 对单摆系统分岔的影响

随 wb 变化的单摆系统的运动分岔及最大 Lya-

punov指数如图 12(a)和图 12(b)所示. 可见, 随

wb 增大, 单摆系统历经“单周期-二周期-四周期-混

沌-四周期-混沌-二周期-混沌-四周期-二周期-单周

期”的系列复杂运动变化, 且中间交替发生多次的

倍周期分岔.

wb 变化的相图和时间历程如图 13(a)—(f)所

示. wb = 0.5, 1.02, 1.8时, 系统分别处于单周期、

二周期、混沌运动状态; 且 wb = 1.8的时间历程图

(图 14(a)—(c))显示出系统运动中较明显的交叠

拍振共振行为 , 伴随 b (垂直位移激励幅值或摆

长)变化, 系统能量也不断交替改变, 系统共振频

次和振幅带宽都发生变化. 比较图 13(d)—(f)发

现, wb 变化改变了单摆的运动周期, 其变化过程与

系统动力学行为 (图 13(a)—(c))相一致. 

5.1.2    c11对单摆系统分岔的影响

随 c11 变化的系统分岔和最大 Lyapunov指数

如图 15(a)和图 15(b)所示. 可见, 随水平约束阻

尼系数 c11 增大, 系统历经“混沌-四周期-二周期-

混沌-八周期-四周期-二周期-单周期”的系列复杂

运动变化过程.

c11 变化的相图和时间历程如图 16(a)—(f)所

示. 其中图 16(a)—(f)中, c11 = 0.6, 0.63, 1.2时,

系统分别处于双曲混沌、混沌、单周期运动状态;

c11 = 0.6, 系统表现为左右两中心的相轨迹被鞍点

所吸引的双曲混沌; c11 = 0.63, 系统表现出对称性

降低, 有序性增加的混沌态. 随 c11 继续增大, 系统

由倒倍周期分岔发展为 c11 = 1.2的单周期运动.

比较图 16(d)—(f)发现, c11 变化改变了水平约束

单摆系统的运动周期, 其变化过程与系统动力学行

为 (图 16(a)—(c))相一致.
 

5.1.3    g1对单摆系统分岔的影响

随 g1 变化的系统分岔图及最大 Lyapunov指

数曲线如图 17(a)和图 17(b)所示. 可见, 随 g1 增

大, 单摆系统历经“混沌-四周期-二周期-单周期”的

运动状态改变. g1 取不同值的相图和时间历程如

图 18所示. 其中图 18(a)—(c), 随系统历经双曲混

沌、混沌、二周期等运动状态的改变, 这与图 18(d)—

(f)中, g1 变化引起的系统动力学行为相一致.
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图 12    wb 变化下的 (a)分岔和 (b)最大 Lyapunov指数

Fig. 12. (a) Bifurcation and (b) maximum Lyapunov expo-

nent with different wb. 
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5.1.4    k33对单摆系统分岔的影响

随 k33 变化的系统分岔及最大 Lyapunov指数

曲线如图 19(a)和图 19(b)所示. 随 k33 增大, 系统

历经“单周期-二周期-四周期-八周期-混沌”系列运

动状态的改变过程. 随 k33 变化的相图和时间历程

如图 20所示 . 其中图 20(a)—(c), k33 = 0.6, 1.2,

1.4时, 系统分别处于四周期、混沌、双曲混沌运动.

随 k33 变化, 单摆的周期性也发生改变如图 20(d)—

(f), 其变化过程与系统动力学行为 (图 20(a)—(c))

相一致.
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图 13    wb 变化下的 (a)−(c)相图和 (d)−(f)时间历程图　(a), (d) wb = 0.5; (b), (e) wb = 1.02; (c), (f) wb = 1.8

Fig. 13. (a)−(c) Phase diagram and (d)−(f) time history diagram with different wb : (a), (d) wb = 0.5; (b), (e) wb = 1.02; (c), (f) wb = 1.8. 
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Fig. 14. Time history diagram when b changes and wb = 1.8: (a) b = 0.28; (b) b = 0.38; (c) b = 0.58. 

 

1.5

1.0

0.5

0

-0.5

0
11



1.00.80.60.40.2
-1.5

-1.0

(a)
1.0

0.5

0

-0.5

0
11

最
大
L
y
a
p
u
n
o
v
指

数

1.00.80.60.40.2
-1.5

-1.0

(b)

图 15    c11 变化下的 (a)分岔和 (b)最大 Lyapunov指数

Fig. 15. (a) Bifurcation and (b) maximum Lyapunov exponent with different c11. 
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5.1.5    b 对单摆系统分岔的影响

随 b 变化单摆系统的运动分岔及最大 Lyapu

nov指数如图 21(a)和图 21(b)所示. 可见, 随 b 增

加, 单摆系统历经“单周期-二周期-四周期-混沌-四

周期-二周期-单周期”的系列复杂运动变化.

b 变化的相图和时间历程如图 22(a)—(f)所

示. 其中图 22(a)—(f)中, b = 0.19, 0.28, 0.36系

统分别处于二周期、混沌、双曲混沌的运动状态.

b = 0.36的时间历程图 (图 23(a)—(c))显示出系

统运动中较明显的交叠拍振共振行为, 伴随 wb 变

化, 系统能量也不断交替改变, 系统共振频次和振

幅带宽都发生变化. 比较图 22(d)—(f)发现, b 变

化改变了单摆的运动周期, 其变化过程与系统动力

学行为 (图 22(a)—(c))相一致.
 

5.2    受垂直激励和水平约束单摆系统的亚
谐共振双参分析

通过分析方程 (6)随相关变量的双参组合, 研

究受垂直激励和水平约束的单摆系统在双参量耦

合变化下的动力行为演化, 映射双参域变化下的单

摆系统分岔运动特性.

参数 wb 耦合 c11 的系统运动特性如图 24(a)

所示. 在区域“Ch1”, “Ch2”和“Ch3”的组合取值,

反映系统运动做混沌运动; 其他区域组合取值, 系

统做周期运动. 图 24(a)中, 考虑参量的一维变化,

沿“L1”路径变化参数 wb, 系统运动状态变化过程
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图 16    c11 变化下的 (a)−(c)相图和 (d)−(f)时间历程图　(a), (d) c11 = 0.6; (b), (e) c11 = 0.63; (c), (f) c11 = 1.2

Fig. 16. (a)−(c)  Phase  diagram  and  (d)−(f)  time  history  diagram  with  different  c11:  (a),  (d)  c11  =  0.6;  (b),  (e)  c11  =  0.63;

(c), (f) c11 = 1.2. 
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图 17    g1 变化下的 (a)分岔和 (b)最大 Lyapunov指数

Fig. 17. (a) Bifurcation and (b) maximum Lyapunov exponent with different g1. 
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图 18    g1 变化下的 (a)−(c)相图和 (d)−(f)时间历程图　(a), (d) g1 = 0.27; (b), (e) g1 = 0.28; (c), (f) g1 = 0.36

Fig. 18. (a)−(c)  Phase  diagram  and  (d)−(f)  time  history  diagram  with  different  g1:  (a),  (d)  g1  =  0.27;  (b),  (e)  g1  =  0.28;

(c), (f) g1 = 0.36. 
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图 19    k33 变化下的 (a)分岔和 (b)最大 Lyapunov指数

Fig. 19. (a) Bifurcation and (b) maximum Lyapunov exponent with different k33.. 
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图 20    k33 变化下的 (a)−(c)相图和 (d)−(f)时间历程图　(a), (d) k33 = 0.6; (b), (e) k33 = 1.2; (c), (f) k33 = 1.4

Fig. 20. (a)−(c) Phase diagram and (d)−(f) time history diagram with different k33: (a), (d) k33 = 0.6; (b), (e) k33 = 1.2; (c), (f) k33 = 1.4. 
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与图 12一致; 沿着“L2”路径变化参数 c11, 系统运

动状态变化过程与图 15一致, 这也在一定程度上

佐证了单参数分岔对系统运动改变的结果.

参数 c11 耦合 k33 的系统运动特性如图 24(b)

所示. 区域“Ch3”组合取值会导致系统运动的不稳

定性比区域“Ch1”, “Ch2”大; 当 c11, k33 在“Ch1”,

“Ch2”和“Ch3”区域边缘组合取值时, 会导致系统

运动由混沌转向周期运动.

参数 k33 耦合 g1 的系统运动特性如图 24(c)

所示. 区域“Ch1”内组合取值, 最大 Lyapunov指

数为正, 系统做混沌运动. 参数 g1 耦合参数 b 的系

统运动特性如图 24(d)所示. 区域“Ch1”内组合取
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图 21    b 变化下的 (a)分岔和 (b)最大 Lyapunov指数

Fig. 21. (a) Bifurcation and (b) maximum Lyapunov exponent with different b. 
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图 22    b 变化下的 (a)−(c)相图和 (d)−(f)时间历程图　(a), (d) b = 0.19; (b), (e) b = 0.28; (c), (f) b = 0.36

Fig. 22. (a)−(c) Phase diagram and (d)−(f) time history diagram with different b: (a), (d) b = 0.19; (b), (e) b = 0.28; (c), (f) b = 0.36. 
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图 23    当 b = 0.36时 wb 变化下的时间历程图　(a) wb = 1.3 (b) wb = 1.5; (c) wb = 1.7

Fig. 23. Time history diagram when wb changes and b = 0.36: (a) wb = 1.3; (b) wb = 1.5; (c) wb = 1.7. 
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值 , 系统最大 Lyapunov指数大于零 , 系统做混

沌运动, 当 g1 和 b 在其他区域内组合取值时, 最

大 Lyapunov指数为负, 系统做周期运动.

参数 b 耦合参数 wb 组合的系统运动特性如

图 24(e)所示. 区域“Ch1”内组合取值, 系统最大

Lyapunov指数为正, 系统做混沌运动; 当 b 和 wb

的组合取值在“Ch1”区域边界时, 系统最大 Lyap-

unov指数在 0附近变动, 系统发生混沌和周期运

动的转换.

上述对受垂直激励和水平约束的单摆系统在

双参数域上的运动特性分析, 明确了参数 wb, c11,

k33, g1 和 b 的组合取值对系统运动状态的影响, 系

统发生周期运动与混沌运动的转换边界, 系统最

大 Lyaounov指数发生穿越 0的突变, 系统动力特

性也变得复杂. 

6   受垂直激励和水平约束单摆系统
亚谐共振的吸引域

分析受垂直激励和水平约束的单摆系统亚谐

共振分岔与混沌等运动状态转换, 能量变化是本质

驱动内因. 动力系统运动过程吸引子、吸引域的流

形转迁所表现出的能量演化机制, 决定了系统的运

动特性.

研究参数 b 改变对受垂直激励和水平约束的

单摆非线性系统的吸引子、吸引域的影响, 揭示单

摆系统运动过程中能量变化影响下的全局动力特

性. 参数 b 变化引发的单摆系统吸引子、吸引域的

转迁如图 25所示.

b = 0.11的吸引域如图 25(a)所示. 此时系统

存在两个周期吸引子, 且每个吸引子所在的吸引

域 (蓝色和绿色)边界清晰, 二者相互缠绕, 系统处

于稳定运动状态; 如图 25(b)所示, 随 b 增大至 b =

0.23时, 周期吸引子倍增, 存在 4个周期吸引子,

每两个周期吸引子所在吸引域 (蓝色和绿色)边界

清晰, 吸引域带宽变窄, 还有进一步稀疏的演化趋

势, 这些都在一定程度上反映出 b 的改变会诱发单

摆系统内部稳定域的变化.

b = 0.32的吸引域如图 25(c)所示. 系统历经

倍周期分岔运动的极限位置到达边界, 系统的运动

状态发生激变, 出现混沌吸引子, 系统能量的改变

导致单摆的运动失稳. 如图 25(d)所示的 b = 0.35,

系统内部继续激变, 混沌吸引子所在的吸引域区域
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图 24    单摆非线性系统在双参数域上的运动　(a) wb-c11; (b) c11-k33; (c) k33-g1; (d) g1-b; (e) b-wb

Fig. 24. Motion of a simple pendulum nonlinear system in the bi-parameter domain: (a) wb-c11; (b) c11-k33; (c) k33-g1; (d) g1-b; (e) b-wb. 
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减少, 出现周期吸引子, 并且两个周期吸引子及其

所在的吸引域中心对称分布, 反映出垂直激励引发

的能量改变激发出单摆系统的周期吸引子与混沌

吸引子共存, 系统所表现出的运动形式则取决于初

始状态.

b = 0.49的吸引域如图 25(e)所示. 混沌吸引

子分散, 所在的吸引域变窄, 密集程度降低, 并且

周期吸引子和混沌吸引子共存, 两个周期吸引子

所在的吸引域面积增大, 该条件下垂直激励引发

的能量变化激发出单摆系统的周期吸引子聚集,

系统所表现出的运动形式依然与初始状态密切相

关. b = 0.81的吸引域如图 25(f)所示, 系统存在

两个周期吸引子, 且两个周期吸引子所在的吸引域

相互环绕, 呈中心对称分布, 系统处于周期运动

状态, 反映出垂直激励所引起的能量变化引起单

摆系统周期吸引子能量增大 , 系统主要表现为

周期运动.

可见, 参数 b 变化改变了系统中的能量分布,

导致系统周期吸引子倍增, 混沌吸引子出现, 系统

经历倍周期分岔通向混沌; 当系统在周期吸引子和

混沌吸引子共存条件下, 各自吸引域边界会因系统

能量变化, 不断发生边界的侵蚀、融合的复杂过程.

在混沌吸引子消失后, 周期吸引子及其吸引域中心

对称分布, 这都在一定程度上反映出单摆系统能量

影响下的全局动力特性. 

7   结　论

受垂直激励和水平约束的单摆系统, 是工程弹

簧摆的典型物理抽象. 本文系统地研究了这类工程

摆的物理特性, 研究结果对实际工程应用中涉及工

作性能的参数调整, 奠定了理论依据. 通过对该系

统的亚谐共振分岔和混沌分析, 结论如下:

1)增大水平约束阻尼系数和三次方刚度系数,

有利于减小单摆系统共振幅值; 增大水平约束阻

尼系数可减小单摆系统共振区域带宽; 增大垂直位

移激励幅值将增大系统共振幅值、增加共振区域

带宽.

2)对该系统的单参分岔研究表明, 垂直位移

激励幅值、激励频率、水平约束阻尼系数和三次方

刚度系数等参数变化, 都将导致系统运动特性的改

变, 这与传统单摆中的阻尼对运动过程无影响结论

不同. 上述参量变化, 本质上改变了系统中的能量

分布, 使得单摆系统发生倍周期分岔、倒倍周期分

岔、周期运动和混沌运动等动力学行为.

3)对系统在不同参量条件下的相轨迹和时间

历程的分析, 表明方程 (6)中的 g1 相当于关联了系

统摆长和运动周期的耦合项, 无论摆长还是运动周

期使得系统能量降低, 系统都会通过参数 g1 的耦

合, 使得能量发生转换, 维持系统振动.

4)对该系统的双参数域分岔研究表明, 通过
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图 25    系统在参数 b 变化时的吸引子、吸引域　(a) b = 0.11; (b) b = 0.23; (c) b = 0.32; (d) b = 0.35; (e) b = 0.49; (f) b = 0.81

Fig. 25. Attractor and attraction domain of  the system when the parameter b changes:  (a) b = 0.11;  (b) b = 0.23;  (c) b = 0.32;

(d) b = 0.35; (e) b = 0.49; (f) b = 0.81. 
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合适选择系统参数, 可有效控制该系统的振动行

为, 并且通过参数的匹配优选能有效避免混沌的发

生. 进一步通过对系统吸引子、吸引域的分析, 揭

示了系统能量变化对运动形态的演化机理.

上述结论为受垂直激励和水平约束的单摆模

型的工程应用提供重要理论依据, 同时对实际工况

下的减振抑振提供了理论参考.
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Abstract

In  order  to  improve  the  working  performance  and  optimize  the  working  parameters  of  the  typical

engineering  pendulum  of  a  typical  system  that  it  is  abstracted  as  a  physical  simple  pendulum  model  with

vertical excitation and horizontal constraint. The dynamical equation of the system with vertical excitation and

horizontal constraint is established by using Lagrange equation. The multiple-scale method is used to analyze

the  subharmonic  response  characteristics  of  the  system.  The  amplitude-frequency  response  equation  and  the

phase-frequency  response  equation  are  obtained  through calculation.  The  effects  of  the  system parameters  on

the  amplitude  resonance  bandwidth  and variability  are  clarified.  According  to  the  singularity  theory  and the

universal  unfolding  theory,  the  bifurcation  topology  structure  of  the  subharmonic  resonance  of  the  system  is

obtained. The Melnikov function is applied to the study of the critical conditions for the chaotic motion of the

system.  The  parameter  equation  of  homoclinic  orbit  motion  is  obtained  through  calculation.  The  threshold

conditions  of  chaos  in  the  sense  of  Smale  are  analyzed  by  solving  the  Melnikov  function  of  the  homoclinic

motion  orbit.  The  dynamic  characteristics  of  the  system,  including  single-parameter  bifurcation,  maximum

Lyapunov  exponent,  bi-parameter  bifurcation,  and  manifold  transition  in  the  attraction  basin,  are  analyzed

numerically.  The  results  show that  the  main  path  of  the  system entering  into  the  chaos  is  an  almost  period

doubling  bifurcation.  Complex  dynamical  behaviors  such  as  periodic  motion,  period  doubling  bifurcation  and

chaos are found. The bi-parameter matching areas of the subharmonic resonance bifurcation and chaos of the

system  are  clarified.  The  results  reveal  the  global  characteristics  of  the  system  with  vertical  excitation  and

horizontal  constraint,  such  as  subharmonic  resonance  bifurcation,  periodic  attractor  multiplication,  and  the

coexistence  of  periodic  and  chaotic  attractors.  The  results  further  clarify  the  mechanism  of  the  influence  of

system parameters change on the movement form transformation, energy distribution and evolution law of the

system. The mechanism of the influence of relevant parameters on the performance of the engineering system

with  vertical  excitation  and  horizontal  constraint  is  also  obtained.  The  results  of  this  research  provide

theoretical  bases  for  adjusting  the  parameters  of  working  performances  of  this  typical  physical  system  in

engineering domain and the vibration reduction and suppression of the system in actual working conditions.
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