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专题: 非平衡量子多体系统

耗散响应理论及其在开放系统中的应用*

陈宇†

(中国工程物理研究院研究生院, 北京　100193)

(2021 年 9 月 10日收到; 2021 年 11 月 1日收到修改稿)

近些年来, 随着实验技术的进步, 对量子多体系统的耗散控制能力得到了增强, 同时耗散动力学过程表

征技术方面的实验也有了较大进展. 实验上的进展驱使我们在理论上建立量子多体系统的耗散动力学计算

体系. 最近我们发现, 通过把系统和环境之间的相互作用看成对系统的一个微扰, 可以得到一般性的耗散响

应理论. 通过这一响应理论, 可以回答物理可观测量以及熵在耗散下一定时间尺度内的动力学演化的问题.

本文建立了非Markov 环境下的一般理论, 并讨论了何时可以取到 Markov 近似, 同时综述了这种方法在计

算强关联体系的耗散动力学、强相互作用开放体系的熵的动力学演化等方面的应用.
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1   引　言

线性响应理论是物理学中各种测量的基础 [1].

线性响应的基本精神是通过探测物理量在一个微

小驱动后的含时演化来研究物理体系的性质. 在凝

聚态物理的实验中, 有许多实验是以线性响应作为

基础的, 如角分辨光电子谱实验 (APRES)、电导测

量、中子散射等. 这些实验都采用外场来耦合系统

中的某些物理量, 最终测量物理量之间的推迟关联

性质.

线性响应的精神主要体现在外场为弱场时, 对

复杂的非平衡动力学演化行为的研究可以被约化

为对初始时刻平衡态系统性质的研究. 仔细考察线

性响应理论与实验的真实设置之间的差别时可以

发现, 其中一个重要的近似在于使用的外场是环境

中算子的期待值, 而外场的涨落所造成的效应被完

全归零了. 真实的线性响应实验总是一次环境和系

统突然耦合的过程, 而在有些时候外场涨落引起的

效果是无法被忽略的. 特别是在外场的期待值为零

的情况下, 体系的动力学行为是完全被外场涨落驱

动的 [2].

本文将主要研究这种外场期待值为零时体系

的耗散动力学行为. 第 2节首先给出耗散响应理论

的一般性理论. 这里的一般性理论主要是指一般的

非Markov环境. 耗散响应理论包括对物理可观测

量的耗散响应和熵的耗散响应两个方面. 同时, 给

出 Markov极限的条件以及在这个极限下的非厄

米线性响应理论 [3]. 第 3节介绍非厄米线性响应理

论在 Bose-Hubbard模型的耗散动力学中的应用 [2].

第 4节介绍如何把熵的耗散响应理论用于具有全

息对偶映射的开放 Sachdev-Ye-Kitaev模型中, 从

费米子热化的角度来看引力侧黑洞蒸发问题中的

Page曲线 [3]. 最后对耗散响应理论进行总结和展望. 

2   耗散响应理论

考虑一个物理体系在某一时刻突然和环境发
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生耦合. 在耦合前, 系统和环境的哈密顿量可以

写为 

H0 =HS +HE. (1)

在与环境耦合以后, 其总的哈密顿量变为 

H =HS +HE + V , (2)

其中 

V = g
∑

j

(
O†

jξj + ξ
†
jOj

)
, (3)

Oj ξj这里  是作用在系统的 Hilbert空间上的算子,  

是作用在环境 Hilbert空间上的算子. j 是模式指

标, 也可以看作类似空间指标的连续指标. 总系统

的演化服从下面的动力学方程: 

ρS (t) = TrE
(
e−iHtρtot0 eiHt

)
/TrE (ρE (t)) , (4)

 

ρE (t) = TrS
(
e−iHtρtot0 eiHt

)
/TrS (ρS (t)) , (5)

ρtot0其中,    是初始时刻的密度矩阵. 这里假设初态

时刻系统和环境处于各自的热态, 因此有 

ρtot0 = ρ0 ⊗ ρE, (6)

ρ0 ρE其中  和  是系统和环境的初始密度矩阵. 由于

体系的含时演化是一个幺正的过程, 因此系统的密

度矩阵以及环境的密度矩阵的迹都不随时间变化.

TrE (ρE (t))

ZE = TrE (ρE)

Tr TrS

这一点是非常重要的, 一个密度矩阵的含时演化是

保持迹不变的, 与幺正性是互相等价的, 这是量子

力学的基本要求. 然而在近来许多有关非厄米演化

的研究中, 并不能保证一个密度矩阵在演化过程中

保持迹不变. 因此, 这种非厄米哈密顿量的近似在

量子开放系统中的有效程度和适用范围是值得进

一步清晰化的. 因为迹不变, 所以可以把  

替换为初始热态的配分函数   . 为了简

单起见, 后文用    取代    来表示对系统的 Hilbert

空间求迹.

根据 (4)式, 得到在相互作用表象下的系统密

度矩阵为 

ρIS (t) = TrE
(
eiH0te−iHtρS (0)⊗ρE (0) eiHte−iH0t

)
/ZE

≡ TrE
(
U (t)ρS (0)⊗ ρE (0)U † (t)

)
/ZE, (7)

ρS (t) = e−iHStρIS (t) eiHSt

U (t) = Ttexp
[
− i

∫ t

0

dt′V I (t′)
]

V I (t) = eiHStV e−iHSt

Tt

其中相互作用表象下的密度矩阵和薛定谔表象下

的密度矩阵有如下关系:   .

这里引入演化算子  ,

其中   是相互作用表象下的相

互作用算子,    是编时算子. 当演化算子按照相互

作用强度展开到 g 的平方阶时, 其形式为 

 

ρIS (t) = TrE

[(
1− i

∫ t

0

V I (t′) dt′ −
∫ t

0

dt1
∫ t1

0

dt2V I (t1)V
I (t2)

)
ρ0

⊗ ρE
(
1 + i

∫ t

0

V I (t′) dt′ −
∫ t

0

dt1
∫ t1

0

dt2V I (t2)V
I (t1)

)]/
ZE. (8)

更加显式地: 

ρIS (t) = ρ0 + g2
∫ t

0

dt1
∫ t1

0

dt2⟨ξIj (t1) ξ
I,†
l (t2)⟩E

(
OI

l (t2)ρ0O
I,†
j (t1)−OI,†

j (t1)O
I
l (t2)ρ0

)
+ g2

∫ t

0

dt1
∫ t1

0

dt2⟨ξI,†j (t1) ξ
I
l (t2)⟩E

(
OI,†

l (t2)ρ0O
I
j (t1)−OI

j (t1)O
I,†
l (t2)ρ0

)
+ g2

∫ t

0

dt1
∫ t1

0

dt2⟨ξIj (t2) ξ
I,†
l (t1)⟩E

(
OI

l (t1)ρ0O
I,†
j (t2)− ρ0OI,†

j (t2)O
I
l (t1)

)
+ g2

∫ t

0

dt1
∫ t1

0

dt2⟨ξI,†j (t2) ξ
I
l (t1)⟩E

(
OI,†

l (t1)ρ0O
I
j (t2)− ρ0OI

j (t2)O
I,†
l (t1)

)
, (9)

⟨·⟩E = TrE (ρE·) ⟨ξIj (t)⟩E = 0

⟨ξI (t) ξI (t′)⟩E = ⟨ξI,† (t) ξI,† (t′)⟩E = 0

其中   表示在环境中的系综平均. 这里外场的平均值为 0, 即  . 这里外场没有发生

任何凝聚的现象, 因此所有的反常关联函数也为 0. 也就是说要求  . 其

中的 I 表示相互作用表象. 在引入外场的关联函数以及类 Lindblad 算子后, (9)式可以写为 

ρIS (t) = ρ0 + ig2
∫∫ t

0

dt1dt2
(
G<

ξ,jl (t1, t2)L
d
jl,O (t1, t2) +G>

ξ,jl (t2, t1)L
e
jl,O (t1, t2)

)
ρ0, (10)
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其中 

G<
ξ,jl (t1, t2) ≡ −i⟨ξIj (t1) ξ

I,†
l (t2)⟩E, (11)

 

G>
ξ,jl (t1, t2) ≡ −i⟨ξI,†j (t1) ξ

I
l (t2)⟩E. (12)

其中类 Lindblad 算子定义为 

Ld
jl,O (t1, t2)ρ0

≡ OI
l (t2)ρ0O

I,†
j (t1)− θ12O

I,†
j (t1)O

I
l (t2)ρ0

− θ21ρ0O
I,†
j (t2)O

I
l (t1) ,

Le
jl,O (t1, t2)ρ0

≡ OI,†
l (t2)ρ0O

I
j (t1)− θ12O

I
j (t1)O

I,†
l (t2)ρ0

− θ21ρ0O
I
j (t2)O

I,†
l (t1) , (13)

θ12 = θ (t1 − t2) t1 > t2

t1 < t2 t1 = t2

这里   , 是阶梯函数的简写, 当 

时 q12=1, 当   时 q12=0,    时 q12=1/2.

O†

O

ξ†

ξ

微扰公式 (10)式可以用一系列图形来表示

(如图 1和图 2). 图形规则如下: 所有沿径向向内

侧走的实线表示在实时上的正方向演化, 向外侧走

是向时间的反方向演化; 其中蓝色的线表示按照环

境的哈密顿量进行演化, 黑色的实线表示按照系统

的哈密顿量进行演化; 沿角向走的实线表示虚时间

演化 (黑色是系统的虚时演化, 蓝色是环境的虚时

演化), 如果闭合表示求迹; 虚线表示相互作用强

度 g; 箭头表示演化的方向, 算子按照箭头的方向

依次作用; 红色的点表示在系统中的产生算子  ,

红色的叉表示系统的湮灭算子   ; 相应地, 蓝色的

点表示在环境中的产生算子   , 蓝色的叉表示在

环境中的湮灭算子   ; 黑色算子在右侧多一个 –i

因子, 在左侧多一个 i 因子.

t1 e−iHSt1

Oj

下面用一个例子来展示一下费曼图规则如何

计算 (如图 1所示). 注意演化箭头是逆时针转动,

所以按照规则从右侧的起点开始计算. 首先是按照

黑色实线演化到     时刻, 这里计入   ; 然后

演化曲线遇到了红色的叉, 所以补上指标后是  ;

而后, 黑色实线沿径向向外侧演化, 根据规则是时

eiHSt1 OI
j (t1)

e−βHS ρ0

OI,†
l (t2)

Tr
(
ρEeiHEt1ξ†je−iHE(t1−t2)ξle−iHEt2

)
iG>

ξ,jl (t2, t1)

g2

间反方向演化    , 合在一起正是算子   ;

之后在半圆上沿角方向演化, 计入  , 也就是   ;

相应地, 可以继续沿图读出  . 在蓝色的圈上

可以写出   . 于是

蓝色圈图的结果是   , 一共有两条虚线

有一个  . 最后可以发现这个图表达的数学表达式为
 

ig2G>
ξ,jl (t2, t1)O

I,†
l (t2)ρ0O

I
j (t1) . (14)

相互作用表象下的密度矩阵微扰结果可以用上述

图形方法画出, 如图 2所示.
 

2.1    物理可观测量的线性响应理论

W

Tr (ρS (t)W ) = Tr
(
ρIS (t)×

W I (t)
)

下面考虑一个系统的物理可观测量   , 那么

在零时刻系统与环境突然接触以后, 物理可观测量

随时间的动力学变化是  

 , 后者正好可以用前面引入的图形规则表示.

在展示结果之前, 让我们回到更为熟知的线性

响应理论的出发点. 假设 

V = g
∑

j
Ojξj , (15)

Oj ξj

⟨ξj⟩ = 0

这里的  和  都是厄米算子, 即更为一般地不假

设  . 

δ⟨W (t)⟩ ≡ ⟨W (t)⟩ − ⟨W ⟩

= δW (1) (t) + δW (2) (t) , (16)

δW (1) (t) δW (2) (t)其中    和    是按照 g 的阶数来定

义的. 显式的定义如下: 

 

2
1

图 1    耗散费曼图图形规则演示图

Fig. 1. Illustrations  of  the  diagram  rules  of  the  dissipative

Feynman diagrams. 

 

+ò
0


d1ò

0


d2 (                               )-

S()=^

2 21
1

+ò
0


d1ò







d2 (                               )-2 2
1 1

+ò
0


d1ò

0


d2 (                               )-2 2

1
1

+ò
0


d1ò


d2 (                               )-

2 2
1 1

图 2    (10)式的图形表达. 这一图形法则可以用于高阶图

的展开

Fig. 2. Diagram expressions of Eq. (10). 
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δW (1) (t)=−ig
∫ t

0

⟨V I (t′)W I (t)−W I (t)V I (t′)⟩dt′,

(17)

以及 

δW (2) (t)

=g2
∫∫ t

0

θ12Tr
((
V I (t2)ρ0 ⊗ ρEV I (t1)

−ρ0 ⊗ ρEV I (t2)V
I (t1)

)
W I (t)

)
dt1dt2

+ g2
∫∫ t

0

θ21Tr
((
V I (t2)ρ0 ⊗ ρEV I (t1)

−V I (t2)V
I (t1)ρ0 ⊗ ρE

)
W I (t)

)
dt1dt2. (18)

O时

当外场的平均值非零, 且被测量的物理量正好

是  , 有
 

δOi (t) = −ig
∫ t

0

⟨ [
OI

i (t) ,O
I
j (t

′)
] ⟩

ξj (t
′) dt′, (19)

其中重复的 j 指标代表求和, 这正是我们所熟知的

线性响应理论. 同时根据推导就不难发现, 在更高

阶的贡献中, 既包括关于外场的非线性响应的部

分, 也包括由于外场的涨落引起的响应部分. 接下

来将证明在考虑外场均值为 0时, 涨落引起的耗散

响应在马尔可夫极限下正好是之前发现的非厄米

线性响应理论. 

 

δW (2) (t) =

∫∫ t

0

dt1dt2θ12G<
ξ,jl (t1, t2)Tr

(
OI,†

l (t2)W
I (t)OI

j (t1)ρ0 −O
I,†
l (t2)O

I
j (t1)W

I (t)ρ0

)
+

∫∫ t

0

dt1dt2θ21G<
ξ,jl (t1, t2)Tr

(
OI,†

l (t2)W
I (t)OI

j (t1)ρ0 −W I (t)O
I,†
l (t2)O

I
j (t1)ρ0

)
+

∫∫ t

0

dt1dt2θ12G>
ξ,jl (t1, t2)Tr

(
OI

l (t2)W
I (t)OI,†

j (t1)ρ0 −OI
l (t2)O

I,†
j (t1)W

I (t)ρ0

)
+

∫∫ t

0

dt1dt2θ21G>
ξ,jl (t1, t2)Tr

(
OI

l (t2)W
I (t)OI,†

j (t1)ρ0 −W I (t)O
I
l (t2)O

I,†
j (t1)ρ0

)
. (20)

上面的解析表达式也可以用引入的图形法则来进行表示.

G<
ξ,jl (t1, t2) =

Dδ (t1 − t2) G>
ξ,jl (t1, t2) = 0 2γ =

g2D

接下来考虑几种不同的马尔可夫极限. 第一种是低温的马尔可夫极限. 在这个极限下   

 , 同时   . 在这个极限下, 体系是完全没有增益的. 这里的 D 代表态密度. 引入  

 , 上面的耗散响应退化为 

δW (2) (t) = γ
∑

j

∫ t

0

dt′
⟨
OI,†

j (t′)W I (t)OI
j (t

′)− 1

2

(
OI,†

j O
I
j (t

′)W I (t) +W I (t)OI,†
j O

I
j (t

′)
)⟩

, (21)

这正是非厄米线性响应理论中得到的表达式 [2]. 也可以注意到, (21)式的响应理论的条件是和量子噪声为

白噪声的条件一样的, 因此这一近似和 Lindblad 方程的适用条件是相同的.

G<
ξ,jl (t1, t2) = G>

ξ,jl (t1, t2) = Dδ (t1 − t2)第二种是经典的白噪声. 这里要求   . 对于玻色子环境, 这一条

件等于要求噪声谱是欧姆谱. 这一要求和最早的理论完全一致. 在这一极限下, 

δW (2) (t) = γ

∫ t

0

dt′
⟨
OI

j (t
′)W I (t)OI,†

j (t′)− 1

2

(
OI

jO
I,†
j (t′)W I (t) +W I (t)OI

jO
I,†
j (t′)

)⟩
+ γ

∫ t

0

dt′
⟨
OI,†

j (t’)W I (t)OI
j (t

′)− 1

2

(
OI,†

j O
I
j (t

′)W I (t) +W I (t)OI,†
j O

I
j (t

′)
)⟩

. (22)

我们也发现, 一般而言, 除了在一些极限情况

下, 增益都会有自己的记忆效应. 只有耗散是可以

完全没有记忆效应的. 也可以注意到, 量子噪声的

条件和经典噪声的条件对于环境来说差别是非常

大的. 同时也看到, 在马尔可夫极限下存在增益本

身已经把量子系统放在了高温环境中, 相干性消

失, 可以将系统看成一个经典系统来处理. 需要注

意的是我们现在的处理方法与最早的 Feynman-

Vernon 影响泛函 [4], 以及在 Caldeira-Leggett 理

论中使用的 Schwinger-Keldysh方法 [5] 略有不同,

走了不同的路线. 我们所建立的理论的优点在于比

较容易计算短时间弱耗散、强相互作用的系统. 而

仅仅这一优点已经可以回答大量从前在开放系统

动力学中难以回答的问题.
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2.2    熵的线性响应理论

下面计算系统的熵在突然与环境耦合以后发

生的变化. 为了简单起见, 首先来计算第二 Renyi

熵的变化. 根据第二 Renyi熵的定义:
 

S
(2)
RE =− log

[
Tr(ρ2S(t))

]
=− log

[
Tr(ρI,2S (t))

]
, (23)

ρIS (t)以及之前有关  的微扰展开, 可以相应地画出

图 3.
 

Tr
(
ρS(t)

2
)

= Tr
(
ρ20

)
+ 2ig2

∑
j,l

∫∫ t

0

dt1dt2
{
G<

ξ,jl (t1, t2)

× Tr[ρ0
(
Ld

jl,O (t1, t2)ρ0
)
]G>

ξ,jl (t1, t2)

× Tr[ρ0
(
Le

jl,O (t1, t2)ρ0
)
]
}
. (24)

ξ O

接下来进一步利用格林函数的谱表示 (这里首

先假设  和  是玻色场):
 

G>
ξ (t1, t2) = −i

∫
dω′Aξ (ω

′, βE)
1

eβEω′ − 1
eiω

′(t1−t2),

(25)
 

G<
ξ (t1, t2)=−i

∫
dω’Aξ (ω

′, βE)
eβEω

′

eβEω′ − 1
e−iω′(t1−t2),

(26)

Aξ (ω, βE)=−ImGR
ξ (ω, βE) /π ξ

GR
ξ (ω, β)=

∫
dteiωtGR

ξ (t, β) GR
ξ (t, βE)=−iθ(t)

×TrE(ρE[ξ(t), ξ†(0)]) ξ

其中   是      场的谱函

数 .    ,   

  是环境中   场的推迟格林函

数. 与此同时,
 

Tr[ρ0
(
Ld

jl,O (t1, t2)ρ0
)
] =

Tr
(
ρ0O

I,†
j (t1)ρ0O

I
j (t2)

)
− Tr

(
ρ20O

I,†
j (t1)O

I
j (t2)

)
,

 

Tr
(
ρ0

(
Le

jl,O (t2, t1)ρ0
))

=

Tr
(
ρ0O

I,†
j (t1)ρ0O

I
j (t2)

)
− Tr

(
ρ20O

I
j (t2)O

I,†
j (t1)

)
.

AO (ω, 2β)引入一个平均的谱函数  ,
 

AO (ω, 2β) = − 1

πNj

∑
j
ImGR

j,O (ω, 2β) .

由此, 得到格林函数的谱表示:
  ∑

j
Tr

(
ρ0O

I,†
j (t1)ρ0O

I
j (t2)

)
=

NjTr
(
ρ20

) ∫
dωAO (ω, 2β)

eβω

e2βω − 1
eiω(t1−t2), (27)

以及
 

∑
j
Tr

(
ρ20O

I,†
j (t1)O

I
j (t2)

)
=

NjTr
(
ρ20

) ∫
dωAO (ω, 2β)

1

e2βω − 1
eiω(t1−t2), (28)

  ∑
j
Tr

(
ρ20O

I
j (t2)O

I,†
j (t1)

)
=

NjTr
(
ρ20

) ∫
dωAO (ω, 2β)

e2βω

e2βω − 1
e−iω(t1−t2).

(29)

把这些结果代入 Renyi 熵的表达式, 得到:
 

δS
(2)
RE (t) = 4g2Nj

∫ t

0

dt0
∫

dω
∫

dω′ sin (ω − ω′) t0
ω − ω′

×WB
ββE

(ω, ω′)Aξ (ω
′, βE)AO (ω, 2β) ,

(30)

其中的统计核函数为
 

WB
ββE

(ω, ω′) =

(
eβω − 1

) (
eβω − eβEω′

)
(e2βω − 1) (eβEω′ − 1)

. (31)

以上是玻色子环境与玻色子耦合的情况.

 

-

Tr(S()
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图 3    第二 Renyi熵的指数的耗散费曼图

Fig. 3. Dissipative  diagrams  of  the  exponential  of  the

second Renyi entropy. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 23 (2021)    230306

230306-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


ξ O如果   和   是费米场, 那么相应地, Renyi 熵

响应公式需要修改为
 

δS
(2)
RE (t)

= 4g2Nj

∫ t

0

dt0
∫

dω
∫

dω′ sin (ω − ω′) t0
ω − ω′

×W F
ββE

(ω, ω′)Aξ (ω
′, βE)AO (ω, 2β) , (32)

其中的统计核函数为
 

W F
ββE

(ω, ω′) =

(
eβω − 1

) (
eβω − eβEω′

)
(e2βω + 1) (eβEω′ + 1)

. (33)

由此得到了熵响应的一般表达式. 可以发现在这个

表达式中熵的变化仅仅和系统、环境的谱函数、初

态温度、以及统计性质有关. (32)式和 (33)式也大

大简化了对熵的动力学演化的计算 [3].
 

3   耗散Bose-Hubbard模型中的动力学

近些年来, 随着冷原子调控技术的突破, 陆续

出现了一些有关控制冷原子体系中的耗散的实验

研究 [6−12].

2019年巴黎高等师范学院的实验工作中 ,

他们在二维的 Bose-Bubbard模型中引入了耗

散 [6]. 实验中他们测量了在 0动量上的粒子占据随

时间的改变, 以及动量分布的峰宽随时间的变化.

他们发现 0动量上的粒子占据数并不是按照指

数规律衰减的, 同时他们发现动量的峰宽变化比

典型的扩散行为要慢一些. 过去, 在一些近似下,

有一些针对 Bose-Hubbard模型的耗散动力学的

计算 [13,14].

HS = t
∑

⟨ij⟩

(
a†
iaj + h.c.

)
− µ

∑
i
ni+

U

2

∑
i
ni (ni − 1)

Oj = nj

nk

在此综述一下之前利用非厄米线性响应理论

分析这一实验的结果. 针对实验的情形, 其研究的

哈密顿量为 

 , 这是一个二维的 Bose-Hubbard

模型. 考虑体系的耗散算子   , 观察的物理

量是    (其中 k 是动量), 得到在线性响应下的动

力学为
 

δnk (t) = 2γ
∑
j

∫ t

0

⟨
nj (t

′)nk (t)nj (t
′)

− 1

2
{nk (t) ,nj (t

′)nj (t
′)}

⟩
dt′. (34)

根据 Wick 定理, 同时忽略掉高阶的连通图,
 

⟨
nj (t

′)a†
k (t)ak (t)nj (t

′)
⟩

≈ n̄
(
iG>

k,j (t− t′) iG<
k,j (t− t′)

)
+ n̄

(
iG>

j,k (t
′ − t) iG<

j,k (t
′ − t)

)
+ n̄2nk + n̄

(
iG<

j,k (t
′ − t) iG<

k,j (t− t′)
)

+ (1 + n̄)
(
iG>

j,k (t
′ − t) iG>

k,j (t− t′)
)
, (35)

−
n G>

k,j(t− t′) = −i⟨a†
k(t)

aj(t
′)⟩ G<

k,j(t− t’t) = −i⟨aj(t
’)a†

k(t)⟩
其中    是平均粒子数密度,  

  ,    . 并且,
 

⟨nj(t
′)nj(t

′)a†
k(t)ak(t)⟩

≈ (2n̄+ 1 + 2n̄)(iG>
j,k(t

′ − t)iG<
j,k(t

′ − t)) + n̄2nk,

(36)
 

⟨a†
k(t)ak(t)nj(t

′)nj(t
′)⟩

≈ (2n̄+ 1 + 2n̄)(iG>
k,j(t− t′)iG<

k,j(t− t′)) + n̄2nk.

(37)

把 (35)式—(37)式代入原始表达式 (34)式, 得到: 

δnk (t) ≈γ (2n̄+ 1)

∫ t

0

(
iG<

k (t− t′)

−iG>
k (t′ − t)

) (
iG>

k (t− t′)

−iG<
k (t′ − t)

)
dt′

+ γ

∫ t

0

[
iG>

k (t′ − t) iG>
k (t− t′)

−iG<
k (t′ − t) iG<

k (t− t′)
]
dt′. (38)∫

dωnB (ω)A (ω) eiωt ≈ nk (0) g (k, t)

g (k, t) =

∫
dωAk (ω) eiωt

引入近似:   , 其

中   . 那么
 

δnk (t) = −2γ
(
nk (0)−

−
n
)∫ t

0

g (k, t′) g (k,−t′) dt′.

(39)

如果进一步引入指数化近似, 得到: 

d∆nk

dt
= −2γf (k, t)∆nk (t) , (40)

∆nk = nk (t)− n̄ f (k, t) = g (k, t) g (k,−t)其 中   ,    .

最终可以得到: 

nk (t)− nk (0) = −
(
1− e−2γF (k,t)

)
∆nk (0) , (41)

F (k, t) ≡
∫ t

0

f (k, t′) dt′

F (k, t)

其中   . 这里需要注意, 一般

来说    是动量的函数.

下面考虑两种特别的情况.

1)系统有良好定义的准粒子: 
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Ak (ω) = δ (ω − k) . (42)

f (k, t) = 1

F (k, t) = t

容易发现, 这样的谱函数会使得   , 故而

 . 由此可以发现:
 

nk (t)− nk (0) = −
(
1− e−2γt

)
∆nk (0) , (43)

也就是说粒子数的变化是指数衰减的.

2)系统在量子临界点附近. 系统没有良好定

义的准粒子 [15], 其谱函数有如下特征:
 

Ak (ω) = θ (ω − k) (ω − k)
−η

. (44)

f (k, t) = t2η−2 F (k, t) = t2η−1

f (k, t)

由此可以计算得到    ,   .

这里需要说明的是尽管谱函数和动量有关, 但是

  与动量无关. 这时,
 

nk (t)− nk (0) = −
(
1− e−2γt2η−1

)
∆nk (0) . (45)

与此同时, 

⟨k2⟩(t)− ⟨k2⟩(0) = ⟨k2t(∞)
(
1− e−2γt2η−1)

. (46)

f (k, t)

注意后面动量扩散的规律和 0动量粒子数衰

变的规律完全相同. 而这一结果并不仅仅是粒子数

守恒造成的, 而是严重依赖于    与动量无关

这一事实. 因此, 这一规律如果在实验上被观测到

并非是一个寻常的现象. 下面展示一下由本文给出

的公式拟合实验原始数据的结果, 如图 4(a)所示.

可以发现动量扩散的数据和粒子数衰变的数据在

一定的放缩后完全重合. 

4   非马尔科夫环境中的熵变与 Page
曲线

第 2节中得到了一个系统和环境在突然耦合

后熵的变化公式. 这里用这个公式以及猜测的引力

全息对偶来探讨一下黑洞的信息丢失佯谬. 首先回

顾黑洞信息丢失佯谬. 文献 [16−23]中的研究发

现, 黑洞的表面积和总质量、总角动量满足如下简

单的关系: 

κ

8πGN
d (Area) = dM −ΩdJ, (47)

GN

Ω

κ

κ

Ω

其中    是牛顿万有引力常数, Area 是黑洞的表

面积, M 是黑洞的质量, J 是黑洞的角动量,    是

黑洞视界的角速度,    是视界表面的引力. 后来有

人发现这一表达式和热力学基本方程十分相似. 其

中    正比于温度, M 相当于内能, Area 正比于熵,

J 相当于体积,   相当于压强. 因此提出视界的表

面积正比于黑洞的熵.

之后霍金考虑在黑洞视界的表面由于量子涨

落的原因形成一对纠缠光子对, 其中一个光子在视

界之内而另一个在视界的外面. 其中视界内部的光

子掉落向黑洞的奇点, 而黑洞外部的光子向无穷远

逃逸. 在无穷远的观测者于是看到了被辐射出的光

子. 这些光子被称为霍金辐射. 霍金在计算霍金辐

射的熵时发现辐射光子的熵随着时间单调上升. 但

另一方面, 随着黑洞因为辐射光子而蒸发, 质量减

小以后, 表面积缩小. 因此一定会出现黑洞的熵比

辐射出的光子的熵更小的情况. 然而, 如果假定黑

洞的所有动力学过程 (包括塌缩和蒸发)都是一个

幺正过程的话, 体系的细致熵 (及部分的冯诺依曼

熵)一定满足黑洞细致熵等于霍金辐射的细致熵.

另一方面, 细致熵一定小于粗粒化的熵 (粗粒化熵
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图 4    (a)红色为 0动量粒子数衰变的数据, 蓝色为动量空

间中的粒子数宽度随时间变化的曲线 ; (b)拟合的不同晶

格强度下的 Bose-Hubbard模型中的 0动量粒子数衰变曲

线中的参数     . 这里的反常维度应该在量子临界点处最

小 . 图 (b)的小图里两个箭头所在的晶格强度就是量子临

界点所在的位置 [2]

Fig. 4. (a)  Red  curve  shows  the  decay  of  zero  momentum

particle occupation. The blue curve shows how the width of

particle  momentum  distribution  evolutes  over  time.  The

solid line is our theoretical prediction. (b) Theoretical curve

with  experimental  data  for  zero  momentum particle  decay

for  different  parameters.  In  the  inset  figure,  we  shows  the

anomalous dimension eta extracted from experimental data

and we can see its  minimal  being around quantum critical

region[2]. 
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是指从某些物理可观测量来看, 某些等效的分布如

正则分布, 也可以得到相同的结果时, 这些等效密

度矩阵的冯诺依曼熵. 一般而言在经典的热力学

中, 热力学分布都取到了系统和环境最大程度退相

干的混合态, 因此经典熵是粗粒化熵的代表. 自然

地, 我们之前类比黑洞熵和经典热力学熵即是说黑

洞的粗粒化熵). 这是因为粗粒化过程本身意味着

信息的丢失, 因此人为造成熵增加. 然而根据刚才

的论述可以看出, 黑洞视界面积的收缩导致的粗粒

化熵减小也限制了黑洞的细致熵的大小. 而当霍金

辐射的熵大于黑洞粗粒化熵时自然就无法继续满

足黑洞细致熵等于霍金辐射熵这一条件. 这就导致

一个问题, 黑洞蒸发的过程中是否存在信息丢失?

这就是霍金提出的黑洞蒸发的信息丢失佯谬 [24].

20世纪 90年代, 霍金的学生 Page[25] 提出为

了解决这一信息丢失佯谬, 霍金辐射的熵会在某个

时刻开始减小. 这条非单调变化的霍金辐射熵变曲

线因此得名. 在后来的研究中, 有一系列弦理论的

计算中支持 Page曲线, 暗示黑洞蒸发的过程确实

是一个幺正的过程 [26−30]. 1999年 Maldacena[30] 发

现 SU(N)的超对称 Yang-Mills场和引力理论之间

存在对偶关系. 这里所谓的对偶猜想是指在两个不

同的理论下通过某种映射联系起来的场有等价关

系, 表现为配分函数相同, 即所有关联函数都相同.

这种对偶映射虽然没有得到严格证明, 但在不少理

论中得到了一定程度的验证. 自然地, 如果一个

引力理论可以对偶为一个量子力学体系, 其动力

学演化的过程一定是幺正的, 故而满足最初的基

本假设. 于是不少研究者试图从具有全息对偶性

质的引力理论出发, 试图从引力侧和量子力学侧

同时对 Page曲线进行研究和理解. 在全息对偶

理论提出以后, 很长时间内并没有一个有明确哈

密顿量的体系可验证具有全息对偶性质 , 直到

2015年Kitaev[31,32]、Ye 和Sachdev[33] 提出 Sachdev-

Ye-Kitaev(SYK) 模型 , SYK模型是一个具有哈

密顿量的全息对偶模型 [34−36]. SYK模型被证明和

1+1维的 Jackiw-Teitelboim (JT) 引力 [37,38] 存在

对偶关系 [39]. 由于在大 N极限下, 类似 SYK模型

是可解的, 因此最近有不少工作对这些类 SYK模

型的熵变进行了计算 [40−48]. 在引力侧, 通过推广

的 Ryu-Takanagi 公式, 最近不少研究也在 Page

曲线问题上取得了关键性的进展 [49−51].

这里我们试图在一个有全息对偶的 SYK模型

上外加一个量子场作为环境, 来计算系统的熵的变

化. 通过前面通过微扰理论给出的公式可以非常一

般地计算出环境比系统温度高或者低 (环境温度低

对应于黑洞蒸发的过程)的熵变. 首先写出体系的

哈密顿量: 

HS =
∑
jklm

Jjklmχjχkχlχm, (48)

χj Jjklm

其中 j, k, l, m 可以取从 1 到 N的整数, 是Majorana

费米子的模式数,     是 Majorana费米子.   

满足: 

Jjklm = 0, J2
jklm =

3!

N3
J2, (49)

J

N ≫ βJ ≫ 1

其中上横线表示无序平均,    是一个实数参数, 表

示费米子之间的耦合强度. 这里为了满足大 N 极

限以及强耦合极限, 需要要求    . 接下

来假设环境是无序的自由费米子, 

HE =

M∑
α=1

N∑
jk=1

J ′
jkψ

†
k,αψk,α, (50)

J ′
jk其中   满足

 

J ′
jk = 0,

(
J ′
jk

)2

=
1

4N
(J′)2, (51)

J ′

ψk,α

其中上横线表示无序平均,     是一个实数参数.

  是复费米场. 系统和环境之间的相互作用为 

V = g

N∑
j=1

M∑
α=1

(
χjψj,α +ψ†

j,αχj

)
, (52)

其中 g 是耦合常数. 在上面的假设下, 发现有关的

谱函数可以给出, 为 

AO (ω, β) =
b√
β
Re

d

Γ

[
1

4
− iβω/(2π)

]
Γ

[
3

4
− iβω/(2π)

]
 , (53)

β = 1/(kBT ) b =

[1/(4π
)
J2

]1/4其中    是系统的初始温度倒数 .   

  是一个常数. 环境的谱函数为
 

Aξ (ω, βE) =

√
1− ω2

J ′2 . (54)

因此, 根据之前建立的熵变的一般公式得到: 

δS
(2)
RE (t)

= 4g2NM

∫ t

0

dt0
∫ J′

−J′
dω′

∫ J

−J

dω
sin (ω − ω′) t0

ω − ω′

×W F
ββE

(ω, ω′)AO (ω, 2β)Aξ (ω
′, βE) , (55)
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由此发现, 在短时间的极限下: 

δS
(2)
RE (t) =

1

2
κFt

2, (56)

κF其中参数   定义为 

κF = 4g2NM

∫ J′

−J′
dω′

∫ J

−J

dωW F
ββE

(ω, ω′)

×AO (ω, 2β)Aξ (ω
′, βE) . (57)

δS
(2)
RE (t) = λt在长时间极限下, 有:   , 其中

 

λ = 4πg2NM

∫ min(J′,J)

−min(J′,J)

dωW F
ββE

(ω, ω)

×AO (ω, 2β)Aξ (ω, βE) . (58)

注意这个因子是可正可负的. 在较长时间里, 线性

的规律比较接近热传导. 接下来展示环境温度较高

和环境温度较低时, 进入 SYK模型非微扰区的现象.

首先在图 5中考虑环境初始温度比较高的情

况. 可以发现在初始时刻的平方增长以后变为线性

增长.

λ < 0

接下来考虑环境温度比较低的情况, 这正好对

应于类似黑洞蒸发的过程 (如图 6所示). 从图 6可

以看出, 由于最终的   , 而初始时刻的熵是平

方增加的, 因此一定存在一个熵变反转的时刻. 由

于直接计算的是 SYK模型的细致熵, 也就是说对

应于黑洞的细致熵. 其变化应和霍金辐射的熵相

同, 因此我们也预期熵的变化服从 Page曲线. 这

正是我们的微扰理论给出的结果.

以下问题值得注意: 1)首先现在的计算对于

相当一大类相互作用费米子体系都是正确的, 即类
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
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d

R
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β = 10 J = 4 βE = 2 J ′ = 8

图 5    当环境比 SYK系统温度高时系统的熵随时间的变化　(a)环境和系统的谱函数; (b)系统的熵随时间的演化, 可以看到经

过初期的平方增长后变为线性增大. 系统的温度   , 相互作用强度   ; 环境温度   , 相互作用强度   . 该图引

用自文献 [3]

Fig. 5. (a)Spectral functions of the environment and the system; (b) entropy dynamics after the quench interaction between the sys-

tem and the environment. Here the temperature of the environment is higher than the system’s initial temperature. The entropy dy-

namics shows a typical thermalization case. Cited from Ref. [3]. 
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图 6    (a)系统的谱和环境的谱 ; (b)“黑洞蒸发”的熵的变化图 . 系统的温度   , 相互作用强度   ; 环境的温度   ,

相互作用强度   . 该图引自文献 [3]

Fig. 6. (a) Spectral  functions of the environment and the system; (b) entropy dynamics after the quench interaction between the

system and the environment. Here the temperature of the environment is lower than the system’s initial temperature. The entropy

dynamics shows a typical cooling case. Here it can be compared with “Black Hole Evaporation” and the entropy dynamics looks like

a Page curve. Cited from Ref. [3]. 
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似 Page曲线的熵变规律并非是有引力对偶的模型

的特有特征, 而很有可能是非常一般性的普适规律;

2)初步理论测试的成功让我们可以更加细致地研

究在不同时间点上量子力学侧发生的物理现象, 同

时通过引力对偶的假说映射回引力体系来看在黑

洞蒸发问题中的一些物理细节, 甚至包括在黑洞内

部的物质状态的细节; 3)微扰的更高阶效应所产

生的物理效应也是非常值得关注的.

值得一提的是 , 同时间 Dadras 和 Kitaev[52]

也创始了这种一般性的对熵的微扰线性响应方法,

并计算了一些高阶的微扰效应. 后来苏凯翔等 [53]

也计算了 SYK4和 SYK2之间的耦合造成的熵变.

他们的计算利用了 SYK4的可解性质和 replica技

术, 能给出长时间的熵变结果, 因此对于环境和系

统的耦合强度没有限制. 

5   总结与展望

本文综述了可以用于一般相互作用系统与一

般环境在弱耦合情况下的线性响应理论, 这一理论

包括了原来没有被计入的耗散造成响应动力学. 文

中给出了系统性的展开和用图形学方法来计算的

技术. 回顾了这种方法在用于非厄米线性响应动力

学中与量子临界现象的研究, 以及利用线性响应的

技术如何来计算熵的变化. 为了展示计算效果, 在

有引力对偶的模型中模拟“黑洞蒸发”的过程, 发现

了类似 Page曲线的熵变曲线. 值得一提的是, 由

于本文的方法可以绕过对密度矩阵在耗散动力学

过程中的直接计算, 而仅仅和初态下的关联函数有

关, 因此大大简化了耗散动力学的计算, 同时让我

们可以有能力去计算一些强相互作用的开放系统

的动力学. 这些计算在过去都是比较困难的. 同时

还发现, 在本文微扰方法的高阶贡献中有超越原先

主方程的贡献, 可能对于理解多体耗散动力学等有

新的帮助.
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SPECIAL TOPIC—Non-equilibrium quantum many-body systems

Dissipative linear response theory and its appications
in open quantum systems*
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Abstract

With the recent development of experimental technology, the ability to control the dissipation in quantum

many-body  system  is  greatly  enhanced.  Meanwhile,  many  new  breakthroughs  are  achieved  in  detecting  the

quantum states and others. All these advances make it necessary to establish a new theory for calculating the

dissipative  dynamics  in  strongly  correlated  sstems.  Very  recently,  we  found  that  by  taking  the  interactions

between the system and the bath as a perturbation, a systematic dissipative response theory can be established.

In this new approach, the calculation of dissipative dynamics for any physical observables and the entropies can

be  converted  into  the  calculation  of  certain  correlation  functions  in  initial  states.  Then  we  discuss  how

Markovian  approximation  at  low  temperature  limit  and  at  high  temperature  limit  can  be  reached  Also,  we

review the progress of the dissipative dynamics in open Bose-Hubbard model. In the fourth section, we review

recent  progress  of  entropy  dynamics  of  quench  dynamics  of  an  open  quantum  system.  Finally,  we  draw  a

conclusion and discuss possible development in the future.

Keywords: dissipative linear response theory, Markovian approximation, open quantum systems, entropy
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