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专题: 非平衡量子多体系统

广义布里渊区与非厄米能带理论*

胡渝民    宋飞    汪忠†

(清华大学高等研究院, 北京　100084)

(2021 年 10 月 14日收到; 2021 年 10 月 29日收到修改稿)

能带理论是凝聚态物理的基石之一, 其应用范围已延伸至许多其他物理领域. 近年来, 众多非厄米物理

问题要求将能带理论推广至非厄米体系. 人们在非厄米拓扑体系的研究中发现, 这一推广需要修改能带理论

的若干基本概念. 非厄米趋肤效应 (non-Hermitian skin effect)这一普遍的非厄米现象导致了布洛赫能带图像

的失效以及常规体边对应关系的破坏. 在能谱计算与拓扑不变量定义中, 通常的布里渊区概念需要代之以广

义布里渊区 (generalized Brillouin zone). 非厄米体系的一系列独特现象可以在广义布里渊区下得到精确刻画.

基于广义布里渊区的非厄米能带理论成功描述并预言了非厄米系统的大量新颖现象. 因其相对布洛赫图像

的偏离, 这一理论被称为非布洛赫能带理论 (non-Bloch band theory). 本文梳理了广义布里渊区和非布洛赫

能带理论的主要概念, 并简要介绍了该理论在非厄米体边对应原理、格林函数、波包动力学、手征衰减和非

布洛赫宇称-时间对称性等方面的应用.
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1   引　言

(H = H†)在量子力学中, 厄米哈密顿量   通常

描述了封闭量子系统的幺正演化. 然而, 这是一种

非常理想的情况. 实际上, 很多物理系统与环境之

间的耦合不可忽略, 这些耦合使得物质和能量在系

统与环境之间交换, 而这些交换过程无法被系统自

身的厄米哈密顿量所准确描述. 为了描述系统与环

境的耦合, 一种方法是将系统和环境放在一起视为

一个封闭大系统, 并试图用整个封闭系统的厄米哈

密顿量来刻画其演化. 这种方法实际运用起来通常

十分困难. 封闭大系统的自由度时常远大于我们关

心的物理系统; 与之相应, 其哈密顿量也非常复杂.

一个更为可行的做法是聚焦于所关心的物理系统

自身的自由度 , 将其作为一个开放体系 (open

system). 相应地, 其时间演化不能由一个厄米的哈

密顿量来生成, 需要采用非厄米的哈密顿量 (或非

幺正的时间演化算符). 对于经典波体系, 类似的方

案也行之有效.

开放量子体系的一个简洁描述方式是 Lindblad

量子主方程 [1−3]: 

dρ(t)
dt

= − i[H, ρ(t)] +
∑

µ

(
2Lµρ(t)L

†
µ

− {L†µLµ, ρ(t)}
)
, (1)

ρ H

Lµ

dρ(t)
dt

= Lρ(t) L

其中  代表系统的密度矩阵;   表示系统幺正演化

的哈密顿量;    是描述系统与环境之间耦合导致

的量子跃迁 (quantum jump)的 Lindblad耗散算

符, 其表明环境的影响将使得系统偏离自身的幺正

演化. (1)式可简记为    , 其中   通常

称为 Liouvillian超算符.

ρ(t)

Lindblad量子主方程是一个描述密度矩阵

 的演化的线性微分方程 . 如果将密度矩阵
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ρ(t) =
∑

ij
ρ(t)ij |i⟩ ⟨j| |ρ̃(t)⟩ =∑

ij
ρ(t)ij |i⟩ ⊗ |j⟩ L

{|i⟩ ⊗ |j⟩}
∂t |ρ̃(t)⟩ = L̃ |ρ̃(t)⟩ L̃

  视作一个态矢量  

 , 其演化由 Liouvillian超算符  

在   这组基下的矩阵形式所描述 , 即

 , 其中  为
 

L̃ = − iH ⊗ I + iI ⊗HT +
∑

µ

(
2Lµ ⊗ L∗µ

− L†µLµ ⊗ I − I ⊗ LT
µL
∗
µ

)
. (2)

Liouvillian超算符是一个非厄米算符, 可以视为对

应于密度矩阵的有效非厄米哈密顿量, 它生成了密

度矩阵的非幺正演化.

Heff=H − i
∑
µ

L†µLµ如果定义有效哈密顿量   ,

方程 (1)可表达为 

dρ(t)
dt

= −i
(
Heff ρ(t)− ρ(t)H†eff

)
+
∑
µ

2Lµρ(t)L
†
µ,

(3)

Heff

式中的前两项代表了密度矩阵在非厄米有效哈密

顿量  作用下的非幺正演化, 而最后一项代表了

环境耦合带来的量子跃迁.

|ψ⟩
Heff

∂t |ψ⟩ = −iHeff |ψ⟩ t

|ψ(t)⟩ → Lµ |ψ(t)⟩
Heff

|ψ⟩

从一个初始波函数   出发, 在较短的时间内

波函数将沿着非厄米有效哈密顿量  进行演化:

 . 其有一定的概率在某一时刻  

发生量子跃迁, 得到一个新的态:   .

随后这个态将继续在  的作用下进行演化, 直到

下一次量子跃迁发生. 这个过程定义了量子态  

在非厄米有效哈密顿量和量子跃迁共同作用下的

一条量子轨迹 (quantum trajectory)[4]. 实验上, 可

以使测量仪器对发生量子跃迁与否作出响应, 从而

根据测量结果来筛选某条指定的量子轨迹, 这对应

了实验测量中的后选择 (post selection). 由于密度

矩阵可以视作许多纯态在经典概率下的叠加, 所以

对所有可能的量子轨迹进行加权求和可得到密度

矩阵在 Lindblad量子主方程下的演化.

L Heff Heff

L

由此可见, 为了研究开放量子系统的性质, 需

要研究非厄米算符  和  ,   描述了后选择下

波函数的时间演化, 而  描述了密度矩阵 (无须后

选择)的时间演化.

体系的开放性与耗散性在冷原子和量子光学

等物理体系中非常普遍. 在凝聚态体系中, 由相互

作用或者无序导致的有限准粒子寿命也会引入非

厄米物理 [5−8]. 除此之外, 非厄米物理在光学或力

学等经典波系统中也发挥着重要作用. 例如, 麦克

斯韦方程可以写成和薛定谔方程类似的数学形式,

而在光子晶体系统中, 介质对光的吸收或者光向系

统外界的辐射使得这一方程包含非厄米项. 适当调

控光学系统的性质可使其呈现出丰富的非厄米物

理现象, 如光子拓扑绝缘体中的拓扑激光 [9,10] 和光

子能带中连接奇异点 (exceptional point)的体费

米弧 (bulk Fermi arc)[11].

由于非厄米物理广泛存在于各类物理系统中,

包括量子光学、冷原子、经典波、凝聚态体系等, 而

且具有许多超出厄米系统范式的新颖物理性质, 所

以非厄米物理近年来成为一个广受关注的方向 [12,13].

21世纪, 凝聚态物理一个重要的研究方向是

拓扑物态, 其中最简单且应用广泛的基础内容是拓

扑能带理论. 在有平移对称性的厄米系统中, 布洛

赫定理 (Bloch theorem)扮演着至关重要的角色.

布洛赫波函数所蕴含的全局拓扑结构描述了能带

的拓扑性质 , 激发了人们对拓扑材料的研究和

探索 [14−17]. 这些拓扑结构体现为拓扑不变量, 一般

定义在布里渊区 (Brillouin zone, BZ)上. 例如, 刻

画量子霍尔效应的陈数 (Chern number)定义为布

洛赫波函数的 Berry曲率在布里渊区上的积分. 拓

扑能带理论基于拓扑不变量和对称性对不同维度

的拓扑系统进行分类, 为拓扑材料的研究提供了一

个理论框架 [16]. 其中, 拓扑物态的一条中心原理是

“体边对应”(bulk-boundary correspondence), 该原

理表明周期边界条件 (periodic boundary condition,

PBC)下的布洛赫波函数所蕴含的拓扑不变量与

开放边界条件 (open boundary condition, OBC)

下受到拓扑保护的边界态数目之间有着一一对应

的关系. 拓扑保护的边界态具有新颖的物理性质.

与偶然出现的边界态不同, 拓扑边界态具有很强的

稳定性, 不会被边界上的无序或杂质破坏. 除了科

学意义本身, 拓扑态的独特物理性质也具有重要的

应用前景.

拓扑能带理论的成功从实验和理论的角度激

发了人们对拓扑物理的探索. 在这之后, 拓扑能带

理论被广泛应用于物理学的其他领域. 例如, 光子

晶体的能带结构中也蕴含着诸多拓扑性质, 这方面

的研究构成了拓扑光子学方向 [18].

拓扑能带理论在过去十几年取得了巨大的成

功. 然而, 这些理论仅适用于描述厄米系统. 前面

提到, 非厄米物理现象在自然界普遍存在. 一个自

然的问题是: 非厄米系统中的拓扑能带理论会有怎
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样的形式? 它是厄米拓扑能带理论的简单推广还

是具有全新的特征? 回答这些问题不仅是理解非

厄米拓扑态的基础, 也对研究其他非厄米物理现象

有重要意义.

关键进展始于“非厄米趋肤效应”(non-Hermi-

tian skin effect, NHSE) 的发现 [19−25]. 不同于厄米

系统, 具有平移对称性的非厄米系统的一个重要性

质是其周期边界条件和开放边界条件下的本征态

可以非常不同. 在厄米系统中, 开放边界条件下的

本征态是周期边界条件下的布洛赫波 (即周期调制

的平面波)的线性叠加; 而在非厄米系统中, 开放

边界条件下的本征态通常以指数衰减的形式局域

在系统的边界附近, 这一现象被命名为“非厄米趋

肤效应”[19]. 这一效应意味着布洛赫波图像的失效,

也使得非厄米系统的性质对边界条件十分敏感.

正是由于这种边界敏感性, 在非厄米系统中,

周期边界条件下的拓扑不变量 (即定义在布里渊区

上的拓扑不变量)不再能准确地描述开放边界条件

下的边界态的性质. 这意味着厄米系统的传统体边

对应原理在非厄米系统中将会失效. 为了描述非厄

米系统的拓扑性质, 需要发展能够容纳非厄米趋肤

效应的非厄米能带理论 (non-Hermitian  band

theory). 鉴于布洛赫波图像的失效, 这一能带理论

一般称为“非布洛赫能带理论”(non-Bloch band

theory)[19,26]. 这一理论修改了传统能带理论的若

干基本概念, 如布里渊区被广义布里渊区 (genera-

lized Brillouin zone, GBZ)所取代. 相应地, 拓扑

不变量的定义域也从布里渊区变为广义布里渊区.

这些拓扑不变量被称为非布洛赫拓扑不变量 (non-

Bloch topological invariants), 它们对边界态的性

质给出准确的预言. 非布洛赫拓扑不变量与拓扑边

界态的精确对应关系被称为非布洛赫体边对应

(non-Bloch bulk-boundary correspondence)[19].

本文的目的是简介非厄米能带理论的基本概

念及其应用. 第 2节首先介绍非厄米趋肤效应和广

义布里渊区这两个基本概念; 随后讨论广义布里渊

区的基本性质. 第 3节将讨论非厄米能带理论的

若干应用, 包括非厄米体边对应、非厄米格林函

数、波包动力学、手征衰减 (chiral damping)、非布

洛赫宇称 -时间对称性 (non-Bloch  parity-time

symmetry,  or  non-Bloch PT symmetry)等现象 .

第 4节是一个简短总结. 随着相关研究的不断深

入, 非厄米能带理论可能会在越来越多的物理系统

中得到应用, 其基础理论也将进一步发展完善. 由

于篇幅所限, 本文未能覆盖本方向的所有重要进

展, 感兴趣的读者可进一步阅读文中列出的参考文献. 

2   广义布里渊区与 Non-Bloch能带
理论

 

2.1    非厄米趋肤效应

⟨x|n, k⟩ = un,k(x)eikx

k n

un,k(x) = un,k(x+ a)

a

En(k)

为了引入非厄米能带理论, 首先回顾厄米系统

的布洛赫能带理论. 布洛赫定理表明, 具有平移对

称性的厄米系统在周期边界条件下的本征态是被

布洛赫波函数调制的平面波     ,

其中实数  是位于第一布里渊区的准动量,    表示

能带指标,   是周期性的布洛赫

波函数. 在这里,   表示晶格常数. 这些本征态所对

应的本征值被记为  , 它们表征了系统的能带

结构.

δH

{|n, k⟩}
{|n, k⟩}

⟨k, n|δH|k′, n′⟩ ∼ |δH|/L |δH|

L

|⟨x|n, k⟩|2 ∼ 1/L δH

1/L

周期边界条件和开放边界条件下的哈密顿量

相差一个连接两端边界的边界项   . 如果以周

期边界条件下的本征态   作为基矢, 该边界

项将使得不同的本征态   之间存在散射, 其

散射矩阵元   , 其中  

表示边界项的大小而   表示系统的长度 . 因为

 且  只会局域地影响边界附近的

波函数, 所以散射矩阵元正比于  .

L→ ∞

En(k)

在热力学极限   下, 上述边界项的散射

矩阵元趋于零, 其对能谱的影响可以忽略. 因此,

在开放边界条件下, 厄米系统的连续能谱仍由 

给出. 系统的本征态是上述调制平面波的线性叠

加, 其在布洛赫波基矢下的展开系数则由边界条件

的细节决定.

然而, 在一般的非厄米系统中, 上述性质会发

生重大变化: 周期边界条件和开放边界条件下的系

统不再具有相似的能谱和波函数. 这种现象在非厄

米系统中普遍存在. 为了直观地说明这种变化, 下

面考虑一个简单的例子—非厄米 Su-Schrieffer-

Heeger (SSH) 模型, 其布洛赫哈密顿量为 [19,27]
 

H(k) = dxσx +
(
dy + i

γ

2

)
σy, (4)

dx = t1 + t2 cos k, dy = t2 sin k
t1 t2

γ

其中   . 图 1(a)给出

了它的实空间哈密顿量.    和    分别表示原胞内

和原胞之间的跃迁,    代表非厄米项. 非厄米 SSH

模型有着新奇的拓扑性质, 相关内容将在第 3.1节
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讨论. 本节主要讨论非厄米 SSH模型在不同边界

条件下能谱和波函数的行为, 以引出 non-Bloch能

带理论.

σzH(k)σz =

−H(k) (E,−E)

HPBC

E±(k) =

±
√
d2x + (dy + iγ/2)2

t1 = t2 ± γ/2 t1 = −t2 ± γ/2

k = π k = 0

非厄米 SSH模型的手征对称性  

 使得其能谱以    的形式成对出现 .

在周期边界条件下 , 非厄米 SSH模型   的能

谱是上述布洛赫哈密顿量的本征值    

 , 其在复平面上形成闭合的圈

(如图 1(c)). 当    (  ) 时,

系统的能谱在   (  ) 关闭能隙.

HOBC

|ψ⟩ = (ψ1,A, ψ1,B , ψ2,A, ψ2,B , · · · , ψL,A, ψL,B)
T

然而, 在开放边界条件下, 非厄米 SSH 模型

 的能谱与周期边界条件的情况有着显著的区

别 (图 1(c)). 为了理解这种区别, 可以利用相似变

换求出其在开放边界条件下的能谱 [19]. 假设波

函 数  

HOBC |ψ⟩ = E |ψ⟩ HOBC |ψ⟩ =

E |ψ⟩ H̄OBC
∣∣ψ̄⟩ = E

∣∣ψ̄⟩ ∣∣ψ̄⟩ = S−1 |ψ⟩

H̄OBC = S−1HOBCS S

{1, r, r, r2, r2, · · · , rL−1,

rL−1, rL} r =
√

|(t1 − γ/2)/(t1 + γ/2)|
|t1| > |γ/2| H̄OBC

t̄1 =
√
(t1 − γ/2)(t1 + γ/2), t̄2 = t2

是哈密顿量的本征态 , 满足定态薛定谔方程

 . 开放边界条件下, 方程 

 等价于   , 其中  

且   . 选取相似变换矩阵   为一

个对角矩阵 , 其对角元为  

 ,  其 中   .  当

 时,   变成了标准的厄米 SSH 模型,

其跃迁项变为   .

作为一个厄米的哈密顿量, 其体态能谱不再依赖于

边界条件, 其 OBC能谱可以通过 PBC能谱给出,

而 PBC能谱可以通过动量空间的哈密顿量得到: 

H̄(k) = (t̄1 + t̄2 cos k)σx + t̄2 sin kσy. (5)

|t1| > |γ/2|
H̄(k)

HOBC

t̄1 = ±t̄2
t1 = ±

√
t22 + (γ/2)2

HPBC t1 = ±t2 ± γ/2

在  的条件下它的能谱是实数. 由于

相似变换不改变能谱,    的本征值也给出了相

似变换前非厄米 SSH模型   在开放边界条件

下的能谱. 此时, 能隙关闭的位置在   , 即

 
[19]. 这与周期边界条件下非厄

米 SSH模型   能隙关闭的位置  

有着显著的区别. 第 3.1节将要说明这种区别意味

着基于布洛赫哈密顿量的传统体边对应将在非厄

米系统中失效.

HOBC

HPBC HPBC = HOBC + δH

δH = t2(|L,B⟩ ⟨1, A|+ |1, A⟩ ⟨L,B|)

L

S−1HPBCS=H̄OBC + S−1δHS

S−1δHS = t2r
−L|L,B⟩⟨1, A|+ t2r

L|1, A⟩⟨L,B|

L

HPBC

H̄OBC

1/L

δH

HPBC HOBC

需要注意的是, 上述相似变换仅能将开放边界

条件下的非厄米 SSH模型   变成一个厄米模

型, 这个方法并不适用于周期边界条件下的非厄米

SSH模型   . 考虑到   , 其中

 表示周期边界条

件下两个边界之间的跃迁,   表示系统的长度, 上述

相 似 变 换 使 得   . 此

时 ,   

是一个随着系统长度  增大而指数增大的修正. 周

期边界条件下的非厄米 SSH模型  在相似变换

后与厄米 SSH模型   相差一个指数大的非厄

米边界项, 这与厄米系统中正比于  的边界扰动

有着显著区别,    不再能看成微扰. 这个指数大

的边界项正是相似变换解法在周期边界条件下失

效的原因, 也导致了  和  拥有截然不同的

性质. 这表明非厄米系统对边界条件异常敏感.

H̄OBC
∣∣ψ̄l

⟩
HOBC

|ψl⟩ = S
∣∣ψ̄l

⟩

这种对边界条件的敏感性体现在非厄米系统

的开放边界条件下的波函数上. 开放边界条件下厄

米哈密顿量  的体态波函数  在空间中是延

展的平面波. 因此, 非厄米 SSH模型   的体态

波函数  将以指数衰减的形式局域在系

 

(a)
1+/2 2

1-/2

… …
  

(d)(c)0.4 PBC BZ

OBC

GBZ0.2

-0.2

0

-0.4

-2 0

Re()

2 -1 0

Re()
1

Im
(
)

Im
(
)

1

0

-1

(b)
0.8

0.6

0.4

0.2

5 10 15 20



25 30 35 40
0

|
(
)|
2

|ψ(x)|2 = |ψA(x)|2 + |ψB(x)|2

L = 40

t1 = 2.5, t2 = 1, γ = 4/3

图 1    (a) 非厄米 SSH模型示意图; (b) 开放边界条件下本

征态的空间分布 , 其中   , 链

长   ; (c) 非厄米 SSH 模型在周期边界条件 (黑色虚

线)和开放边界条件 (蓝色实线)下的能谱; (d) 非厄米 SSH

模型的广义布里渊区 (蓝色实线), 虚线为布里渊区 . 参数

值:   [19]

|ψ(x)|2 =

|ψA(x)|2 + |ψB(x)|2 L = 40

t1 = 2.5, t2 = 1, γ = 4/3

Fig. 1. (a) Sketch  of  non-Hermitian  SSH  model;  (b)   eigen-

state  profiles  under  open  boundary  condition,   

  and   ; (c) energy spectrum un-

der  periodic  boundary  condition  (black  dashed  lines)  and

open  boundary  condition  (blue  solid  lines);  (d)  generalized

Brillouin  zone  (blue  solid  line)  and  Brillouin  zone  (black

dashed line). Parameters:     [19].
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eik β ≡ reik

k k → k − i ln r

统的边界 (图 1(b)). 这意味着通常的平面波中的

布洛赫相位因子  变成了  . 这等价于波矢

 变为复数:   . 这种体态波函数局域在

系统边界的现象被称为“非厄米趋肤效应”[19].

H(β) ≡

H(k → −i lnβ) H(β) ≡ H(k)|eik→β

|β| = 1 H(β)

k

k → k − i ln r |β| = r H(β)

|β| = r

|β| = 1

β

H(β) |β|x

在传统的能带理论中, 实空间的布洛赫波图

像对应的倒空间概念是布里渊区. 我们自然会问,

在非厄米趋肤效应下 , 是否仍然存在倒空间

(reciprocal space)的概念? 由此问题出发, 可以引

入广义布里渊区的概念 [19]. 定义哈密顿量  

 , 或者  . 通常的布

里渊区就是单位圆   , 在单位圆上,     给

出了非厄米 SSH 模型在周期边界条件下的本征能

量 (图 1(c)). 按照上面的分析, 如果将波矢   变为

复数   , 即   , 哈密顿量   将给

出开放边界条件下的能谱 (图 1(c)). 实际上 ,

 所确定的复平面上的圆定义了非厄米 SSH

模型的广义布里渊区 (图 1(d)), 它有别于传统的

布里渊区 (  ), 在非厄米系统中扮演着厄米系

统里布里渊区的角色. 当  在广义布里渊区上移动

时,   的本征值和  分别给出了实空间的能谱

和具有非厄米趋肤效应的波函数 [19].

非厄米趋肤效应广泛存在于非厄米系统[23−25,28−43].

它体现了非厄米系统对边界条件的敏感性. 这种敏

感性使得系统波函数在周期边界条件下和开放边

界条件下呈现出截然不同的行为. 

2.2    广义布里渊区

从非厄米 SSH模型的例子可以看到, 非厄米

系统在开放边界条件下可呈现出非厄米趋肤效应,

其能谱和波函数由广义布里渊区给出. 在非厄米系

统中, 广义布里渊区扮演着厄米情况下布里渊区的

角色, 它决定了非厄米系统中诸多独特的行为. 因

此, 我们需要更加仔细地研究广义布里渊区的普遍

定义与计算方法. 

2.2.1    非厄米 SSH模型的广义布里渊区

L

为了得到广义布里渊区, 需要考察边界条件的

重要作用. 例如, 对于图 1(a)所示的非厄米 SSH

模型, 可以通过边界条件解析地求出其开放边界条

件下的能谱 [19]. 假设系统长度为  , 在开放边界条

件下, 这个模型的实空间薛定谔方程为 

t2ψx−1,B + [t1 + (γ/2)]ψx,B = Eψx,A,

[t1 − (γ/2)]ψx,A + t2ψx+1,A = Eψx,B . (6)

|ψ⟩ =
∑

j
|ϕ(j)⟩ j∣∣ϕ(j)⟩

j (ϕx,A, ϕx,B) = βx (ϕA, ϕB)

假设其实空间波函数为   , 其中  

为独立的波函数分量指标,    为指数函数形式

(暂时省略    指标):    , 他

们满足:  [
(t1 + γ/2) + t2β

−1]ϕB = EϕA,

[(t1 − γ/2) + t2β]ϕA = EϕB . (7)

由此可得非厄米 SSH模型的特征方程: 

E2 =
[(
t1 −

γ

2

)
+ t2β

] [(
t1 +

γ

2

)
+ t2β

−1
]
. (8)

这个方程有两个根 

β1,2(E) =
−B ±

√
B2 − 4t22(t

2
1 − γ2/4)

2t2(t1 + γ/2)
,

B = t21 + t22 − γ2/4− E2 β1β2 =

t1 − γ/2

t1 + γ/2
j = 1,

2

其中   . 这两个根满足  

 . 存在两个根意味着上述波函数指标 

 , 其子格点上的波函数分量满足: 

ϕ
(j)
A =

E

t1 − γ/2 + t2βj
ϕ
(j)
B ,

ϕ
(j)
B =

E

t1 + γ/2 + t2β
−1
j

ϕ
(j)
A . (9)

(9)式的两个方程在方程 (8) 的联系下是等价的.

特征方程的两个根表明系统中存在两个独立传播

的指数形式波函数, 它们将以一定的形式线性叠

加, 以满足相应的边界条件. 因此, 实空间波函数

的一般形式可表达为  (
ψx,A

ψx,B

)
= βx

1

(
ϕ
(1)
A

ϕ
(1)
B

)
+ βx

2

(
ϕ
(2)
A

ϕ
(2)
B

)
. (10)

由于方程 (8)和方程 (9), 上述波函数有两个独立

的参量, 它们的取值将由边界条件给出. 系统的边

界条件为  (
t1 +

γ

2

)
ψ1,B − Eψ1,A = 0,(

t1 −
γ

2

)
ψL,A − EψL,B = 0. (11)

代入波函数表达式以消除未知参数, 可发现系统存

在非零解的条件为 

βL+1
1 (t1 − γ/2+t2β2)=β

L+1
2 (t1 − γ/2+t2β1). (12)

L→ ∞

L

|β1| = |β2| |β1| > |β2| L

βL+1
2

在热力学极限 (  )下 ,  (12)式的左右

两边均指数依赖于   . 因此 (12)式成立的条件

为  . 如若不然, 设  , 则当  很大

时方程右侧的   项可以忽略 , 方程退化为
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βL+1
1 (t1 − γ/2 + t2β2) = 0 t1 − γ/2 + t2β2

= 0 β1 = 0 L

β1β2 = (t1 − γ/2)/(t1+ γ/2)

 , 意味着  

 或者  , 无法给出数量正比于  的解来. 结

合    , 可以得到: 

|β1(E)| = |β2(E)| = r ≡

√∣∣∣∣ t1 − γ/2

t1 + γ/2

∣∣∣∣. (13)

r

E

此即非厄米 SSH模型的半径   的广义布里渊区

(图 1(d)), 与相似变换所得的结果一致. 满足这个

方程的能量   将构成该模型在开放边界条件下的

能谱 (图 1(c)).

βx
1 , β

x
2 ψ(x) ∼ C1β

x
1+

C2β
x
2

ψ(x < 1) = 0 = ψ(x > L)

x = 1 C1β1 C2β2

x = L C1β
L
1 C2β

L
2

|β1| = |β2|

上述求解广义布里渊区的方程可以通过以下

图像直观理解: 由于系统存在两个独立传播的指数

形式的波函数   , 其线性叠加  

  需要满足系统在左右两端的边界条件. 如图 2

所示, 开放边界条件  要求

两个指数形式的波函数在边界附近相互抵消, 形成

驻波. 因此, 在  附近  和  处于同一数

量级, 而在   附近   和   也处于同一数

量级. 由此可得, 边界条件的约束使得   ,

从而能够叠加出实空间的本征态波函数.
  

 

11

…

22

11



2


β1 β2

图 2    非厄米体系在开放边界条件下形成以指数衰减的方

式局域在边界的“驻波”, 此驻波由   波和   波叠加而成

β1 β2

Fig. 2. An  eigenstate  wavefunction  under  open  boundary

condition, which is a superposition of the     wave and   

wave.
 

β

然而, 目前所讨论的非厄米 SSH模型的圆形

广义布里渊区并不是普遍的情况. 一般的非厄米模

型的特征方程存在不止一对  根, 所以此时边界条

件的应用将会复杂一些. 对于这些一般情况, 是否

能得到普遍的广义布里渊区方程?

t3例如, 图 3(a)表示具有远程跃迁项   的非厄

米 SSH模型, 其布洛赫哈密顿量为 [19]
 

H(k) = dxσx +
(
dy + i

γ

2

)
σy, (14)

dx = t1 + (t2 + t3) cos k, dy = (t2 − t3) sin k

|β|

其中  . 这

个模型在开放边界条件下仍具有非厄米趋肤效应

(图 3(b)), 但是该模型的特征方程有 4个根, 此时

无法判断是哪些根应该满足上述  模相等的条件,

这个模型也无法相似变换为一个厄米模型. 而且可

以发现, 其广义布里渊区不再是一个圆 (图 3(d)).

为了描述一般的非厄米系统, 需要更加普遍地定义

广义布里渊区. 

2.2.2    一般模型的广义布里渊区

h(k) =∑m

n=−m
tneikn m

本节将讨论一般模型的广义布里渊区的定义.

为了简便, 首先讨论一维单带非厄米模型的广义

布里渊区, 随后再推广到多带模型. 考虑一般的

一维单带模型 , 其布洛赫哈密顿量记为  

 ,   表示格点模型的最大跃迁范围;

 

(a)
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3 3
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  
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|ψ(x)|2 =

|ψA(x)|2 + |ψB(x)|2 L = 40

L = 40

t1 = 1.1, t2 = 1, t3 = 0.2, γ = 4/3

图  3    (a) 具有远程跃迁项   的非厄米 SSH模型示意图 ;

(b) 开放边界条件下本征态的空间分布 , 其中  

 ,    ; (c) 周期边界条件 (黑色虚

线 )和开放边界条件 (蓝色实线 , 通过广义布里渊区计

算)下的能谱 , 橙色圆点代表直接对角化实空间哈密顿量

所得的   系统在开放边界条件下的能谱 ; (d) 广义布

里渊区 (蓝色实线)和辅助广义布里渊区 (灰色实线), 参数

取值:   [19]

t3

|ψ(x)|2 =

|ψA(x)|2 + |ψB(x)|2 L = 40

L = 40

t1 = 1.1, t2 = 1,

t3 = 0.2, γ = 4/3

Fig. 3. (a) Sketch of non-Hermitian SSH model with     be-

ing the third nearest neighbor hopping term; (b) eigenstate

profiles  under  open  boundary  condition  with   

  and   ; (c) energy spectrum un-

der  periodic  boundary  condition  (black  dashed  lines)  and

open  boundary  condition  (blue  solid  lines,  calculated  from

the generalized Brillouin zone).  Orange points  are eigenen-

ergies from directly diagonalizing the real-space Hamiltoni-

an of an open chain with    ; (d) generalized Brillouin

zone  (blue  solid  line)  and  auxiliary  generalized  Brillouin

zone  (gray  solid  line).  Parameters:   

 [19].
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2m+ 1 t−m, · · · , tm
k ∈ [−π, π]

eik β eik → β

 个不同格点之间的跃迁振幅   均

在复数域上取值; 实数   . 将单位圆上的

相位因子  替换为一般复数  ,   , 可定义一

个洛朗多项式: 

h(β) =

m∑
n=−m

tnβ
n. (15)

该多项式对应的实空间哈密顿量为 

H =
∑
x

m∑
n=−m

tnâ
†
xâx+n, (16)

x âx在格点模型里, 空间坐标  的取值为整数,   表示

该处的粒子湮灭算符.

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ = Cβx C

x E

H |ψ⟩ = E |ψ⟩

假设在远离边界的区域, 实空间波函数具有如

下形式:    , 其中   是与格点坐

标  无关的常数. 给定复数能量  , 实空间薛定谔

方程  将给出如下限制: 

f(β,E) ≡ h(β)− E = 0. (17)

E ψ(x) ∼ βn(E)x

βn(E)

2m

|β1(E)| ⩽ |β2(E)| ⩽ · · · ⩽ |β2m(E)|

(17)式被称为系统的特征方程. 其表明对于能量为

 的模式, 只有满足   这种形式的空

间波函数才能在系统中存在, 其中  是方程 (17)

的   个根之一. 按照根的模长可将它们排序为

 .

ψ(x) =

ψ(x+ L) L

βn(E) βL
n = 1

|βn(E)| = 1

βn(E) = eik k

E(k) = h(eik)

如果考虑边界条件, 系统的本征能量不仅要满

足特征方程 (17), 其所对应的本征波函数还需要满

足系统的边界条件. 例如, 周期边界条件要求 

 , 其中   为周期系统的长度. 这种边界条

件要求特征方程至少存在一个根  使得  .

在热力学极限下, 这个条件变为  , 亦即

特征方程存在一个根  ,   为实数. 因此,

周期边界条件下的能谱为  .

ψ(x < 1) = 0 =

ψ(x > L) 2m

ψ(x) =
∑2m

n=1
Cnβ

x
n

Ciβ
x
i

Cjβ
x
j x = 1, L

βi,j

然而 , 开放边界条件则要求  

 . 这种边界条件要求   个指数形式的波

函数的线性组合    需要在系统

的左右两端相互抵消, 从而形成“驻波”. 类似图 2

的分析可以发现, 为了满足系统左右两端的开放边

界条件, 要求对于某一个指数变化的  , 存在一

个与之对应的  , 使得它们在  附近有相

同的数量级. 这个条件要求存在一对特征方程的根

 , 它们满足 [19]: 

|βi(E)| = |βj(E)|, (18)

E

i, j ∈ {1, 2, · · · , 2m}

即这两个根的模长必须相等. 只有满足这个方程的

能量  才有可能在开放边界条件下形成驻波. 在这

个方程中,   . 那么, 是不是所

有满足这个方程的能量都是系统在开放边界条件

下的本征值呢？更加仔细地研究边界条件可以发

现 (见第 2.3节), 如下方程将描述开放边界条件下

的能谱和波函数 [19,26]: 

|βm(E)| = |βm+1(E)|. (19)

E

EOBC E ∈ {EOBC}
|ψ(x)| ∼ |βm(E)|x

|βm(E)| ̸= 1

方程 (19)说明特征方程 (17) 的中间两个根所对

应的波函数构成了开放边界条件下的“驻波”. 满

足方程 (19)的能量    定义了开放边界条件下非

厄米系统的能谱  . 此时, 当  时, 系

统的波函数具有如下形式:    . 当

 时, 波函数以指数衰减的形式局域在边

界, 呈现非厄米趋肤效应.

E ∈ {EOBC} βm(E),

βm+1(E)

βm(E), βm+1(E)

β

E(β)

与此同时, 当  时, 它的两个根 

 在复平面上形成一个有别于单位圆的围

绕原点的圈 (图 1(d)和图 3(d)). 这个由所有满足

条件的   所构成的集合被称为广义

布里渊区 [19,26]. 当   在广义布里渊区上移动时, 由

特征方程给出的  代表了热力学极限下开放边

界条件下的连续能谱. 因此, 方程 (19)被称为广义

布里渊区方程.

|βm(E)| =
|βm+1(E)| = 1

β = eik k

基于广义布里渊区发展的非厄米能带理论被

称为 non-Bloch能带理论. 在厄米系统中,  

 , 广义布里渊区始终是单位圆, 即传

统的布里渊区   (  为实数). 此时, 非厄米能

带理论回到了厄米情形时的布洛赫能带理论. 广义

布里渊区之于非厄米系统, 发挥着类似于布里渊区

之于厄米系统的作用. 值得补充说明的是, 广义布

里渊区的应用范围并不限于最常见的开放边界条

件 , 对于其他类型的边界条件 , 如畴壁 (domain

wall)边界条件同样适用 [44]. 

2.3    广义布里渊区方程的推导

本节将通过全面考察边界条件来严格推导广

义布里渊区方程 (19), 并提供一种广义布里渊区的

简便计算方法. 跳过本节并不影响读者理解后续物

理内容.

E

ψ(x) =
∑2m

n=1
Cnβ

x
n βn

考虑方程 (15)所描述的一维单带非厄米模

型, 在开放边界条件下, 假设能量为  的本征态波

函数为   , 其中   是特征方程
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h(β)− E = 0 Cn 2m

1 ≪ x≪ L

 的根而  是依赖于边界条件的  个

待定系数. 当   时, 容易验证这个波函数

满足薛定谔方程: 

m∑
l=−m

tlψ(x+ l) = Eψ(x). (20)

m 2m

ψ(x)

x = 1 m

而在边界附近, 薛定谔方程不再是 (20)式的形式.

系统的左右边界各包含  个边界方程. 这  个方

程将被用来确定开放边界条件下本征态  的具

体形式. 在左边界  附近的  个方程具有如下

形式: 

m∑
l=1−j

tlψ(j + l) = Eψ(j), (21)

j = 1, 2, · · · , m ψ(−m) =

ψ(−m+ 1) = · · · = ψ(−1) = 0 x = L

m

其中   . 这个条件等价于  

 . 同理在右边界 

附近的  个方程有如下形式: 

m−j∑
l=−m

tlψ(L−m+ j + l) = Eψ(L−m+ j), (22)

j = 1, 2, · · · , m ψ(L+m) =

ψ(L + m − 1) = · · · = ψ(L+ 1) = 0 ψ(x) =∑2m

n=1
Cnβ

x
n 2m

2m Cn

其中  . 这个条件等价于  

 .  将  

 代入 (21)式和 (22)式所述的  个边

界方程, 可以得到   个关于待定系数   的方程,

它们具有如下结构: 

2m∑
l=1

gj,lCl = 0,

2m∑
l=1

gj+m,lβ
L
l Cl = 0, (23)

j = 1, 2, · · · , m gj,l gj+m,l 2m×
2m t−m, · · · , tm E

L 2m

其中  . (23)式中  和  是 

 个由系统参数   和本征能量   所确

定的与系统长度  无关的系数. 这  个线性方程

具有非零解的条件为其系数矩阵的行列式等于零,

即 [26]
  ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g1,1 g1,2 · · · g1,2m

g2,1 g2,2 · · · g2,2m

...
...

. . .
...

gm,1 gm,2 · · · gm,2m

gm+1,1β
L
1 gm+1,2β

L
2 · · · gm+1,2mβ

L
2m

gm+2,1β
L
1 gm+2,2β

L
2 · · · gm+2,2mβ

L
2m

...
...

. . .
...

g2m,1β
L
1 g2m,2β

L
2 · · · g2m,2mβ

L
2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

(24)

|β1| ⩽ · · · ⩽ |β2m| (L→ ∞)因为   , 所以在热力学极限 

下, (24)式左边 (记为 LHS)的主导项为 

LHS = A1β
L
2mβ

L
2m−1 · · ·βL

m+2β
L
m+1+

A2β
L
2mβ

L
2m−1 · · ·βL

m+2β
L
m + · · · , (25)

A1, A2 L 0 =

LHS = βL
2mβ

L
2m−1 · · ·βL

m+2(A1β
L
m+1 +A2β

L
m) + · · · ,

A1β
L
m+1 +A2β

L
m = 0 (βm/βm+1)

L
=

−A1/A2 |βm/βm+1| ̸= 1

L L

|βm/βm+1| = 1

其中  是和  无关的常数. 在热力学极限下,  

  

即   . 由此可得  

 . 如果   , 这个等式左边随

着   增长而指数增长或衰减, 而右边不依赖于   .

因此在热力学极限下这个方程成立的条件是

 , 即 [19,26]
 

|βm(E)| = |βm+1(E)|. (26)

此即方程 (19)给出的广义布里渊区方程.

H(k) q × q

q

m

上述理论可以直接推广到多带模型. 考虑到多

带模型的布洛赫哈密顿量   是一个   的矩

阵 (如方程 (4)), 其中  为能带的个数, 同样假设不

同原胞之间最远的跃迁距离为  , 此时的特征方程

可定义为 

f(β,E) = det(H(β)− EI) = 0. (27)

H(β) ≡ H(k → −i lnβ) I q × q

2mq

|β1| ⩽ · · · ⩽ |β2mq|
mq

式中   , 而   是   单位阵 .

一般情况下, 上述特征方程有  个根, 将其按照

 的顺序排列. 在多带模型中, 开

放边界条件的左边界和右边界各有   个边界方

程 . 类似的方法可以给出多带的广义布里渊区

方程: 

|βmq(E)| = |βmq+1(E)|. (28)

同样地, 中间两个根的模长相等给出了广义布里

渊区.

H(β) ≡ H(k → −i lnβ)

det(H(β)− EI) = 0

β1β2 =
t1 − γ/2

t1 + γ/2

|β1(E)| = |β2(E)| = r ≡

√∣∣∣∣ t1 − γ/2

t1 + γ/2

∣∣∣∣
r

将上述非厄米能带理论用于图 1(a)的非厄米

SSH模型可直接计算其广义布里渊区. 延拓方程 (4)

的哈密顿量至复平面,    , 非

厄米 SSH模型的特征方程  如方

程 (8)所示. 根据韦达定理, 这个方程的两个根满

足  . 于是, 根据广义布里渊区的定

义可得   , 即方

程 (13). 这说明非厄米 SSH模型的广义布里渊区

是复平面上半径为  的圆 (图 1(d)), 与相似变换的

分析和解析求解的结果一致.

t3

对于一般的非厄米模型, 广义布里渊区不再是

一个圆. 例如, 考虑图 3(a) 所示具有远程跃迁项 
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H(k) H(β) ≡ H(k → −i lnβ)
的非厄米 SSH模型, 将方程 (14)的布洛赫哈密顿

量   延拓为   , 可得其特

征方程为 

E2=
[ t3
β
+
(
t1 −

γ

2

)
+t2β

][
t3β+

(
t1+

γ

2

)
+
t2
β

]
. (29)

g(β) β

E2=g(β) |β1(E)| ⩽ |β2(E)| ⩽
|β3(E)| ⩽ |β4(E)|

β βeiθ

θ ∈ [0, 2π]

将 (29)式的右边记为   , 它是一个关于   的多

项式. 特征方程  有4个根 

 . 考虑到方程 (19)要求存在模

相等的两个根 , 假设这两个根为   和   , 其中

 . 这两个根对应相同的能量, 由此可得: 

E2 = g(β), E2 = g(βeiθ). (30)

E2 β消除能量  可得关于  的多项式方程 [26]: 

g(β) = g(βeiθ). (31)

θ = [0, 2π] β(θ)

E β βeiθ

β2(E) β3(E)

βm(E) βm+1(E) β βeiθ

θ

对于给定的  , 可以求出  , 然后根据方

程 (30)得出相应的  , 考察  和  是否为特征方

程的中间两根   和   (对于一般模型 , 是

 和   ). 若是, 则   和   属于广义布

里渊区. 改变   , 这些解的集合构成了该模型的广

义布里渊区 (图 3(d)中蓝色实线). 注意到此时的

广义布里渊区不再是圆. 这表明在开放边界条件

下, 具有远程跃迁项的非厄米 SSH 模型无法通过

相似变换变为一个厄米模型. 通过广义布里渊区可

以求得系统在开放边界条件下的能谱 (图 3(c)中

蓝色实线), 其结果与在一条有限长的链上直接对

角化实空间哈密顿量所得的能谱一致 (图 3(c)中

橙色圆点). 注意到系统在开放边界条件下存在零

能的拓扑边界态, 其能量并非由广义布里渊区给

出. 这说明广义布里渊区只提供体态的连续能谱,

与厄米系统中布里渊区的角色一致.

f(β,E) =

det(H(β)− EI) = 0 E β

更一般的多带非厄米模型的特征方程 

 是一个关于   和   的多项式方

程, 可表达为 

f(β,E)=cMβ
−mq

2mq∏
n=1

(β−βn(E))=

q∏
i=1

(Ei(β)−E)=0,

q m

p1(E) = p2(β) p1, p2

E β

p2(β) = p2(βeiθ)

其中  为能带个数而  为原胞间最远的跃迁距离.

这个方程不一定能化简成类似于方程 (30)那样的

 形式, 其中   表示任意的多项式.

因此, 无法简单地消去能量   得到关于   的方程

 .

为了计算这类普遍模型的广义布里渊区, 可以

利用结式 (resultant)将上述方法推广为一种被

称为辅助广义布里渊区 (auxiliary  generalized

Brillouin zone)的方法 [45].

β̃ = βeiθ

θ ∈ [0, 2π] β βeiθ

广义布里渊区方程要求特征方程的某两个根

的模长相等, 于是这两个根具有如下关系:   ,

其中  . 此时  和  均为特征方程的根: 

f(β,E) = f(βeiθ, E) = 0. (32)

θ E β

E

β eiθ R(β, eiθ) = 0

θ ∈ [0, 2π] f(β,E) =

f(βeiθ, E) = 0

β

|βmq(E)| = |βmq+1(E)|

给定一个   , 将有两个关于   和   的多项式方程,

利用结式的定义可以直接消除能量   , 得到一个

关于   和   的代数方程   
[45]. 对任意

 , 这个方程给出的根同时满足  

 , 因此它们是方程 (18)的解. 这些解

所构成的  集合被称为辅助广义布里渊区 [45]. 从这

些根中选出满足条件  的根即

可得到广义布里渊区, 进而得到开放边界条件下的

能谱和波函数.

t3

|β1(E)| =

|β2(E)| |β3(E)| = |β4(E)|

图 3(d)中的灰色实线即为具有远程  跃迁项

的非厄米 SSH模型的辅助广义布里渊区 

 ;    对应的辅助广义布里渊

区则超出了本图的展示范围.

借助广义布里渊区和辅助广义布里渊区的

概念, 可以理解一类被称为临界非厄米趋肤效应

(critical  non-Hermitian skin effect)的现象 [46−48].

考虑如下双带非厄米模型: 

H(β) =

(
ha(β) δ

δ hb(β)

)
, (33)

hα(β)=(tα − γα)β
−1+

Vα + (tα + γα)β α = a, b

δ

假设所有参数都是实数, 其中 

 , 且   表示两个单带非厄米

Hatano-Nelson模型 [49,50]. 这两个单带模型之间的

耦合由参数  控制.

δ = 0

(E − ha(β))(E − hb(β)) = 0

E − ha(β) = 0 E − hb(β) =

0

|βα| =

√∣∣∣∣ tα − γα
tα + γα

∣∣∣∣ α = a, b

当两个单带模型之间没有耦合 (  )时, 这

个系统的特征方程  可分

解为两个独立的方程:   和 

 . 它们分别对应两个单带模型的特征方程 , 其

广义布里渊区是两个圆. 这两个圆的半径分别为

 , 其中  . 由此可求得其开

放边界条件下的能谱是纯实的.

δ ̸= 0

|βa| ̸= |βb|

(E − ha(β))(E − hb(β)) =

δ2

然而, 当两个单带模型间存在耦合 (  )时,

两条链自身不同的趋肤模 (假设  )将被耦

合在一起, 使得系统的广义布里渊区偏离两个独立

的圆 . 此时的特征方程  

 不再能分解为两个独立的单带特征方程. 这个方
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|β1(E)| ⩽ · · · ⩽ |β4(E)|
|β2(E)| =

|β3(E)|

程有 4个根   . 考察边界条件

可以发现此时的广义布里渊区方程为  

 . 这个模型的广义布里渊区将分布在上述两

个圆形广义布里渊区之间的区域 [46]. 在热力学极

限下, 这个广义布里渊区给出的能谱是复数的.

δ → 0

δ = 0

δ = 0

δ δ = 0

值得注意的是, 两条链之间的微小耦合使得广

义布里渊区方程发生了很大改变. 这意味着在热力

学极限下, 即使是无穷小的耦合强度 (  )也会

使得系统的能谱与  的情况不再相同, 能谱从

 变为非零时将发生不连续的突变. 这一现象

被称为临界非厄米趋肤效应. 值得指出, 辅助广义

布里渊区在引入微小的  时相对于  并不发生

突变, 广义布里渊区的突变来自于模长排序: 只有

中间两个根入选广义布里渊区.

L

δ L

L

Lc L

L

在有限大的开放边界条件下的系统中, 该模型

的能谱将强烈依赖于系统的长度  . 固定耦合强度

 , 在  较小时, 系统的能谱是纯实的. 这意味着此

时不同链的趋肤模之间的耦合较小. 当  超过某个

临界值  时, 系统的能谱将随着  的增大逐渐从纯

实数能谱过渡到热力学极限下广义布里渊区给出

的复数能谱. 其复数能谱中拥有最大虚部的本征值

对应的波函数在空间中的分布随着   的变化会呈

现出标度不变的性质 [46,47]. 

2.4    环绕数和非厄米趋肤效应

t1 + γ/2

t1 − γ/2

图 1和图 3两个模型均具有非对称的跃迁项,

其原胞内向左跃迁的振幅  比向右跃迁的振

幅   大. 直观看来, 这一非对称性导致了其

在开放边界条件下的波函数呈现出局域在系统左

侧边界的非厄米趋肤效应. 这是否说明具有非厄米

趋肤效应的波函数在空间中局域的方向取决于非

对称跃迁项中较大的那个方向呢？事实证明, 上述

粗略的图像是不准确的.

现考虑一个如图 4(a)所示的具有非对称次近

邻跃迁的一维单带非厄米模型, 其哈密顿量为 [51,52]
 

h(β) = (t2 + γ/2)β−2 + t1β
−1

+ iκ+ t1β + (t2 − γ/2)β2. (34)

h(β)− E = 0 β

这个模型在周期边界条件和开放边界条件下的能

谱有着显著的不同 (图 4(c)). 这意味着该模型在开

放边界条件下具有非厄米趋肤效应 (图 4(b)). 这

个模型的特征方程   是一个关于   的

4次方程. 可以仿照 2.3节的方法求解其广义布里

θ ∈ [0, 2π] h(β) = h(βeiθ)

βθ E(βθ) |βi(E)| =
|βi+1(E)| i = 1, 2, 3

渊区. 对于不同的  , 求解  可

得一系列  和  . 它们满足方程 (18):  

 , 其中   . 从中选出满足方程 (19)

的根即可得广义布里渊区. 图 4(d)中的蓝色和红

色实线分别表示位于单位圆内侧和外侧的广义布
 

(d)(c)
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

L =

100

Ea = −3 + 0.1i Eb = 4 + 0.1i

|β1(E)| = |β2(E)|
|β3(E)| = |β4(E)|

Ea = h(β) Eb = h(β)

β1,2,3 t1 = 2, t2 = 0.3, γ = 0.3,

κ = 0

图  4    (a) 具有非对称次近邻跃迁的非厄米模型示意图 ;

(b) 开放边界条件下系统本征态的空间分布, 其中链长  

 , 蓝色表示波函数局域在左边, 红色表示波函数局域在

右边 ; (c) 周期边界条件 (虚线)和开放边界条件 (实线)下

的能谱 ,    (黄点)和   (绿点)为

两个能量参照点; (d) 广义布里渊区 (红蓝实线), 辅助广义

布里渊区   (灰色实线), 和布里渊区 (黑色

虚线),   对应的辅助广义布里渊区在图示

区域以外 , 黄点和绿点分别为   和   的

前 3个零点   . 参数取值 :   

 [51,52]

L = 100

Ea = −3 + 0.1i
Eb = 4 + 0.1i

|β1(E)| = |β2(E)|

|β3(E)| = |β4(E)|
h(β)− Ea

h(β)− Eb t1 = 2, t2 = 0.3,

γ = 0.3, κ = 0

Fig. 4. (a)  Sketch  of  a  single-band  non-Hermitian  model

with asymmetric next-nearest-neighbor hoppings; (b) eigen-

state  profiles  under  open  boundary  condition  when

 . Blue/red eigenstates are localized at the left/right

side; (c)  energy  spectrum  under  periodic  boundary   condi-

tion (black dashed lines) and open boundary condition (red

and  blue  solid  lines),      (yellow  point)  and

   (green  point)  are  two  reference  points;  (d)

generalized Brillouin  zone  (red  and  blue  solid  line),   auxili-

ary generalized Brillouin zone     (gray sol-

id  line),  and  Brillouin  zone  (black  dashed  line).  Auxiliary

generalized  Brillouin  zone      is  out  of  the

plot.  Yellow  and  green  points  are  the  zeros  of   

and   , respectively. Parameters:  

  [51,52]. 
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|β2(E)| = |β3(E)|

|β1(E)| = |β2(E)|
|β3(E)| = |β4(E)|

里渊区   , 可由其求得开放边界条

件下的能谱 (图 4(c)中的红色和蓝色实线). 图 4(d)

中的灰色实线为辅助广义布里渊区  .

辅助广义布里渊区  超出了本图的

展示范围.

有趣的是, 这个模型在开放边界条件下的一部

分本征态局域在系统的左侧边界, 而另一部分本征

态局域在系统的右侧边界. 在这个系统中, 非厄米

趋肤效应局域的方向可以和非对称跃迁项所暗示

的方向相反. 这种现象被称为双极非厄米趋肤效

应 (bipolar non-Hermitian skin effect)[53], 已经在

声学实验中观察到 [43]. 在一定条件下, 这类系统存

在频率依赖的单向放大, 即不同频率的信号将分别

向左或向右放大 (见第 3.2节)[51].

E0

为了进一步理解非厄米趋肤效应发生的条件,

需要更加仔细地考察系统的性质. 可以注意到, 具

有非厄米趋肤效应的系统在周期边界条件下的能

谱在复平面上形成闭合的环状结构, 而其在开放边

界条件下的能谱将形成未闭合的弧状结构 (图 1(c),

图 3(c), 图 4(c)). 从图 4(c)可以看出, 开放边界条

件下的能谱被周期边界条件下的能谱所环绕, 且

环绕的方向和开放边界条件下能谱对应的波函

数局域的方向相关. 为了刻画这种关联性, 引入

能谱围绕一个参考能量   的环绕数 (winding

number)[52,54−57]: 

wC(E0) ≡
1

2π

∮
C

d
dβ

arg [h(β)− E0] dβ, (35)

arg C
h(β)− E0 β

其中   表示复数的幅角且   为积分围道. 考虑到

 是关于  的洛朗多项式, (35)式等价于 

wC(E0) = Nzeros −Npoles, (36)

Nzeros(Npoles) C h(β)− E0其中  是积分围道  内  的零点

数 (极点数).

C wBZ(E0)

E0

E0

wBZ(E0) ̸= 0

将积分围道   选为传统的布里渊区,   

表示周期边界条件下的能谱环绕   的次数 . 这

个 环 绕 数 所 定 义 的 点 能 隙 拓 扑 (point-gap

topology)是非厄米系统独有的现象. 在厄米系统

中, 不论何种边界条件, 系统的能谱都是实轴上的

若干条线段. 此时对于任何不在能谱上的参考点

 , 其能谱的环绕数均为零. 但是, 非厄米系统在

周期边界条件下的能谱形成环状结构, 环内的参照

点对应的环绕数  .

如图 4(c)所示, 在由方程 (34)所描述的单带

Ea Eb

wBZ(Ea) = +1

wBZ(Eb) = −1 h(β)− E

Npoles = 2

Ea Eb

非厄米模型中, 能量参考点  和  对应的周期边

界条件下的能谱的环绕数分别为   和

 . 而这个模型的特征多项式 

在原点处是一个二阶极点, 即   . 因此, 非

零的环绕数表明参考点   /  在布里渊区内有

3/1 个零点, 如图 4(d)中黄点/绿点所示.

C
E0 /∈ {EOBC}

然而, 在开放边界条件下, 非厄米系统的能谱

通常形成线状或弧状结构, 或者说, 其包围的“内

部区域”面积为零. 因此, 如果将积分围道  选为广

义布里渊区, 任何参考能量  均不被开

放边界条件下的能谱所环绕 [52,54], 即 

wGBZ(E0) = 0. (37)

Nzeros = Npoles

h(β)− E0

这说明在广义布里渊区内  . 这个关系

可以通过一种极限情况来理解. 假设一般的洛朗多

项式  可分解为 

h(β)− E0 = tmβ
−m
∏2m

n=1
(β − βn(E0)),

|β1(E0)| ⩽ · · · ⩽ |β2m(E0)| h(β)− E0

m

Npoles = m h(β) =
∑m

n=−m
tnβ

n

|E0|→∞ h(β)− E0=0 |β|→0 |β|→∞
m

|β| → 0 m β1(E0), · · · ,

βm(E0) Nzeros = Npoles wGBZ(E0) = 0

E0 E0

βm(E0) βm+1(E0)

wGBZ(E0)

其中  为  的零点.

这个多项式在原点处是一个   阶的极点 , 即

 . 根据数学形式     ,

当     时,    在   和  

附近各有  个零点. 在这种情况下, 广义布里渊区

包围了在   附近的   个零点  

 , 即   , 可得   . 将

 从无穷远处连续地拉回, 只要能量  不穿过开

放边界条件下的能谱,    和   总不会

到达广义布里渊区 , 作为拓扑不变量的环绕数

 在整个过程中始终保持不变.

E0 /∈ {EOBC}
E0

β1(E0), · · · , βm(E0)

m Nzeros = m

因为开放边界条件下的能谱通常形成没有内

部区域的线状或弧状形态 , 所以当  

时, 总能找到一条连续的路径将   在不经过开放

边界条件下的能谱的情况下移动到无穷远处. 因

此, 广义布里渊区内总是包含着 

这  个零点, 即  . 由此可得到方程 (37).

E0

βm(E0)

βm+1(E0)

β1(E0), · · · , βm(E0) m wGBZ(E0) =

0

即使某些特殊的模型在开放边界条件下的能

谱表面上看似包围了非零面积, 上述定理依然严格

成立. 当参考点   在从内部移动到无穷远处的过

程中穿过开放边界条件下的能谱时 ,    和

 的次序将发生交换, 它们将分别移出或移

入广义布里渊区. 因此, 广义布里渊区内始终包含

着  这  个零点, 即 

 . 这一事实被表述为一个严格的定理, 其完整证
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明请参阅文献 [52].

Ea Eb

Ea Eb

方程 (34)所描述的模型中, 图 4(c)中能量参

考点  和  对应的开放边界条件下的能谱的环绕

数均为零. 参考点  /  在广义布里渊区内有 2个

零点, 如图 4(d)中黄点/绿点所示.

E0

wGBZ(E0) = 0

wBZ(E0) ̸= 0

E0

wBZ(E0) E0

能谱的环绕数表明 : 当参考能量   处在周

期边界条件下的环状能谱内部时,   但

 . 这说明布里渊区和广义布里渊区不

再重合. 广义布里渊区上的点不再是单位模长, 其

对应的开放边界条件下实空间本征态波函数将局

域在系统的边界, 呈现非厄米趋肤效应. 如果选

取开放边界条件下的一个本征能量作为参考点  ,

 的正负号将决定   所对应的本征态局域

在体系的左侧边界或右侧边界 (图 4). 因此, 周期

边界条件下的能谱的非零环绕数符号和开放边界

条件下的非厄米趋肤效应有着一一对应的关系 [52,54].

进一步研究发现, 周期能谱非零环绕数的具体数值

也对应于量子化的物理响应 [58].

这种周期边界条件下的能谱环绕数和开放边

界条件下的非厄米趋肤效应的对应关系在一定程

度上可以推广到高维体系. 考虑一个高维非厄米系

统, 如果它在周期边界条件下的能谱在复平面上占

据了一个面积非零的区域, 那么在某些边界条件下

会出现非厄米趋肤效应 [59]. 需要指出的是, 高维的

非厄米趋肤效应尚有许多问题有待理解. 

3   非厄米能带理论的应用

广义布里渊区概念与 non-Bloch能带理论为

一大类非厄米物理问题提供了出发点, 激发了丰富

的研究进展. 本节将讨论非厄米能带理论在体边对

应、格林函数、波包动力学、手征衰减和非布洛赫

PT对称性等方面的应用. 

3.1    非厄米拓扑系统的体边对应

Non-Bloch能带理论最初提出是为了回答非

厄米系统的体边对应问题. 在厄米系统中, 周期边

界条件下的布洛赫哈密顿量所蕴含的拓扑不变量

与开放边界条件下拓扑保护的边界态之间存在着

对应关系 [14−17]. 但是, 在非厄米系统中, 布洛赫哈

密顿量的能谱及其所对应的调制平面波形式的波

函数与开放边界条件下的能谱及波函数有着显著

的区别. 这意味着非厄米布洛赫哈密顿量的拓扑性

质无法预言开放边界条件下边界态的行为. 实际

上, 基于布洛赫能带理论的拓扑不变量在发生改

变时, 一般并不对应开放边界条件下边界态数目的

变化 [19].

因为布洛赫哈密顿量无法描述开放边界条件

下的非厄米趋肤效应, 所以布洛赫拓扑不变量无法

准确预测开放边界条件下非厄米系统的拓扑性质.

能够刻画非厄米趋肤效应的 non-Bloch能带理论

可以解决这个问题. 此时, 拓扑不变量不再定义在

传统的布里渊区上, 而是定义在广义布里渊区上.

这种拓扑不变量刻画了广义布里渊区上的哈密顿

量所蕴含的拓扑性质, 因此被称为非布洛赫拓扑不

变量 (non-Bloch topological  invariants).  它能够

准确地预言开放边界条件下边界态的行为, 忠实地

体现了非厄米系统的体边对应. 因此, 体边对应原

理在非厄米体系中依然成立, 但其含义有重要变化;

非厄米体边对应关系一般称为 non-Bloch体边

对应.

t1 = ±
√
t22 + (γ/2)2

t1 = ±t2 ± γ/2

为了阐述基于广义布里渊区的非布洛赫拓扑

不变量 , 现考虑图 1(a)所示的非厄米 SSH模型

(方程 (4)). 图 3(a)所示具有远程跃迁项的非厄米

SSH模型 (方程 (14))的拓扑性质拥有类似的结论.

前面已经提到, 非厄米 SSH 模型在周期边界条件

和开放边界条件下的能谱有着显著的区别. 在改变

系统参数时, 开放边界条件下边界态出现的位置

(  )并不对应周期边界条件下能

隙关闭的位置 (  ), 而是对应开放边

界条件下能隙关闭的位置, 如图 5(a)所示. 因此,

为了刻画非厄米系统的体边对应, 需要采用 non-

Bloch能带理论.

β按照前面的做法, 将布洛赫哈密顿量延拓到 

复平面上, 非厄米 SSH模型的哈密顿量可以写作: 

H(β) =
(
t1 −

γ

2
+ βt2

)
σ− +

(
t1 +

γ

2
+ β−1t2

)
σ+,

(38)

σ± = (σx ± iσy)/2 β = reik̃ r =√
|(t1 − γ/2)/(t1 + γ/2)|

k̃ ∈ [0, 2π] β

H(β)

t1 = ±
√
t22 + (γ/2)2

其 中   ,    . 在 这 里 ,   

  是广义布里渊区的半径而

 是实参数. 当   沿着广义布里渊区变化

时, 上述  的本征值给出了开放边界条件下非

厄米系统的连续谱 , 其能隙闭合的相变点对应

 .
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H(β)  的本征值和本征态如下: 

H(β) |uR⟩ = E(β) |uR⟩ ,

H†(β) |uL⟩ = E∗(β) |uL⟩ , (39)

|uR,L⟩ H(β)

|ũR,L⟩ = σz |uR,L⟩
−E(β)

⟨uL|uR⟩ = ⟨uL|ũR⟩ = 1 ⟨uL|ũR⟩ = ⟨ũL|uR⟩ = 0

Q

其中   分别表示   的右矢和左矢. 非厄米

SSH模型的手征对称性使得   是能

量为   的右矢和左矢. 他们满足如下归一关

系 :    ,    .

由此可以定义  矩阵: 

Q(β) = |ũR(β)⟩ ⟨ũL(β)| − |uR(β)⟩ ⟨uL(β)| . (40)

σzQσz = −Q手征对称性  使得它有如下反对角形式: 

Q =

(
0 q

q−1 0

)
. (41)

此时, non-Bloch环绕数可定义为沿着广义布里渊

区的积分 [19]: 

W =
i
2π

∫
GBZ

q−1dq. (42)

如图 5(b)所示, 这个基于广义布里渊区的 non-Bloch

拓扑不变量刻画了开放边界条件下非厄米 SSH模

型的边界零模态的数目, 准确描述了非厄米系统的

体边对应.

非厄米拓扑系统的体边对应已经在多个实验

平台上实现, 其中包括量子光学系统 [24,28]、拓扑电

路 [23]、光学网格系统 [25]、拓扑超材料 [29] 等. 这些实

验结果清楚地观测到非厄米趋肤效应, 并显示了基

于广义布里渊区的 non-Bloch能带理论准确地描

述了非厄米系统的体边对应.

Non-Bloch体边对应关系的应用范围并不限

于上述最简单的开放边界条件, 它也可以应用于其

他类型的边界条件, 如非厄米畴壁系统 [44]. 非厄米

趋肤效应和 non-Bloch体边对应在高维系统中也

发挥着重要作用. 在二维非厄米陈绝缘体中可以定

义 non-Bloch陈数, 它准确预言了非厄米陈绝缘体

的手征边界态的数目 [20]. 值得指出, 这里的 non-

Bloch陈数是在连续极限下计算的, 二维或更高维

度的 non-Bloch拓扑不变量的高效、普适的计算方

法还有待发展. 高维非厄米系统还存在着更丰富的

非厄米趋肤效应, 如高阶非厄米趋肤效应, 以及其

他丰富的非厄米拓扑相 [13,60−68]. 

3.2    非厄米格林函数

非厄米系统中另一类重要的物理量是非厄米

格林函数. 格林函数在物理学的很多领域都扮演着

十分重要的角色, 它描述了系统对于外界小扰动的

线性响应. 因此, 研究非厄米格林函数可以帮助理

解非厄米系统的响应和动力学性质.

考虑图 4(a)所示的具有非对称次近邻跃迁的

一维单带非厄米系统, 其频率空间中的格林函数定

义为 

G(ω) = (ω −H)−1, (43)

H

GL1(ω) G1L(ω)

L

其中  为实空间哈密顿量. 数值计算表明, 开放边

界条件下的格林函数  和  对于系统长

度   的依赖关系呈现出如图 6所示的指数变化的

行为 [51]: 

GL1(ω) ∼ (α→)
L
, G1L(ω) ∼ (α←)

L
. (44)

α→ > 1 α← > 1特别地, 当  (  )时系统对边界上输入

信号的响应会呈现出向右 (左)放大的特征.

根据 non-Bloch能带理论, 开放边界条件下实

空间的非厄米格林函数可以通过广义布里渊区上

的围道积分来计算 [51]: 

Gij(ω) =

∫
GBZ

dβ
2πiβ

βi−j

ω − h(β)
. (45)
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1

0
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-1 -2 -3

|
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(a)

22+(/2)2

=150




3 2 1 0

1
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1

0

0



(b)

22+(/2)2


1=

|E|
t1

L = 40 t1

t2 = 1, γ = 4/3

图 5    (a) 非厄米 SSH模型在开放边界条件下的能谱模长 

随着参数   的变化 , 红色实线表示拓扑零模边界态 , 链长

 ; (b) Non-Bloch拓扑不变量随着   的变化 , 参数取

值:   [19]

|E|

L = 40

t2 = 1, γ = 4/3

Fig. 5. (a)  Absolute  values  of  open-boundary  eigenenergies

  for the non-Hermitian SSH model. Red solid line repres-

ents  the  topological  edge  zero  modes.  The  chain  length

 .  (b)  Non-Bloch  topological  invariant  calculated

from Eq.(42). Parameters:   [19].
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i > j不失一般性, 首先考虑  的情况. 因为广义

布里渊区是复平面上绕原点的一个闭合回路, 所以

留数定理表明 (45)式等于广义布里渊区内所有极

点的留数之和. 为了计算广义布里渊区内的留数,

ω − h(β) = 0

m β1(ω), · · · , βm(ω)

i≫ j

需要考虑   在广义布里渊区内的零点,

如图 7(a)和图 7(e)所示. 第 2.4节证明广义布里

渊区包含   个零点   . 因此 , 当

  时, 上述格林函数的渐进行为如下: 

Gij(ω) ∼ βm(ω)i−j , i≫ j. (46)

i≪ j同理可得, 当   时, 格林函数的渐进行为如下: 

Gij(ω) ∼ βm+1(ω)
−|j−i|, i≪ j. (47)

α→, α←

ω − h(β)=0 βm(ω), βm+1(ω)

如图 7所示, 数值计算所得的指数  和代

数方程  的中间两个零点 

符合得很好, 即 

α→ = |βm(ω)| ,

α← = |βm+1(ω)|−1 . (48)

α→ > 1 α← > 1

βm(ω) βm+1(ω)

当系统存在单向放大 (  或   )时,

 或  位于广义布里渊区和布里渊区之

间的区域, 如图 7(a)和图 7(e)所示. 值得一提的

是, 在目前这个模型里单向放大具有频率依赖性,

即某些频率区间系统会向右放大 (图 7(a)—图 7(d)),

而另一些频率区间里系统会向左放大 (图 7(e)

—图 7(h)). 这一性质有望应用于将滤波器件与放

大器件合二为一.

 

103 (a)

100

10-3

|
|

10-6

|1|

|1|

5 10 15



20 25 30

(b)

|
4
0
,
|

102

100

10-2

10-4





20 30 40 50 60

|GL1| |G1L|
L = 80 |G40,j |

t1 = t2 = 1,

γ = 4/3, κ = −0.8, ω = −1.7

图 6    (a) 方程 (34)所描述的非厄米模型在开放边界条件

下的非厄米格林函数   和   , 实线是利用广义布里

渊区计算的理论值 ; (b)   时的   , 蓝线表示根

据广义布里渊区公式计算的理论值. 参数取值:  

 [51]

|GL1|
|G1L|

|G40,j | L = 80

t1 = t2 = 1, γ = 4/3, κ =

−0.8, ω = −1.7

Fig. 6. (a)  Non-Hermitian  Green’ s  functions      and

  for the non-Hermitian model in Eq. (34) under open

boundary condition. Solid lines are calculated from the gen-

eralized  Brillouin  zone.  (b)      for    .  The  blue

lines  are  the  results  from  the  generalized-Brillouin-zone-

based  formula.  Parameters:   

 [51]. 
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κ = −0.1 ω = −3 β3 |β3|−1 α← |β3|−1

α← κ = −0.1 t1 = 2, t2 = 0.3, γ = 0.3

图 7    (a) 布里渊区 (蓝色虚线)和广义布里渊区 (红色实线).   是方程   在   时的根 (  在展示范围

之外).   位于广义布里渊区和布里渊区之间 . (b)    随着   的变化 . (c)   随着    的变化 . (d)   和   沿着图 (c)中

虚线   的变化. (e) 和图 (a)的区别是   , 此时   位于广义布里渊区和布里渊区之间. (f)   . (g)   . (h)  

和   沿着图 (g)中虚线   的变化. 参数取值:   [51]

β1,2,3 h(β) = ω

κ = −0.1, ω = 4 β4 β2 |β2|
ω, κ α→ ω, κ |β2| α→ κ = −0.1

ω = −3 β3 |β3|−1 α← |β3|−1

α← κ = −0.1 t1 = 2, t2 = 0.3, γ = 0.3

Fig. 7. (a) Brillouin zone (blue dashed line) and generalized Brillouin zone (red solid line).     are the roots of     with

  (   is out of this plot).    lies between the Brillouin zone and generalized Brillouin zone. (b)    as a function

of   . (c) Numerical    as a function of   . (d)    and    along the dashed cut    in panel (c). (e) The same as

panel (a) except that   .    lies between the Brillouin zone and generalized Brillouin zone. (f)   . (g)   . (h)  

and    along the dashed cut    in panel (g). Parameters:   [51]. 
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βm(ω) βm+1(ω) det(ωI− h(β)) =

0

上述结果对一维多带非厄米模型依然成立. 此

时  和  应为代数方程 

 的中间两个零点 [51].

近期, 非厄米格林函数和广义布里渊区也在其

他相关问题中得到应用, 如在量子化物理响应中 [58]. 

3.3    非厄米波包动力学

Non-Bloch能带理论不仅可用于计算开放边

界条件下频率空间的格林函数, 还可用于研究非厄

米系统在时域上的动力学性质.

考虑一个波包在一维非厄米系统的内部 (远离

边界)进行演化. Longhi[69] 研究发现, 系统内部波

包演化动力学在长时间极限下的 Lyapunov 指数

能够由广义布里渊区来刻画. 有趣的是, 波包动力

学所给出的 Lyapunov指数与边界条件无关. 不论

是周期边界条件还是开放边界条件 ,  Lyapunov

指数都与广义布里渊区上的鞍点有关. 这一现象为

实验探测非厄米趋肤效应提供了新的思路.

x0 δ ψ(x, t = 0) =

⟨x|x0⟩ = δx,x0 H

t ψ(x, t) =⟨
x|e−iHt|x0

⟩
选取系统的初态为在  处的  函数 

 . 这个波包将在非厄米哈密顿量  的

作用下进行演化 ,    时刻的波函数为    

 . 在周期边界条件下, 该式可以用布洛

赫波函数展开: 

ψ(x, t) =

∫ 2π

0

dk
2π

eik(x−x0)−ih(k)t

=

∫
BZ

dβ
2πiβ

βx−x0e−ih(β)t, (49)

h(k) H h(β) ≡
h(k → −i lnβ) β

β = 0

ψ(x, t)

t

G(x, x′, t) =
⟨
x|e−iHt|x′

⟩
t

其中   是   对应的布洛赫哈密顿量而  

 是其向  复平面的延拓. 通过 (49)式

可以看出, 被积函数仅在  处有一个本性极点.

这说明积分围道可以在不经过原点的情况下从布

里渊区移动到别的围道, 如这个非厄米哈密顿量所

对应的广义布里渊区. 因此, 在布里渊区或广义布

里渊区上积分会给出同样的  , 即周期边界条

件和开放边界条件下的波包动力学有着相同的

行为. 这要求演化时间  远小于波包到达系统边界

的时间, 否则波包的行为将受到边界的影响而产生

差异. 可以证明, 热力学极限下的时域格林函数

 在   较小时与系统的边界

条件无关 [70].

ψ(x, t)

v x = x0 + vt

然而, 即使在热力学极限下波包动力学与边界

条件无关,   中依然蕴含着广义布里渊区的信

息. 沿着漂移速度  所确定的坐标  可定

义波包演化的 Lyapunov指数 

λv = lim
t→∞

ln |ψ(x0 + vt, t)|
t

.

max(λv) = Im(Em)

vm = [dE(k)/dk]Em

v = 0

λ0 <

max(λv)

Lyapunov指数的极大值为周期边界条件下能谱的

最大虚部:   , 其中取得极大值时

的漂移速度   . 如果系统在开放

边界条件下具有非厄米趋肤效应, 可以证明  

一定不是 Lyapunov指数的极大值点 , 即  

 
[69]. 这说明非厄米趋肤效应会显著影响系

统内部的波包动力学.

ψ(x0, t)

广义布里渊区可以给出体内波函数演化的更

定量的信息. 利用鞍点近似可以得到出发位置波函

数  在长时间极限下的行为: 

ψ(x0, t) =

∫
BZ

dβ
2πiβ

e−ih(β)t ∼ e−iE(βs)t, (50)

E(βs)
∂E(β)

∂β

∣∣∣∣
β=βs

=

0 v = 0

λ0 = Im[E(βs)]

其中  为某一个鞍点处的能量, 即 

 . (50)式表明, 在长时间极限下   的 Lyapu-

nov指数  是某一个鞍点能量的虚部.

βs

可以证明, 开放边界条件下的能谱曲线的末端

总是鞍点 (图 8(a)), 对应的   一定处在广义布里

渊区上 [69]. 如果有多个鞍点, 虚部最大的鞍点将决

定波包的长时间演化. 由此可知, 出发位置波函数

振幅的长时间演化行为将由开放边界条件下能谱

的末端能量的虚部决定, 因此与广义布里渊区而不

是布里渊区相联系. 虽然波包演化一直处于体内

(远离边界), 这一结论仍然成立.
 

0

(a) Im(s)=-0.279

-1

-2

Im
(

)

-3
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Re()

3

(b)
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
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
e -

0.293

s

∂E(β)

∂β
= 0

|ψ(x0, t)| t1 = 1,

t2 = 1, γ = 1.5, κ = −1.2

图 8    (a) 周期边界条件 (黑色虚线)和开放边界条件 (红色

实线)下的能谱 , 蓝点代表鞍点   ; (b) 波包初始

位置波函数振幅  随时间的演化. 参数取值:  

  

∂E(β)

∂β
= 0

|ψ(x0, t)| x0 t1 = 1,

t2 = 1, γ = 1.5, κ = −1.2

Fig. 8. (a) Energy spectrums under periodic boundary con-

dition (black dashed line) and open boundary condition (red

solid  line).  Blue  points  are  the  saddle  points  satisfying

 . (b) Time evolution of wavefunction amplitude

   at  the  initial  location    .  Parameters:   

 . 
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λ0 < max(λv)
因为开放边界条件下能谱末端的鞍点位于周期

边界条件下能谱的内部, 所以一定有  .

由于上述过程与边界条件无关, 因此即使在周期边

界条件下, 系统仍能体现非厄米趋肤效应和广义布

里渊区的性质 [69].

L = 1000 (x0 = 500)

ψ(x, 0) = δx,x0

ψ(x0, t)

|ψ(x0, t)| ∼ e−0.293t

EOBC

Es Im(Es) = −0.279

作为例子, 考虑图 4(a)的一维单带模型, 在一

条足够长的链 (  )的中部   放入

一个初态波包  . 在一定的参数下, 随

着波包的演化,   会呈现出图 8(b)所示的指

数衰减的行为   . 这个指数非常

接近开放边界条件下能谱   末端的虚部, 即鞍

点   的虚部    (图 8(a)), 与周期边

界条件下能谱的最大虚部无关.

Non-Bloch能带理论除了在波包动力学中展

现广义布里渊区鞍点的性质, 还在其他诸多非厄米

动力学过程中发挥作用 [71,72], 例如它可以给出淬火

动力学中的拓扑不变量 [28,73]. 

3.4    开放量子体系的 Liouvillian 能隙与
手征衰减

上一个例子表明, 非厄米系统的动力学性质受

到 non-Bloch能带性质的深刻影响. 在引言部分提

到, 开放量子体系的 Liouvillian超算符可以视为

作用在密度矩阵上的有效非厄米哈密顿量, 决定了

密度矩阵的时间演化 . 一个自然的问题是 ,

Liouvillian作为一个非厄米算子是否可以出现非

厄米趋肤效应? 其物理后果是什么? 是否可以在

non-Bloch能带理论下描写?

下面从 Lindblad 量子主方程出发: 

dρ
dt

= −i[H, ρ] +
∑
µ

(
2LµρL

†
µ −

{
L†µLµ, ρ

})
≡ Lρ,

(51)

ρ H

Lµ

其中  代表系统的密度矩阵,   表示系统幺正演化

的哈密顿量,    是描述系统与环境之间的耦合导

致的量子跃迁. 研究发现, Liouvillian超算符也能

展现非厄米趋肤效应, 且这种效应会显著地影响系

统在长时间下的动力学行为. 在一大类开放量子系

统中, 长时间极限下的量子态在周期边界条件下以

代数衰减的方式趋近于稳态, 而在开放边界条件下

以指数衰减的方式趋近于稳态 [74].

H =
∑

ij
hij ĉ

†
i ĉj

为具体起见, 考虑如图 9(a)所示的开放费米

子系统, 其哈密顿量  选为 SSH模

型 [27]: 

H =
∑
x

t1ĉ
†
xAĉxB + t2ĉ

†
(x+1)AĉxB + h.c., (52)

ĉxA, ĉxB

Ll
µ =

∑
i
Dl

µiĉi Lg
µ =

∑
i
Dg

µiĉ
†
i

其中  是格点上的费米子湮灭算符. 为描述

体系与环境的粒子交换, 考虑两种原胞内的耗散算

符   和  , 其具体形式

取为 

Ll
x =

√
γl/2(ĉxA − iĉxB),

Lg
x =

√
γg/2(ĉ

†
xA + iĉ†xB). (53)

∆ij(t) =

Tr[ĉ†i ĉjρ(t)]

通过计算可以得到, 单粒子关联函数 

 满足如下演化方程 [74]:
 

d∆(t)

dt
= X∆(t) +∆(t)X† + 2Mg, (54)

X = ihT − (MT
l +Mg)式中,   , 且 

(Mα)ij =
∑
µ

(Dα
µi)
∗Dα

µj ,

α = g, l

∆s = limt→∞∆(t) X∆s +∆sX
†+

2Mg = 0 ∆̃(t) =

∆(t)−∆s

其中  . 在长时间极限下, 上式会演化到稳态的

关联函数  , 它满足 

 . 现考虑系统趋向稳态的过程, 则  

 的演化方程为 

d∆̃(t)

dt
= X∆̃(t) + ∆̃(t)X†. (55)

X计算得到  矩阵在动量空间有如下形式: 

X(k)= i
[
(t1+t2 cos k)σx+

(
t2 sin k − i

γ

2

)
σy

]
− γ

2
I,
(56)

γ ≡ γg + γl

X

Λ t1 ⩽ t2

t1 > t2 Λ ̸= 0

其中   . 这个矩阵等价于图 1(a)中的非

厄米 SSH 模型 . 在周期边界条件下 , 由   矩阵

所确定的 Liouvillian能隙   在   时等于零 ,

如图 9(b)中的 A, B 所示 ; 而   时   , 如

图 9(b)中的 C, D 所示.∏
x,s ĉ

†
x,s |0⟩考虑全占据初态  的时间演化, 定义

相对稳态的平均粒子数偏离 

ñ(t) =

√∑
x

(nx(t)− nx(∞))2/L;

nx(t) = ∆xA,xA(t) +∆xB,xB(t)

t1 ⩽ t2 ñ(t)

根据定义,    . 数值模

拟发现, 当   时,    在周期边界条件下呈代

数衰减, 如图 9(c)中的 A, B 所示.

X

Λ ̸= 0

然而, 在开放边界条件下, 非厄米矩阵  具有

非厄米趋肤效应. 这使得它的能谱不再是周期边界

条件下的能谱. 此时能谱的 Liouvillian能隙 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 23 (2021)    230307

230307-16

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


ñ(t)

L

(图 9(b)). 因此,    在长时间极限下会呈指数衰

减. 图 9(e)的数值模拟显示系统的平均粒子数在

进入指数衰减之前, 会有一段时间呈现周期边界条

件时的代数衰减的行为. 且这一行为持续的时间长

度正比于体系的尺度  .

ñx(t) = nx(t)− nx(∞)

ñx(t)

x = 0

X X

更进一步, 如果考虑每个格点上的粒子数偏离

 的演化. 周期边界条件下它

们都呈现出缓慢的代数衰减的行为. 然而, 在开放

边界条件下,    先经历一段代数衰减的区域再

进入指数衰减. 这个转变从系统的一侧边界  

附近开始, 渐渐向系统的另一侧传播. 系统不同位

置发生转变的时间正比于该处到边界的距离, 从而

形成一个波前, 如图 9(f)所示 [74]. 这种现象被称为

手征衰减 (chiral damping), 如图 9(d)所示. 它起

源于   矩阵的非厄米趋肤效应. 如果   矩阵在开

放边界条件下没有非厄米趋肤效应, 那么粒子数的

演化在不同边界条件下有着相似的行为.

由此可见, 非厄米趋肤效应在开放量子系统中

发挥着重要作用, 它能影响开放量子系统的稳态和

动力学响应等诸多性质 [75−78]. 

3.5    非布洛赫 PT 对称性

宇称-时间对称性 (PT对称性)在非厄米系统

中扮演着重要的角色. 依赖于非厄米参数的取值,

一个具有 PT 对称性的系统可以拥有纯实数或者

复数能谱, 这二者之间的转变称为 PT对称性破

缺 [79−83]. 对于一个空间周期性体系, 如果系统没有

非厄米趋肤效应, 传统的布洛赫能带理论表明 PT

对称性破缺发生于布里渊区上的奇异点.

对于具有非厄米趋肤效应的系统, 根据前面提

到的定理 [52,54], 周期边界条件下的能谱环绕非零面

积, 因此不可能为纯实数, 也就不会发生 PT 对称

性破缺; 然而, 开放边界条件下的能谱可以是实数

的. 非厄米趋肤效应使得开放边界条件下能谱为实

数的现象被称为非布洛赫 PT 对称性 (non-Bloch

parity-time symmetry). 值得指出的是, 开放边界
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ñ(t)
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图 9    开放量子系统中的 Liouvillian能隙与手征衰减　(a) 具有耗散的开放 SSH模型. (b) 衰减矩阵   的本征值. 蓝色代表周期

边界条件, 红色代表开放边界条件. A 和 B (  )在周期边界条件下的 Liouvillian能隙为零而 C 和 D (  )非零. A, B, C,

D4种情况在开放边界条件下的 Liouvillian能隙均不为零. 4种情况的参数取值见图 (c). (c) 平均粒子数偏离值   在周期边界条

件下的演化 . A 和 B 表现为缓慢的代数衰减 , 而 C 和 D 为指数衰减 . (d) 每个格点上的费米子数偏离   在周期边界条件

(左)和开放边界条件 (右)下的演化 . (e) 不同长度系统中平均费米子数偏离   在周期边界条件 (实线)和开放边界条件 (虚

线)下的演化. (f) 费米子数偏离  在开放边界条件 (虚线)下的演化. (d)—(f)的参数为  . (c)—(f) 中

所有演化过程的初态均为全占据态   [74]

H X

t1 ⩽ t2

t1 > t2

ñ(t)

ñx(t)

ñ(t)

L ñx(t)

x t1 = t2 = 1, γg = γl = 0.2
∏

x,s ĉ
†
x,s |0⟩

Fig. 9. Liouvillian  gap  and  chiral  damping  in  an  open  quantum  system  with  non-Hermitian  skin  effect:  (a)  Sketch  of  the  SSH

Hamiltonian    with additional single-particle gain and loss. (b) Eigenenergies of damping matrix   . Blue: periodic boundary con-

dition. Red: open boundary condition. The Liouvillian gap under periodic boundary condition is zero for A and B (  ), while it

is nonzero for C and D (  ). Parameter values are shown in panel (c). (c) Time evolution of the fermion number deviation

from the steady-state value,    , of a periodic-boundary chain. The damping is algebraic for A, B and exponential for C, D. (d)

Time evolution of site-resolved fermion number deviation from the steady-state values,    , for the periodic boundary condition

(left) and open boundary condition (right). (e) Time evolution of     under periodic boundary conditions (solid curve) and open

boundary conditions (dashed curves) for different chain length   . (f) Time evolution of    for an open-boundary chain at differ-

ent   . Parameters in (d)–(f):   . The initial state in (c)–(f) is   [74].
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条件是物理上更自然的边界条件, 也是实验中通常

采用的边界条件. 

3.5.1    一维量子行走系统的非布洛赫 PT
对称性

H = H∗

H = H∗

前面给出的例子里其实已经出现了非布洛赫

PT对称性. 如, 图 1(a)描述的非厄米 SSH模型满

足广义的 PT对称性   . 这种对称性是 PT

对称性的一般推广, 它保证了哈密顿量在一组合适

的基下是一个实矩阵. 在一定的参数区间内该哈密

顿量在开放边界条件下的能谱是实数 (如图 1(c)),

而在周期边界条件下它的能谱始终是复数. 图 3(a)

所示模型具有同样的对称性  , 当参数取值

为图 3(c)时, 非布洛赫 PT对称性发生了破缺, 其

开放边界条件下的能谱拥有复的本征值.

利用第 3.3节讨论过的波包动力学, 在一维单

光子量子行走实验中可以观测到这种来自非厄米

趋肤效应和广义布里渊区的非布洛赫 PT对称性

及其破缺 [69,84,85]

|ψ(t)⟩ = U t |ψ(0)⟩ t = 0, 1,

2, · · · |ψ(0)⟩ U = e−iHeff

Heff

在这类体系中, 光子的演化由非幺正的离散时

间演化算符刻画 :  , 其中  

 , 这可以视为初态   在由   定义

的有效哈密顿量  的作用下进行演化. 具体实现

方式有很多可能, 实际的量子行走实验采用了如下

的非幺正算符 [85]: 

U=R
(θ1
2

)
S2R

(θ2
2

)
MR

(θ2
2

)
S1R

(θ1
2

)
, (57)

其中单向转移算符 

S1 =
∑

x
|x⟩ ⟨x| ⊗ |0⟩ ⟨0|+ |x+ 1⟩ ⟨x| ⊗ |1⟩ ⟨1| ,

S2 =
∑

x
|x− 1⟩ ⟨x| ⊗ |0⟩ ⟨0|+ |x⟩ ⟨x| ⊗ |1⟩ ⟨1|,

|0⟩ |1⟩ σz即它们使得不同偏振的光子 (  或者   ,    的两

个本征态)沿着一维晶格向不同方向转移. 在每个

格点上, 还有旋转算符 

R(θ) =
(∑

x
|x⟩ ⟨x|

)
⊗ e−iθσy .

系统的增益和损耗通过 

M =
(∑

x
|x⟩ ⟨x|

)
⊗ eγσz

实现.

S1,2 M U

θR1,2

在算符  和  的共同作用下, 演化算符  在

实空间出现非厄米趋肤效应. 如果考虑两个一维系

统首尾相连形成畴壁, 两侧的物理参数分别为 

θL1,2 U

U

U(k) U(β)≡U(k → −i lnβ)

β

| cos θR(L)2 | > | tanh γ|

U(β) η

和  ,   的本征态会局域在畴壁上 [44,85]. 在这个体

系中可以研究非布洛赫 PT对称性. 将演化算符 

变换到动量空间  并定义  ,

可以求得演化算符的广义布里渊区. 考虑  在广义

布里渊区上取值, 计算发现, 当 

时,   有如下  -赝幺正性 (h-pseudo-unitarity)[85]: 

ηU−1(β)η−1 = U†(β)
∣∣
β∈GBZ , (58)

η =
∑

n
|ξn⟩ ⟨ξn| |ξn⟩ U(β)

Heff

η

此时   , 其中   是   的左本征

态. 这个方程等价于有效非厄米哈密顿量  具有

 -赝厄米性 (h-pseudo-Hermiticity): 

ηHeff(β)η
−1 = H†eff(β). (59)

Heff U

这便是单光子量子行走系统中的非布洛赫 PT对

称性, 它将保证   的本征值 (  对应的准能谱)

是纯实的或者互为复共轭. 从物理效果来看, 在 PT

对称的区域和 PT对称破缺的区域, 初态波包具有

截然不同的演化行为, 可以用第 3.3节中非厄米波

包动力学的方法来探测系统的 PT对称性 [69,85].

| cos θR(L)2 | = | tanh γ|

如图 10所示, 随着系统参数的改变, 周期边

界条件下的能谱始终是复数的, 而开放边界条件下

的能谱会经历从实数到复数的相变. 图 10给出了

非厄米系统在开放边界条件下的非布洛赫 PT对

称性及其破缺过程, 破缺点被称为非布洛赫奇异

点 (non-Bloch exceptional point)[85]. 在这个具体

系统中, 非布洛赫 PT对称性发生破缺的参数条件

是   . 这与周期边界条件下的情

况有着本质区别. 在周期边界条件下, 该参数附近

的能谱始终为复数, 未发生任何相变. 

3.5.2    高维系统的非布洛赫 PT 对称性

最近的理论研究发现, 非布洛赫 PT对称性对

于空间维数有着出乎意料的依赖性 [86]. 分别考虑

4个不同体系在开放边界条件下的非布洛赫 PT对

称性的相图, 他们的布洛赫哈密顿量分别如下:

图 11(a)表示一维单带模型 

H1D(k) = (t− γ)eik + (t+ γ)e−ik + 2s cos(2k);

图 11(b)表示二维单带模型 

Hskin
2D (k) =

∑
i=x,y

[(t− γ)eiki + (t+ γ)e−iki ]

+ 4s cos kx cos ky;

图 11(c)表示二维双带模型 

Hno skin
2D (k) = (m+ t cos kx + t cos ky)σz+∆σy+iγσx;
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图 11(d)表示三维单带模型
 

H3D(k) =
∑

i=x,y,z

[(t− γ)eiki + (t+ γ)e−iki ]

+ 8s cos(kx) cos(ky) cos(kz),

H1D, H
skin
2D , H3D

Hno skin
2D

Nc N

P = Nc/N

其中,   在开放边界条件下具有非厄

米趋肤效应, 而  没有这一效应. 可以利用复

数能量本征值数目  占能量本征值总数  的比例

 来刻画这些模型的 PT对称性特征, 得

到的结果如图 11(e)—图 11(h)所示.
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图 10    一维量子行走系统的准能谱虚部   随着   的变化. 其他参数为    (a)  

 ; (b)   . 蓝色实线和灰色实线分别代表开放边界条件下的非布洛赫能谱和周期边界条件下的布洛赫能谱 [85]

Im(E) θR2

θR1 = 0.5625π, θL1 = −0.0625π, γ = 0.2746 θL2 = 0.75π θL2 = −0.9735π
Fig. 10. Imaginary part of quasienergies    versus    for the experimentally realized one-dimensional quantum walk. Parameter

values:   : (a)   ; (b)   . Blue and gray lines represent quasi-ener-

gies under open boundary condition and periodic boundary condition, respectively[85]. 
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图 11    不同系统在开放边界条件下复数能量数目占比    (a), (e) 长度为   的链上的   , 其中   ; (b), (f)  

的正方形上的  , 其中  ; (c), (g)    的正方形上的  , 其中  ; (d), (h)  

的正方体上的   , 其中   . (d)中边界格点上有随机势   , 其中   在  

中均匀分布且   . 能量虚部的绝对值   即被视为复数能量 [86]

P H1D L

t = 1, s = 0.15 Hskin
2D L× L t = 1, s = 0.3 Hno skin

2D L× L

m = 0.5, t = 0.2, ∆ = 0 H3D L× L× L t = 1, s = 0.5

V =
∑

r∈Boundary
w(r) |r⟩ ⟨r| w(r) [−W/2,W/2] W = 0.7

| Im(E)| > 10−10

Fig. 11. Complex eigenenergies proportion    for four different systems under open boundary condition: (a), (e)    on a length- 

chain  with    ;  (b),  (f)      on      squares  with    ;  (c),  (g)      on      squares  with

 ;  (d), (h)     on     cubes with    .  For (d), there is an on-site random potential

  on boundary sites  where      is  uniformly distributed in     with    .  Numeri-

cally, a complex energy holds a nonzero imaginary part if   [86].
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在一维系统中, 非布洛赫 PT对称性的破缺一

般要求非厄米项超过一个与系统长度无关的非零

阈值, 如图 11(e)所示. 但是, 在二维或更高维的系

统中, 当体系的尺寸增大时, 非布洛赫 PT对称性

破缺的阈值会趋近于零, 如图 11(f)和图 11(h)所

示. 即使是一个无穷小的非厄米项, 在体系足够大的

时候也会使得系统的大部分本征能量变为复数 [86].

这一现象与布洛赫能带的 PT对称性有着显

著的区别. 对于没有非厄米趋肤效应的 PT对称的

系统, 布洛赫能带理论有效, 此时 PT对称性破缺

的阈值一般非零, 并且与系统的尺寸无关 (除了尺

寸较小时出现的有限尺寸效应), 如图 11(g)所示.

与非布洛赫 PT对称破缺的维度依赖性不同, 布洛

赫 PT对称破缺在一维和高维一般均有非零阈值. 

4   结　语

本文简要介绍了广义布里渊区的 non-Bloch

能带理论的基本概念, 并讨论了该理论在若干非厄

米系统中的应用. 可以看到, 虽然最初提出广义布

里渊区是为了理解非厄米拓扑态的体边对应, 但是

这一概念的应用范围并不限于拓扑性质. 它可以用

于研究非厄米能带结构、格林函数、动力学、PT对

称性等诸多方面的物理性质.

T h(β)TT −1 = h(β−1)

T T T ∗ = −1

Z2 Z2

如果在非厄米系统中引入更丰富的对称性, 非

厄米能带理论将会呈现其他新奇性质 [54,87−96]. 如,

如果系统存在互易性   , 其

中幺正算符  满足  , 系统在开放边界条

件 下 会 呈 现 出   非 厄 米 趋 肤 效 应 (    non-

Hermitian skin effect), 即一个本征能量对应两个

分别局域在系统两侧边界的简并的本征态 [54,87,90].

在具有 BCS 配对的玻色子系统中 (例如很多

magnon系统中), 玻色型 Bogoliubov准粒子的动

力学由一个非厄米矩阵所控制, 因此可以用非厄米

能带理论来描述 [91,92,94].

非厄米趋肤效应作为一个普遍的非厄米物理

现象, 在许多无法简单定义能带结构的非厄米系统

中也扮演着重要的角色, 如非厄米无序系统 [97−106]、

非厄米晶体缺陷 [107−110]、非厄米相互作用系统 [111−117]

及非厄米量子场论 [118,119] 等.

目前, 这一研究方向仍在活跃发展之中, 限于

篇幅, 众多最新进展未能在此介绍. 最后需要说明, 虽

然这一方向最近几年已有不少进展, 但已被理解的

部分可能只是冰山一角, 还有许多重要问题有待回答.
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SPECIAL TOPIC—Non-equilibrium quantum many-body systems
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Abstract

The  energy  band  theory  is  one  of  the  cornerstones  of  condensed  matter  physics.  It  also  has  wide

applications in other branches of physics. Recently, a number of questions from non-Hermitian physics call for a

generalization  of  energy  band  theory  to  non-Hermitian  systems.  In  the  study  of  non-Hermitian  topological

states, it has been found that such a generalization necessitates redefinitions of certain fundamental concepts of

band theory. In particular, the non-Hermitian skin effect (NHSE) causes the breakdown of Bloch-band picture

and  conventional  bulk-boundary  correspondence.  To  calculate  the  energy  spectra  and  define  topological

invariants, the standard Brillouin zone gives way to the generalized Brillouin zone (GBZ). Many intriguing non-

Hermitian phenomena, including the non-Hermitian skin effect,  can be precisely characterized in terms of  the

generalized Brillouin zone. The non-Hermitian band theory based on the concept of generalized Brillouin zone,

now generally known as the non-Bloch band theory, has successfully described and predicted a number of novel

non-Hermitian phenomena. The present article provides a brief introduction to the main concepts of non-Bloch

band theory, and its applications in the non-Hermitian bulk-boundary correspondence, Green’s functions, wave

dynamics, chiral damping, and non-Bloch parity-time symmetry.

Keywords: generalized Brillouin zone, non-Hermitian skin effect, non-Bloch band theory, non-Hermitian band
theory
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