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一维晶格中全同任意子的量子动力学与关联*
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(2022 年 1 月 26日收到; 2022 年 2 月 25日收到修改稿)

任意子介于玻色子与费米子之间, 遵从奇特的分数统计, 隐含着许多有趣的物理特性. 本文研究了一维

晶格中相互作用全同任意子的少体量子动力学及其量子关联性质. 基于严格的数值方法, 分析了任意子在晶

格中局域粒子密度分布的动力学演化过程. 结果表明, 分数统计可以明显影响任意子动力学演化过程中实空

间的局域粒子密度分布, 产生新的动力学结构. 特别地, 当存在相互作用时, 分数统计粒子的局域粒子密度分

布会呈现有趣的依赖于相互作用性质的不对称性. 最后计算了任意子的密度密度关联, 分析了粒子统计性质

和相互作用对体系量子关联的调制, 同时进一步证 实了任意子分数统计在实空间中的动力学效应.
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1   引　言

量子行走 [1,2,3] 是经典随机行走的量子力学拓

展, 是当前物理学前沿重要的研究课题. 目前, 物

理学家已经在许多重要的实验平台中实现和观测

了量子行走 [4], 如超冷原子系统 [5、6]、单光子系统 [7,8]、

超导量子比特系统 [9−11]、耦合光波导系统 [12]、核磁

共振系统 [13]、囚禁离子系统 [14] 等. 量子行走以其

系统的简洁性与物理的深刻性, 吸引了当今物理学

家广泛的研究兴趣, 现在已经逐渐成长为极为重要

的研究和模拟少体量子动力学的理论框架和实验

平台. 除了在量子搜索算法设计 [15]、量子计算 [16]、

量子信息 [17,18] 等方面具有巨大的应用潜力之外,

它已经在方方面面展示了自己的独特物理价值, 如

可以用来探测拓扑态 [19,20], 可以用来实验观测非布

洛赫拓扑不变量 [21], 还可以用于精密测量 [22,23] 等.

此外, 国内外研究人员还考察了无序 [24,25]、缺陷 [26]、

量子统计 [27、28], 相互作用 [29−32] 以及跃迁调制 [33−35]

等基本物理因素在量子行走动力学中的新奇效应.

exp (iχπ) χ = 0

χ = 1 0 < χ < 1

目前, 有关量子行走的研究工作大多专注于单

粒子或两粒子系统. 最近有工作基于量子行走框架

分别研究了三个玻色子和三个费米子的非平衡动

力学 [36]. 相比于两体系统, 三体系统有望展示出量

子多体效应, 因此该工作将量子行走相关研究推进

到了真正的量子多体范畴. 在此基础上, 本文进一

步基于三粒子量子行走来研究全同任意子的量子

动力学性质. 任意子是玻色子、费米子的统计学推

广 [37−39]. 众所周知, 当交换两个费米子时, 量子多

体波函数会出现一个负号, 而交换两个玻色子时,

波函数则不变号. 任意子则对应更一般的情形, 当

两个任意子交换时, 量子多体波函数会产生一个分

数相位因子  . 容易看出: 当  时, 对应

玻色统计; 当  时, 对应费米统计; 当 

时, 则对应奇特的任意子分数统计. 任意子不是凭

空想象, 它具有真实的物理对应, 如分数量子霍尔
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态表面激发的准粒子就是一种任意子 [40], 最近也

有新的实验对任意子进行了观测 [41,42]. 分数统计还

是拓扑量子计算的决定性基础 [43]. 然而分数统计

的深刻物理内涵仍待广泛和深入的挖掘研究. 本文

基于量子行走框架, 研究了分数统计对任意子少体

量子动力学的影响, 并进一步研究了分数统计与相

互作用的竞争合作导致的综合物理效应. 最后, 计

算并分析了三任意子量子态演化过程中的密度密

度关联性质. 

2   理论模型与研究方法

处于一维晶格中的全同任意子, 在紧束缚近似

下可由如下 Anyon-Hubbard模型哈密顿量描述: 

Ĥa = −J
∑
l

(
â†l âl+1 + h.c.

)
+
U

2

∑
l

n̂l (n̂l − 1) ,

(1)

â†l âl

n̂l = â†l âl

其中 J 是最近邻格点间跃迁振幅, 在进行数值模拟

时通常取为能量单位; U 是同一格点上粒子间的相

互作用强度;    (  )是任意子在 l 格点上的产生

(湮灭)算符;   是任意子的粒子数算符.

对一维系统, 不同格点 l, k 上的任意子产生湮

灭算符满足如下广义对易关系: 

âlâ
†
k = e−iχπε(l−k)âkâ

†
l ,

âlâk = eiχπε(l−k)âkâl, (2)

ε(x)

χ = 0

χ = 1

0 < χ < 1

[âl, â
†
l ] = 1

式中 χ是表征全同粒子统计性质的统计参数;  

表示符号函数, 根据 x 是正数、负数还是零三种情

况分别给出值 1, –1, 0. 由 (2)式的广义对易关系

可知, 当  时, 产生湮灭算符就是玻色子算符,

当   时, 产生湮灭算符就是费米子算符. 在这

二者之间, 当    时, 则对应满足分数统计

的粒子. 对于同一格点上的对易关系, 存在两种定

义方式 [44−46], 这里采用与文献 [44, 45]一致的做法,

即   . 这表明, 当粒子在同一个格点上时,

粒子的行为等同于玻色子. 在此定义下, 当 χ减少

到零时, 任意子可以平顺地回到玻色子极限. 而当

χ增加至 1时, 任意子过渡到赝费米子极限 [47,48]:

不同格点间满足反对易关系, 但同一格点上为玻色

对易关系.

进一步, 借助于 fractional Jordan-Wigner变换, 

âl = b̂l exp

(
−iχπ

∑
k<l

n̂k

)
, (3)

Anyon-Hubbard模型 (1)式可以严格映射为一个

玻色型的哈密顿量: 

Ĥb = − J
∑
l

(
b̂†l e

−iχπn̂l b̂l+1 + h.c.
)

+
U

2

∑
l

n̂l (n̂l − 1) , (4)

b̂†l b̂l

l + 1

exp (−iχπn̂l)

nl(t)

其中,   (  )是玻色子产生 (湮灭)算符. 由 (4)式可

知, 当粒子从格点  跃迁至格点 l 时, 会产生一个

依赖于格点上粒子占据数的相位因子  .

基于以上严格的映射, 有研究给出了抽象的任意子

在光晶格中的实验模拟方案 [47,48]. 本文的研究正是

基于以上与实验紧密联系的哈密顿量 (4)式展开.

我们采用严格的 TEBD (time-evolving block deci-

mation)[49] 数值方法研究了全同任意子的少体量子

动力学. 为刻画任意子的少体量子动力学特征, 计

算了任意子在一维晶格上的局域密度分布  随

时间的演化, 其中 

nl(t) = ⟨ψ(t)| â†l âl |ψ(t)⟩ . (5)

此外, 研究了三任意子量子态在时间演化过程中的

关联性质, 数值计算了任意子的两体关联函数, 也

即密度密度关联函数, 其具体表达式为 

Γlk(t) = ⟨ψ(t)| â†l â
†
kâkâl |ψ(t)⟩ . (6)

|ψ(t = 0)⟩ =

â†−1â
†
0â

†
1|0⟩

本文着重围绕三粒子量子初态   

 展开具体研究和分析. 该量子初态中,

三个任意子彼此紧挨, 粒子间彼此影响最强 [6,36],

因而上述密度依赖的跃迁过程的物理效应最明显,

能够更好地观测全同粒子分数统计因子在少体量

子动力学过程中的物理效应. 此外, 本文针对一些

不同的量子初态进行了数值模拟. 研究发现, 数值

结果中展示的关键物理与上述初态一致, 只是相应

物理效应在局域密度分布演化图中不如正文所示

明显. 附录 A展示了其他量子初态中的一个例子. 

3   三任意子量子行走及其量子关联

L = 101考虑长度  的一维晶格系统, 标记其中

心格点为 0, 则左右边界格点分别为–50和 50. 此

外, 在以下 TEBD计算过程中均采用开边界条件.

首先, 研究统计参数 χ取不同值和在不同的在

位相互作用强度 U 下, 三个全同任意子从上述量

子初态出发在一维晶格中的时间演化过程. 对应此
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动力学过程, 任意子局域密度分布的 TEBD 计算

结果如图 1 所示. 从左到右各列, 统计参数的取值

分别为 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1. 从上到下各行, 相互

作用强度取值为 0, –1, –4, –80. 第一列对应玻色子

极限, 中间三列对应具有分数统计的粒子, 最后一

列则对应赝费米子极限. 对于无相互作用玻色系

统, 三个粒子的动力学过程具有大家熟知的量子行

走行为. 如图 1(a)所示, 粒子作线性传输, 波前的

速度接近 2. 而当统计参数 χ的取值逐渐增大时,

在原有锥形结构内部会出现新的锥形结构. 最外层

的锥形结构一直存在, 速度不变, 内部的锥形结构

会随 χ值增加而逐渐收紧, 这表明内部锥形对应的

粒子传输速度越来越慢, 如图 1(b)—(e)所示. 可

见, 单纯的量子统计性质就可以明显影响粒子的动

力学行为, 粒子统计具有明显的量子动力学效应.

粒子间的在位相互作用同样可以使得最初的锥形

结构内部出现新的锥形结构, 如图 1(f)和图 1(k)

所示. 而当在位相互作用强度非常大以至趋于硬核

极限时, 相互作用效应会覆盖掉统计参数的影响.

0 < χ < 1

粒子的统计性质除了可以对三任意子的量子

动力学施加上述细节的渐进的影响外, 观察图 1中

的各图, 仔细对照可以看到一个非常有趣的现象.

在分数统计区域, 即  的参数区间, 当存在

有限大小的在位相互作用时, 可以看到任意子的局

域密度分布在随时间演化过程中出现了一种明显

的不对称性, 这是任意子分数统计的一种量子动力

学效应, 见图 1(g)—(i)和图 1(l)—(n). 而在无相互

作用时 (图 1第一行 )、在玻色极限 (图 1第一

列)以及赝费米子极限 (图 1最后一列)下, 则没有

上述动力学不对称性 , 粒子的局域密度分布在

动力学过程中始终保持对称. 进一步可以看到, 强

的在位相互作用也会抑制这种分数统计效应, 使粒

子的局域密度分布动力学演化过程恢复对称, 如

图 1(p)—(t)所示.

tc = 22

tc = 22

为了更清晰地揭示这种有趣的不对称性, 图 2

给出了系统动力学演化过程中在时刻  的任

意子的局域密度分布曲线. 观察图 1各图可以看

到, 在  时刻, 任意子量子态的波前距离晶格

边界仍然有足够距离, 故而可以不计边界的影响,

主要关注晶格体内的部分. 同时, 在此时刻, 三任

意子的量子初态的动力学演化也已经足够充分, 其

在一维晶格中的分布范围已经比较大. 图 2第一行

对应无相互作用的自由粒子系统, 可以看到, 随着

统计参数 χ的增加, 任意子局域密度分布中两侧的

峰值会压低, 内部区域的粒子局域密度逐渐抬高.

不过, 在统计参数 χ的整个变化过程中, 任意子的
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L = 101图 1    三任意子在一维晶格中局域粒子密度分布的时间演化过程. 晶格尺寸为   . 从左至右各列对应的统计参数 χ的取值

为 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1. 从上至下各行对应的相互作用强度 U 的取值为 0, –1, –4, –80

L = 101Fig. 1. Dynamical evolution of the local density distribution of three identical anyons among one-dimensional lattices of    .

From left to right, the statistical parameter χ is set to be 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1. From top to bottom, the on-site interaction strength
U takes value 0, –1, –4, –80, respectively. 
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U ⩽ 0

局域密度分布一直保持对称. 图 2中第二行, 对应

的任意子系统中存有在位相互作用, 相互作用的强

度 U 为–1. 图 2(g)—(i)对应粒子具有分数量子统

计的情形, 容易看出, 任意子的局域密度分布呈现

出清晰的不对称性; 吸引相互作用时, 粒子局域密

度分布总体偏向左侧一方. 而图 2(f)和图 2(j)分

别对应玻色子极限以及赝费米子极限, 它们的局域

密度分布仍然与初态一样保持对称. 进一步计算了

排斥相互作用的情形, 见图 2(k)—(o), 图中给出了

在位相互作用强度为 1的 TEBD计算结果. 可以

看到, 排斥相互作用下, 具有分数量子统计的粒子

在动力学演化过程中其局域密度分布也是不对称

的. 更为有意思的是, 任意子在一维晶格中的局域

密度分布的这种不对称性对在位相互作用的性质

是敏感的. 在排斥相互作用和吸引相互作用这两种

情形下, 任意子在晶格中的局域密度分布在总体上

的偏向是相反的. 与其他研究工作 [47,48,50] 给出的动

量空间中的不对称性不同, 这里展示的是任意子在

动力学过程中表现出的实空间的不对称性, 而且这

种实空间中分数统计导致的动力学不对称效应敏

感地依赖于相互作用性质, 排斥相互作用下与吸引

相互作用下的结果不同. 对比观察图 2(f)—(j)与

图 2(k)—(o)可见, 如果将排斥相互作用下的任意

子局域密度分布空间反演一下, 可以得到吸引相互

作用下的任意子局域密度分布. 鉴于此特点, 在

图 1和图 3中只给出了吸引相互作用, 即  下

的结果.

现在分析三任意子量子行走过程中量子关联

性质. 基于 (6)式利用 TEBD方法计算任意子的

两体关联函数, 即密度密度关联函数. 密度密度关

联函数是刻画粒子间关联性质的重要物理量, 它可

以非常直观地反映多个粒子在晶格中运动时的聚

束 (bunching)或反聚束 (anti-bunching)的统计行

为. 粒子共同行走 (co-walking)与独自行走 (indivi-

dual walking)对应的密度密度关联函数具有显著

不同的特征, 因而可以方便地分析粒子的共同性

(togetherness).

tc = 22

Γmax
lk (t)

χ = 0.25

图 3给出了  时刻, 在不同的量子统计以

及不同的在位相互作用强度下任意子的密度密度

关联函数计算结果, 图 3中每个子图都用各子图相

应的最大值  进行了重新标度. 图 3中各子图

的物理参数与图 1各子图对应相同. 图 3(a)对应熟

悉的无相互作用玻色子系统, 可以看到, 关联函数

的峰值 (色值最大区域)出现在对角线上, 两个最

大峰值分处中心格点 0的两侧. 这是玻色统计的典

型特征, 玻色子间存在等效的统计吸引, 粒子倾向

于聚集在一块, 共同运动, 表现为聚束效应. 图 3(b)

对应统计参数  , 对比图 3(a)可以看出, 粒

子的统计性明显改变了粒子的关联函数的结构. 全

同粒子关联函数的峰值仍然出现在对角线上, 但是

峰值位置与中心格点 0的距离明显变小. 关联函数

的值主要分布在对角线及对角线两侧的次对角线

以及次次对角线上, 这是粒子共同行走的标志. 以

图 3(b)和图 3(d)为例, 各自的内插图展示了密度

密度关联函数在对角线及对角线两侧次对角线上

的分布. 通过时间点的对照, 可知图 3(b)关联函数
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U > 0

对角线的部分对应图 1(b)中的内部锥形结构, 这

说明图 1(b)中内锥形结构是量子行走中共同行走

的成份. 由此可知, 统计参数 χ增大主要影响的是

量子行走中共同行走的那部分粒子, 使之速度变

慢. 依据密度密度关联函数结构可知图 1(c)—(e)

中外层锥形结构对应的是单粒子量子行走, 它们的

运动过程不受统计参数 χ的影响, 速度保持不变.

图 3(c)—(e)与图 3(b)的行为类似, 随着统计参数

χ增加, 共同行走的部分速度越来越慢, 体现在密

度密度关联函数上就是 对角线上的峰值越来越向

中心格点 0靠拢. 当在系统中引入相互作用时, 由

图 3(g)—(i)和图 3(l)—(n)可以看到具有分数统

计的任意子在实空间中的密度密度关联函数的结

构呈现出了奇特的不对称性. 当   , 粒子间为

排斥相互作用时, 关联函数同样会出现这种不对称

性, 且不对称性的偏向与吸引相互作用相反, 进一

步印证了图 2中给出的任意子动力学不对称性. 当

在位相互作用强度非常大时, 系统接近硬核极限,

玻色系统成为硬核玻色系统, 此时密度密度关联函

数呈现出反聚束效应, 见图 3(p). 进一步, 极强的

相互作用会抑制掉分数统计的效应, 此时不同统计

参数下的密度密度关联都展示出与硬核玻色子类

似的反聚束现象且关联函数结构恢复了对称性, 如

图 3(q)—(t)所示.
 

4   结　论

本文基于三粒子量子行走的理论框架研究了

全同任意子在一维晶格中的少体量子动力学行为

和量子关联性质, 着重分析了任意子的分数量子统

计与粒子间在位相互作用在实空间中的动力学效

应. 借助于严格数值计算 TEBD方法, 计算了任意
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子系统从三粒子量子初态出发随时间演化过程中

的局域密度分布特点. 研究发现, 对于无相互作用

的自由粒子情形, 粒子的统计性质可以显著地影响

粒子的动力学行为, 任意子共同行走的部分会随统

计参数变大而变慢, 而非共同行走部分速度不受统

计参数影响. 特别地, 当存在有限大小的相互作用

时, 粒子分数统计会导致粒子的局域密度分布在随

时间演化过程中出现明显的动力学不对称性, 而且

这种有趣的不对称性对相互作用是敏感的. 排斥相

互作用与吸引相互作用下, 粒子密度分布的演化过

程都会出现不对称性, 但具有相反的偏向. 最后,

计算了三任意子在动力学演化过程中密度密度关

联, 分析了分数统计对粒子关联性质的影响. 量子

关联函数的结构分析进一步证实了上述不对称性

及其对相互作用性质的敏感性. 

附录 A

|ψ(t = 0)⟩ =

â†−1â
†
0â

†
1 |0⟩

正文中研究了任意子的少体量子动力学, 着重分析了

任意子的分数统计性质对三体任意子量子初态的动力学演

化结构的影响 . 主要基于三体量子初态  

 对物理效应进行展示和分析. 上述量子初态中,

三个任意子相互邻近. 此种情形下, 依赖于邻近格点上粒子

|ψ(t = 0)⟩ = â†−2â
†
0â

†
2 |0⟩

占据数的跃迁过程具有明显的物理效应. 此外, 在研究过程

中, 对其他的一些量子初态也进行了相应的 TEBD数值模

拟. 如研究了一系列粒子间具有不同间隔的三任意子量子

初态的动力学演化过程, 分析了分数统计与相互作用的竞

争合作关系. 在本附录中, 给出其中一个例子, 见图 A1. 图

中相应的量子初态为   , 即任意子

之间存在一个格点的间隔.

|ψ(t = 0)⟩ = â†−2â
†
0â

†
2 |0⟩

|ψ(t = 0)⟩ = â†−2â
†
0â

†
2 |0⟩ t = tc =

9

从图A1可以看到, 在量子初态 

下, 任意子在一维晶格中的局域密度分布的时间演化结构

仍然会随着分数统计因子及相互作用强度的变化而发生改

变. 只是粗略一看, 肉眼不容易分辨出各图中微观结构随物

理参数变化而显现的具体特征. 图 A2给出了由量子初态

 出发, 经过时间演化, 在  

 时刻任意子在一维晶格中的局域密度分布 . 虽然单从

图 A1中不容易清晰分辨出任意子分数统计对实空间中动

力学演化过程的影响, 但是结合图 A1和图 A2便可分析得

到与正文一致的物理结果. 没有相互作用时, 在不同的分数

统计因子下, 全同粒子的动力学演化过程是空间对称的, 见

图 A2(a)—(e). 同样 , 如图 A2(f), 图 A2(k)及图 A2(j)和

图 A2(o)所示, 在具有相互作用时, 玻色极限及赝费米子极

限下三粒子的动力学演化过程也是对称的. 但在有限大小

的相互作用下, 分数统计区内的粒子的动力学演化过程则

呈现实空间中的不对称性, 见图A2(g)—(i)和图A2(l)—(n).

 

E
v
o
lu

ti
o
n
 t

im
e
 

-50 0 50

(b)

-50 0 50

(c)

-50 0 50

(d)

30

-50 0 50

20

10

0
(a)

-50 0 50

1.0

0.5

0
(e)

-50 0 50

(g)

-50 0 50

(h)

-50 0 50

(i)

30

-50 0 50

20

10

0
(f)

-50 0 50

(j)

1.0

0.5

0

-50 0 50

(l)

-50 0 50

(m)

-50 0 50

(n)

30

-50 0 50

20

10

0
(k)

-50 0 50

(o)

1.0

0.5

0

0 50
0

(q)

-50 -50 0 50

(r)

-50 0 50

(s)

30

-50 0 50

20

10

0
(p)

Position 

(t)

-50 0 50

1.0

0.5

0

|ψ(t = 0)⟩ = â†−2â
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Fig. A1. (Color online) Dynamical evolution of the three-anyon state     among one-dimensional lattices of

 . From left to right, the statistical parameter χ is set to be 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1. From top to bottom, the on-site interaction
strength U takes value 0, –1, –4, –80, respectively. 
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图 A2    不同量子统计及不同在位相互作用下 , 任意子于时刻   在一维晶格中的局域密度分布 . 任意子的量子初态为

 . 从左到右统计参数 χ取值为 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1. 从上至下各行对应的相互作用强度 U 的取值为 0, –1, 1
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Fig. A2. Local  density  profiles  of  anyons  among  the  whole  lattice  at  time    .  The  initial  state  is  chosen  as

 . From left to right, the statistical parameter χ is set to be 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1. From top to bottom, the
on-site interaction strength U takes values 0, –1, 1, respectively. 
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Abstract

|ψ(t = 0)⟩ = â†−1â
†
0â

†
1 |0⟩

Anyons,  namely  particles  obeying  fractional  quantum  statistics  that  interpolate  between  bosons  and

fermions, possess a lot of new and exotic physical properties related to the particle exchange statistics. In this

work, we explore the few-body quantum dynamics and quantum correlations of indistinguishable anyons with

on-site interactions in one-dimensional lattices within the scheme of three-body continuous-time quantum walks.

By  employing  a  time-evolving  block  decimation  (TEBD)  algorithm,  we  numerically  calculate  the  dynamical

evolution  process  of  the  local  density  distribution  of  anyons  among  the  whole  lattice.  Numerical  simulations

shown  in  the  main  text  mainly  focus  on  a  three-body  initial  state  as    ,  in  which  three

particles are located on neighbouring sites at lattice centre. This choice of initial state features that the three

particles influence one another most strongly, while we have also implemented numerical simulations on other

choices of three-body initial states as are discussed in appendix. It is shown that the local density distribution of

anyons is dramatically altered by fractional particle statistics with new dynamical structure showing up during

the time evolution. For free anyons, an inner cone emerges as the statistical parameter increases, while the outer

cone remains robust all along. When the on-site interaction joins in, the structure of the inner cone is further

modified  with  new features.  Specifically,  for  interaction  of  finite  strength,  an  exotic  dynamical  asymmetry  in

real space, is clearly demonstrated during the time evolution of the local density distribution for particles within

the  fractional  statistics  regime.  However,  for  boson  limit  and  pseudofermion  limit,  the  time  evolution  of  the

local  density  distribution  keeps  symmetric  as  the  three-body  initial  state.  And  remarkably,  the  dynamical

asymmetry is interaction-dependent manifested as the local density distribution of anyons favors opposite side

of  the  lattice  for  repulsive  and  attractive  interaction,  respectively.  Moreover,  when  the  on-site  interaction  is

further increased to hard-core limit, the dynamical asymmetry will then be largely suppressed. We also calculate

the density-density correlations for anyons before they reach the lattice boundary to reveal the interesting effect

of  fractional  statistics  on  quantum correlations.  It  is  shown that  the  inner  cone  corresponds  to  co-walking  of

anyons,  while  the  outer  cone  is  related  to  individual  walking  and  is  immune  to  the  variation  of  statistical

parameter.  Furthermore,  the exotic real-space asymmetry originated from the interplay of  fractional  statistics

and finite interaction is also shown up in the density-density correlations.
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