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自旋为 1 的双层平方晶格阻挫模型的相变*
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(2021 年 9 月 9日收到; 2021 年 9 月 28日收到修改稿)

Jc

Jc J2 = J1/2 J1 J2

J2 ̸= J1/2

采用双时格林函数方法研究了自旋为 1的双层平方晶格阻挫模型的相变行为. 详细探讨了层间耦合相

互作用   和单离子各向异性参数 D 对奈尔态 (AF1)和共线态 (AF2)之间相转换的影响. 结果显示: 只要参数

 和 D 不同时为零, 奈尔态和共线态在   (这里   和   分别描述的是系统自旋间最近邻和次近邻交

换作用)时的相变温度相等, 两个态共存. 在低于相变点的温度范围内, AF1-AF2态之间可以发生相转换, 其

相变类型为一阶相变. 当   时, 尽管 AF1-AF2态有不同相变温度, 但它们也可以共存. 如果 AF1(AF2)

态的相变温度大 , 在低温 , AF1(AF2)态更稳定 ; 在高温 , AF2(AF1)态更稳定 ; 在中间温度范围内 , AF1-AF2

态之间也可以发生一阶相转换.
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1   引　言

J1-J2
J1 J2

J2/J1 J1-J2
J2/J1

J1 − J2

平方晶格反铁磁体可采用   模型来描述.

在这个模型中,   和  皆大于零, 为反铁磁交换作

用. 因此, 它被认为是一个阻挫系统. 一些材料的

磁性质可采用该模型来描述. 如铜基高温超导材料

的磁性质可以采用   较小时的   模型来描

述 [1−3], 而铁基超导材料的磁性质则可采用  

较大时的   模型来描述 [4−6]. 需要注意的是,

实际材料一般是层状结构, 层间耦合相互作用通常

是不能忽略的, 这在以往的研究中已经得到了证

实 [1−6].

J1-J2-Jc Jc

J1-J2

理论上, 对于一个考虑了层间耦合相互作用的

 (这里  是层间耦合相互作用)模型是非常

重要的. 根据Mermin-Wagner定理 [7], 各向同性的

二维平方晶格  模型在有限温度时是不存在长

J1-J2
Jc

程有序的, 但如果引入了层间耦合相互作用, 无论

它多弱, 系统都将存在长程有序. 因此, 对于研究

非零温度二维平方晶格  模型的磁性质, 引入

 是重要的.

Jc J2 = J1/2

J2 ̸=
J1/2

由于该模型的重要性, 人们已经采用不同方法

对它进行了细致的研究. 如旋转不变格林函数法 [8]、

有效场理论 [9]、线性自旋波理论 [10]、高温系列展开

法 [11]、团簇平均场理论 [12] 和耦合团簇方法 [13]. 这

些研究都集中在其基态性质, 对其在有限温度时的

研究非常有限. 基于此, 本文聚焦其在有限温度的

磁性质. 鉴于实际材料通常存在各向异性, 模型引

入了单离子各向异性 D. 同时, 注意到已有的研究

大多考虑层间耦合为反铁磁的情况 [9−12], 对于其铁

磁情况很少涉及 [13], 本文将全面考虑这两种层间

耦合相互作用对系统相变的影响. 结果显示: 只要

参数   和 D 不同时为零, 当   时, AF1态

和 AF2态具有相同的相变温度并且共存; 当  

 时, 尽管 AF1-AF2态有不同相变温度, 但它
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们也可以共存. 对于这两种情况, 当温度低于相变

点时, AF1-AF2态之间可以发生相转换. 

2   理论模型

考虑一个双层平方晶格阻挫模型, 其磁构型

有 1种, 如图 1所示. 其哈密顿量可以采用如下形

式来描述: 

H = J1
∑
⟨ij⟩

Si · Sj + J2
∑
[ij]

Si · Sj

+ Jc
∑
{ij}

Si · Sj −D
∑
i

(Sz
i )

2
, (1)

J1 J2 Jc

J1 J2

Jc

J1 = 1 ⟨ij⟩ [ij] {ij}

mup = ⟨Sz
up⟩ mdwon = ⟨Sz

dwon⟩
m = mup = −mdwon

这里,    ,    ,    分别是描述自旋间最近邻、

次近邻和层间耦合相互作用的参数. 令   和   取

正值, 对应于反铁磁交换作用.  的取值可正可负,

分别对应反铁磁和铁磁交换作用, 其中反铁磁交换

作用对应的模型为图 1(a)和图 1(b), 铁磁交换作

用对应的模型为图 1(c)和图 1(d). 在结果与讨论

部分, 取  .  ,   ,   分别表示对最近邻、

次近邻和层间最近邻格点求和.D 为单离子各向异

性参数. 由于晶格中自旋取向向上和向下的数目相

等, 于是根据晶格中自旋取向将其分成两个子晶

格, 取向相同为一个子晶格. 选取 z 轴为量子化轴,

则子晶格磁化强度定义为自旋算符的统计平均, 即

 ,    . 在没有外场的情况

下, 它们之间存在如下关系:   .

  

Down

Up

(c) Model AF1, c < 0

(a) Model AF1, c > 0

(d) Model AF2, c < 0

(b) Model AF2, c > 0

图 1    奈尔态和共线态的磁构型 . (a), (b)和 (c), (d)分别

对应层间耦合为反铁磁和铁磁相互作用. 实心和空心圆圈

分别描述的是自旋取向相上和向下

Fig. 1. Spin configurations of  the Néel  and collinear states.

(a), (b) and (c), (d) correspond to the interlayer coupling as

antiferromagnetic and  ferromagnetic  interactions,   respect-

ively.  The  solid  and  empty  circles  represent  the  up-spins

and down-spins, respectively.
 

根据格林函数方法的一般步骤, 首先要构建格

林函数. 由于本文研究的模型存在 4种磁构型, 基

于格林函数方法给出每一个模型的推导过程过于

繁琐. 因此, 这里以图 1(a)的磁构型为例, 给出其

磁化强度和相变温度解析表达式的推导过程, 其

余 3种磁构型将不再赘述.

为了得到系统子晶格磁化强度, 构建如下格林

函数 [14,15]: 

⟨⟨S+
i ; euS

z
j S−

j ⟩⟩, (2)

其中 u 是 Callen参数 [16]. 然后建立格林函数运动

方程, 在推导运动方程的过程中, 将会出现一组不

闭合的高阶格林函数方程组. 为了求得高阶格林函

数, 继续推导其运动方程, 这样又会得到更高阶的

格林函数组. 如此反复, 将会得到一系列不闭合高

阶格林函数方程组. 为了使格林函数方程组闭合,

必须采用退耦使方程组闭合. 本文采用 Tyablikov

退耦近似 [14,15], 即 

⟨⟨Sz
l S

+
i ; euS

z
j S−

j ⟩⟩ = ⟨Sz
l ⟩⟨⟨S+

i ; euS
z
j S−

j ⟩⟩; l ̸= i. (3)

对于单离子各向异性, 采用 Anderson-Callen

退耦近似 [17], 即 

⟨⟨Sz
i S

+
i + S+

i Sz
i ; e

uSz
j S−

j ⟩⟩ = CF⟨⟨S+
i ; euS

z
j S−

j ⟩⟩;

CF = up, dwon. (4)

其中 

CF = 2mF

{
1− 1

2S

[
S(S + 1)− ⟨(Sz

F )
2⟩
]}

, (5)

mF其中  表示子晶格磁化强度.

令 

ΘF(u) = ⟨[S+
Fi, e

uSz
FjS−

Fj ]⟩, (6)
 

2

N

∑
k

⟨euS
z
FjS−

FjS
+
Fi⟩(k) = ΘF(u)ϕF, (7)

u = 0 ΘF(0) = 2mF

⟨S−
i S+

i ⟩ ⟨S−
i S+

i ⟩(k)

式中 N 是晶格格点数. 对波矢 k 求和遍及第一布

里渊区. 当   时   . 应用谱定理, 对

 进行空间傅里叶变换得到  , 即 

⟨S−
i S+

i ⟩(k) = 2m

[
E1

2ωk
coth

ωk

2κBT
− 1

2

]
, (8)

其中 

E1 = 4J1m+ 4J2m(γ2k − 1) + 2Jcm+ CD,

E2 = m(2J1γ1xk + 2J1γ1yk + 2Jcγck),

ωk =
√

E2
1 − E2

2 ,

C = 2m

{
1− 1

2S2
[S(S + 1)− ⟨(Sz

i ⟩]
}
, (9)

κB κB = 1其中  是玻尔兹曼常数. 为了方便, 令  , 则
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γ1xk = cos kx
γ1yk = cos ky γ2k = cos kx cos ky γck = cos kz

⟨S−
i S+

i ⟩ = S(S + 1)− ⟨Sz
i ⟩ − ⟨(Sz

i )
2⟩

系统所有的量, 包括交换常数、磁化强度、温度皆

是一个无量纲的量. 晶格结构因子   ;

 ;    ;    . 利

用关系   , 得到

子晶格磁化强度的表达式 [14−19]: 

m =
(S − ϕ)(1 + ϕ)

2S+1
+ (1 + S + ϕ)ϕ2S+1

(1 + ϕ)
2S+1 − ϕ2S+1

, (10)

其中 

ϕ =
2

N

∑
k

E1

2ωk
coth

βωk

2
− 1

2
. (11)

当温度趋于相变点时, m 是一个小量, 则 (11)

式的自旋波谱也是一个小量. 对 (11)式右边进行

泰勒展开得: 

ϕ =
2

N

∑
k

E1

βω2
k

, (12)

在这种情况下, (10)式可近似为 

m =
S(S + 1)

3ϕ
. (13)

联合 (12)式和 (13)式, 可得系统相变温度的

解析表达式: 

 

TN =
S(S + 1)

3κB
2

N

∑
k

4J1 + 4J2(γ2k − 1) + 2Jc +D 4S−2
3S[

4J1 + 4J2(γ2k − 1) + 2Jc +D
4S − 2

3S

]2
− (2J1γ1xk + 2J1γ1yk + 2Jcγck)

2

. (14)

 

3   结果与讨论

Jc

TN J2

从 (14)式可以看出, 系统相变温度的大小是

依赖参数取值的. 为了详细理解参数对系统相变温

度的影响, 图 2给出了参数  和 D 取不同值时, 相

变温度  与  之间的变化关系. 首先考虑系统是

D = 0

|Jc| ̸= 0 J2 = 0.5

各向同性的情况, 即   , 见图 2(a)和图 2(d) .

它是系统的相图, 被分成了 3个区域, 即每条实线

是顺磁相 P和 AF1态的边界线, 每条虚线是顺磁

相 P和 AF2 态的边界线, 顺磁相 P位于线上方.

只要   ,  AF1与 AF2态在   处重叠 .
 

AF1 AF2
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0

1

2

3
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

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3
(d)

-0.01
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1
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=0
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3
(b)

0

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0.4
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3
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
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0.45 0.50 0.55
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0.8
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

AF2AF1

Overlap
 region

(c)c=0.5, =0.4



Overlap
 region

0.45 0.50 0.55
0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

AF2AF1

(f)c=-0.5, =0.4

2

TN J2 D = 0, Jc = 0.01, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1 Jc = 0.5, D = 0, 0.2,

0.4, 0.6, 0.8, 1 Jc = 0.5, D = 0.4 D = 0, Jc = −0.01,−0.2, −0.4,−0.6,−0.8,−1 Jc = −0.5, D = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1

Jc = −0.5, D = 0.4

图  2      不同参数时的相变温度   与   之间的变化关系　 (a)  ;  (b) 

 ; (c)  ; (d)     ; (e)  ;

(f) 

TN J2 D = 0, Jc = 0.01, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1 Jc =

0.5, D = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1 Jc = 0.5, D = 0.4 D = 0, Jc = −0.01,−0.2,−0.4,−0.6,−0.8,−1 Jc = −0.5, D = 0,

0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1 Jc = −0.5, D = 0.4

Fig. 2. Transition temperature     as a function of     for different parameters: (a)    ; (b) 

 ;  (c)  ;  (d)    ;  (e) 

 ; (f)  . 
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J1 = 1

J2 = J1/2 |Jc|
Jc = 0

Jc

TN |Jc|
|Jc|

|Jc|
TN J2 TN

J2 J2 = 0

J2

J1 J2

J2

TN J2 = 0.5

0 ⩽ J2 ⩽ 0.5

J2 J1 J2

J2

TN J2 J2 ⩾ 0.5

J2 = 0.5

注意: 由于本文取了  , 它对应的关系实际上

是   . 从图 2可以看出 , 当   从 0.01到

1取值时 (注意: 对于各向同性系统, 当   时,

模型描述的是一个各向同性的二维平方晶格反铁

磁体, 此时系统在有限温度时是不存在长程有序

的 [7], 这也是图 2(a)和图 2(d) 中  取有限值的原

因), 系统的相变温度  随着  增大而升高. 这是

因为, 当  从 0增加时, 不仅增多了最近邻键的数

目, 而且也增强了其强度, 使得系统更加有序, 导

致了一个大的相变温度. 对于确定的   值, AF1

态的   随着   的增大而减小, 而 AF2态的   随

着   的增大而增大. 这是因为, 当   时, 哈密

顿量描述的是一个普通的反铁磁体. 当   的值从

零增加时, 系统引入了阻挫,   和  之间开始出现

相互竞争, 且它们之间相互竞争的强度会随着  

的增大而增强, 这使得系统更加无序, 导致了一个

较小的  值. 当  时, 它们之间的竞争强度

达到最大. 因此, 当  时, 系统对应的是

AF1态. 当  从 0.5进一步增大时,   和  之间的

竞争强度开始变弱,   的作用将变得越发重要. 因

此,    随着   的增大而变大, 此时对于   ,

系统对应的是 AF2态. 换句话讲,   是 AF1

态与 AF2态的分界点.

Jc = 0.5

Jc = −0.5 TN J2

D ⩾ 0

J2 = 0.5 D > 0

图 2(b)和图 2(e) 分别讨论了当   和

 时, 不同单离子各向异性 D 下的  与 

之间的变化关系. 可以看出, 对于  , 两个态在

 处始终有相同的相变温度. 对于  时,

两个态的相变温度曲线交叉 , 且交叉区域随着

D 的增大而变大. 这是因为各向异性抑制了系统的

阻挫, 即越大的各向异性对应着越弱的阻挫. 因此,

当 D 增大时, 两个态的相变温度变大, 曲线的交点

也随之提升, 相应的曲线交叉区域变大. 当各向异

性变弱时, 曲线交叉区域消失.

D = 0.4

J2

J2

J2 = 0.5

J2 = 0.5

图 2(b)和图 2(e) 也是系统的相图, 它被分成

了 4个区域. 为了更清楚这 4个区域所对应的态,

这里给出了  时相图的放大图, 见图 2(c)和

图 2(f). 可以看出, 小的  值对应的是 AF1态, 大

的  值对应的是 AF2态, 曲线上方对应顺磁相 P.

在   附近, 两个态重叠, 重叠区域内两个态

具有相同参数. 在重叠区域   处, 两个态相

变温度相等, 其他重叠区域则具有不同的相变温

度. 尽管如此, 在重叠区域 AF1态和 AF2态都是

系统可能的态.

Jc

J2 = 0.5

图 2呈现了一个事实: 只要参数   和 D 不同

时为零, 两个态的曲线在   处重叠. 既然两

个态在此条件下皆系统可能的态, 那么哪一个态更

稳定呢? 接下来将具体回答这个问题.

对于两个态在相同体积和熵的条件下, 内能低

的态更稳定. 然而, AF1态和 AF2态在相同温度

时的熵是不同的. 因此, 不能采用内能低来判断哪

个态更稳定. 在相同体积和温度下, 自由能低的态

更稳定.

E(T ) = ⟨H⟩/N
F (T ) E(T ) F (T ) = E(0)−

T

∫ T

0

E(T ′)− E(0)

T ′2 dT ′

∑
i,j

⟨S−
i S+

j ⟩∑
i,j

⟨Sz
i S

z
j ⟩

∑
i,j

⟨Sz
i S

z
j ⟩ ≈

∑
i,j

⟨Sz
i ⟩⟨Sz

j ⟩

系统的内能定义为   . 自由能

 与 内 能   有 如 下 关 系 :   

 
[19]. 如果得到内能的解析表

达式, 则可以通过数值计算得到自由能. 推导内能

的解析表达式必须首先求出横向   和

纵向   关联函数的解析表达式, 前者可

以通过谱定理直接求得, 后者一般采用平均场近似

得到 , 即   . 这里 z 为

晶格配位数. 显然, 平均场近似是一种较粗糙的方

式. 最近, 文献 [20]给出了一种更好的处理方法,

本文采用此方式来求系统纵向关联函数. 由于其推

导过程和表达式过于冗繁, 细节可参考文献 [20].

J2

T ⩽ TN

J2 =

0.5

J2 ̸= 0.5

图 2表明当  在 0.5附近取值时, 不同的两个

态能共存 , 具体见图 2(c)和图 2(f). 接下来 , 在

 的温度范围内, 通过对比两个态自由能来

探究重叠区域哪个态更稳定. 重叠区域分两种情

况: 一种是两个态具有相同的相变温度, 对应 

 的情况; 另一种是两个态相变温度不相等, 对应

 的情况.

J2 = 0.5

D = 0.01 Jc ⩾ 0

Jc = 0

Jc

FAF1(0) FAF2(0) Jc =

0.153 FAF1(0) =

FAF2(0) 0 < T ⩽ TN

FAF2 < FAF1 Jc

Jc = 0.7, 1 FAF1(0) < FAF2(0)

FAF2 < FAF1

首先探讨  的情况, 即两个态具有相同

相变温度. 图 3给出在   时,    的自由

能 F 与温度 T 之间的变化关系. 可以看出, F 始终

随着 T 的升高而单调减小. 当  时, 在温度低

于相变点的温度范围内, AF2态的自由能始终小

于 AF1, 这表明 AF2态更稳定. 当   从 0开始增

大时,   与  之间的差异逐渐变小. 在 

 时, 两个态自由能在零温时相等, 即 

 . 尽管如此, 在  的范围内始终有

 , 即在这种情况下 AF2态更稳定. 当 

继续增大时, 两个态的自由能曲线相交. 例子见

 . 在这种情况下,   , 此时

AF1态更稳定; 在相变温度附近有  , 此

时 AF2态更稳定; 在交点系统将会发生一个从 AF1
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态向 AF2态转换的相变. 由于在交点处两个态的

内能不等 (本文没有给出此时的结果), 这表明两个

态的热容在交点不连续, 即 AF1-AF2之间发生的

相变类型为一阶相变.

D = 0.2 Jc = 0

FAF1(0) = FAF2(0)

FAF2 < FAF1

Jc

图 3讨论了弱各向异性的情况, 图 4给出了强

各向异性的结果, 即  . 当  时, 两个态

的自由能曲线在零温相切, 即  , 在

低于相变点的温度范围内始终有  , 即在

这种情况下 AF2态更稳定. 当   从 0(见图 4(b))

Jc = 0.7, 1 FAF1(0)<

FAF2(0) FAF2 <

FAF1

Jc

Jc FAF1(TN ) =

FAF2(TN ) 0 ⩽ T <TN FAF1 < FAF2

Jc

FAF1 < FAF2

Jc > 0.42

FAF1 <

FAF2 FAF2 < FAF1

开始增加时, 两个态的自由能曲线相交, 结果与图 3

中  的结果完全类似, 即在零温附近 

 , AF1态更稳定; 在相变温度附近有 

 , AF2态更稳定; 在交点系统将会发生一个从

AF1态向 AF2态转换的一阶相变. 当   在从 0.1

增大时, 两个态自由能曲线在相变温度附近之间

的差异开始减小. 当  增大到 0.17时,  

 , 在  的温度范围内有  .

在这种情况下, AF1态更稳定. 当  从 0.17继续增

大, 直到 0.42, 在这个范围内始终有  , 此

时AF1态更稳定, 具体的例子见图 4(d). 当 

时, 两个态的自由能曲线相交, 即零温附近 

 , AF1态更稳定; 相变温度附近有  ,

AF2态更稳定; 在交点系统将会发生一个从 AF1

态向 AF2态转换的一阶相变.

Jc < 0

Jc > 0

对于  的情况, 数值结果显示两个态自由

能之间的曲线特征与  的情况完全类似. 因此,

结果在这里就不再赘述.

Jc

图 (3)和图 (4)只探讨了这一组参数中少量几

组取值对两个态稳定性的影响, 人们可能期望得到

这一组参数对两个态稳定性更全面的影响. 图 5给

出了在参数   和 D 空间中, 两个态自由能在温度

低于相变温度范围内的大小关系. 可以看出, 在参
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
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图  4    当   时 , 不同   值时的自由能 F 与温度 T 之间的变化关系　(a)  ; (b)  ; (c)  ; (d)   ;

(e)  ; (f) 

Jc D = 0.2 Jc = 0 Jc = 0.1 Jc = 0.17

Jc = 0.3 Jc = 0.42 Jc = 1

Fig. 4. Free energy F as a function of temperature T for different    values when   : (a)   ; (b)  ; (c)  ;

(d)   ; (e)  ; (f)  . 
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Jc

Jc = 0

FAF2 < FAF1

FAF1(0) < FAF2(0)

FAF2 < FAF1

数  和 D 空间所描述的平面内, 平面被分成了 3个

区域, 即区域 I, II和 III. 在区域 I, AF2态的自由

能总是小于 AF1态. 相应的例子见图 3中  

的曲线. 这个区域表示为   . 因此, 在区

域 I, 系统的状态是 AF2态. 在区域 II, 两个态的

自由能曲线总是相交. 相应的例子见图 3、图 4(b)

和图 4(f). 在零温附近有  , 在相变

温度附近有   . 因此, 在零温附近, 系统

的状态是AF1态. 当温度升高, 系统的状态将由AF1

态向AF2态转换, 其相变为一阶相变. 区域 III, AF1

FAF1 < FAF2

态的自由能总是小于AF2态. 相应的例子见图 4(d).

这个区域表示为  . 因此, 在区域 III, 系

统的状态是 AF1态.

J2 ̸= 0.5

接下来探讨两个态具有不同相变温度时的稳

定性, 即  的情况.

Jc = 0.5 D = 0.4 J2

J2

J2 = 0.4667

J2

J2 = 0.4675

T < TN (AF2) FAF1 < FAF2

0.4675 < Jc < 0.497

FAF1(0) < FAF2(0)

J2 0.497

图 6给出了当   和   时 , 不同  

下两个态自由能与温度之间的变化关系. 总体而

言, 在  值增大的过程中, 图 6显示了两个明显的

特征: 一个特征是 AF1态的相变温度是减小的,

而 AF2态的相变温度是增大的, 这一结果与图 2(a)

的结果是一致的; 另一个特征是 AF1态的自由能

曲线呈整体向上提升, 而 AF2态的自由能曲线呈

整体下降. 当  时, 在低于相变温度的范

围内, AF1态的自由能总是小于 AF2态, 即 AF1

态更稳定 (见图 6(a)). 随着  的增大, 两个态的自

由能之间的差异逐渐减小. 当  时, AF2

态的自由能在其相变点与 AF1态自由能汇合, 即

在  的温度范围内  , 即 AF1

态更稳定 (见图 6(b)). 当  时, 两

个态的自由能曲线相交 (见图 6(c)). 因此, 在零温

附近有   , 此时 AF1态更稳定. 当

温度升高, 系统的状态将发生由 AF1态向 AF2态

转换的一阶相变. 当   值增大到   时, 结果与
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图 6    当  , 不同  值时的自由能与温度之间的变化关系　(a)   ; (b)  ; (c)  ; (d)  

 ; (e)  ; (f) 

J2 Jc = 0.5 D = 0.4 J2 = 0.4667 J2 =

0.4675 J2 = 0.48 J2 = 0.497 J2 = 0.5155 J2 = 0.5333

Fig. 6. Free energy as a function of temperature for different     values when     and    : (a)    ; (b) 

 ; (c)  ; (d)   ; (e)  ; (f)  . 
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T < TN (AF2)
FAF1 < FAF2 J2

0.497 0.5155

J2 = 0.5155 FAF1(0) =

FAF2(0) 0 < T ⩽ TN FAF1 < FAF2

J2 >

0.5155

FAF2 < FAF1

图 6(b)类似, 即在   的温度范围内有

 , 即 AF1态更稳定 (见图 6(d)). 在  

的值从   增大到   的过程中, AF2态的自

由能曲线是先远离, 然后接近 AF1态的, 但 AF1态

的自由能始终是小于 AF2态. 在这种情况下, AF1

态更稳定. 但在  时, 在零温时有 

 , 但  温度的范围内有  ,

即在这种情况下, AF1态更稳定 (见图 6(e)). 当 

 时, 两个态的自由能曲线相交 (见图 6(f)). 在

零温附近有   , 此时 AF2态更稳定. 当

温度升高, 系统的状态将发生由 AF2态向 AF1态

转换的一阶相变.

Jc = −0.5 D = 0.4 J2图 7给出了当  和  时, 不同 

下两个态自由能与温度之间的变化关系. 由于图 7

呈现的结果与图 6的结果类似, 这里就不再赘述.

J2 ̸= 0.5 Jc

J2 < J1
2 FAF1 < FAF2

J1
2 < J2 < J2

2

FAF1 < FAF2

对于  的情况, 无论  值是大于零还是

小于零, 都能得到如下结论: 1)相变温度越高的态,

零温自由能越小; 两个态的相变温度差异越大, 其

零温自由能的差异也越大. 2)两个态在重叠区域,

稳定性呈现 4个特征: (i)当  时有  ,

在这种情况下, AF1态更稳定; (ii)当 

时, 两个态自由能曲线相交, 在这种情况下, 零温

附近有   , AF1态更稳定. 当温度升高,

J2
2 < J2 < J3

2

J3
2 <

J2

FAF2 < FAF1

系统的状态将发生由 AF1态向 AF2态转换的一

阶相变; (iii)当   时, AF1态的自由能

总是小于 AF2态, 此时 AF1态更稳定; (iv)当 

 时, 两个态自由能曲线相交, 在这种情况下, 零

温附近有   , AF2态更稳定 . 当温度升

高, 系统的状态将发生由 AF2态向 AF1态转换的

一阶相变. 

4   结　论

Jc

J2 = 0.5

J2 ̸= 0.5

J2 = 0.5 J2 ̸= 0.5

本文基于双时格林函数, 在 Tyablikov退耦近

似下, 研究了自旋为 1的各向异性的双层平方晶格

阻挫模型的相变行为. 结果表明: 只要参数   和

D 不同时为零, AF1态和 AF2态在   处有

相同的相变温度 . 当   时 , 尽管 AF1态和

AF2态的相变温度不等, 但它们也能共存. 因此,

分   与   两种情况探讨 AF1-AF2态

之间的稳定性以及它们之间可能发生的相变.

J2 = 0.5 Jc

FAF2 < FAF1

对于  , 参数  和 D 对两个态自由能的

影响可以分成 3个区域. 在区域 I,   , AF2

态更稳定. 在区域 II, 系统的状态将发生由 AF1态

向 AF2态转换的一阶相变. 在零温附近, AF1态

更稳定. 在相变温度附近, AF2态更稳定. 在区域 III,
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Jc = −0.5, D = 0.4 J2 J2 = 0.4667 J2 = 0.467 J2 = 0.48
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图 7    当   时, 不同   值时的自由能与温度之间的变化关系　(a)   ; (b)  ; (c)  ;

(d)   ; (e)  ; (f) 

J2 Jc = −0.5 D = 0.4 J2 = 0.4667 J2 =

0.467 J2 = 0.48 J2 = 0.4975 J2 = 0.5156 J2 = 0.5333

Fig. 7. Free energy as a function of temperature for different    values when    and   : (a)   ; (b) 

 ; (c)  ; (d)   ; (e)  ; (f)  . 
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FAF1 < FAF2  , AF1态更稳定.

J2 ̸= 0.5

J2 < J1
2 J2

2 < J2 < J3
2

FAF1 < FAF2 J1
2 < J2 < J2

2

J3
2 < J2

对于   , AF1态和 AF2态之间存在如

下关系 (见图 6和图 7): 当  和 

时,   , AF1态更稳定; 当  和

 时 , 前者系统的状态将发生由 AF1态向

AF2态转换的一阶相变, 且在零温时, AF1态更稳

定, 相变温度附近, AF2态更稳定; 后者系统的状

态将发生由 AF2态向 AF1态转换的一阶相变, 且

在零温时, AF2态更稳定, 相变温度附近, AF1态

更稳定.
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In this paper, we investigate the phase transition of the spin-1 frustrated model on a square-lattice bilayer

by the double-time Green’s function method. The effects of the interlayer coupling parameter    and single-ion

anisotropy D on phase transformation between the Nèel state (AF1) and collinear state (AF2) are explored. Our

results show that if only the parameters     and D are not equal to zero at the same time, the two states can

exist  and  have  the  same  critical  temperature  at    ,  which  represents  the  nearest  neighbor  exchange.

Under such parameters, a first-order phase transformation between these two states below the critical point can

occur. For   , although both states may exist, their Neel temperatures differ from each other. If the Nèel

point of the AF1 (AF2) state is larger, then at very low temperature, the AF1 (AF2) state is more stable. Thus,

in an intermediate temperature, a first-order phase transition between these two states may also occur.
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