
二维各向异性SSH模型的拓扑性质研究

郭思嘉   李昱增   李天梓   范喜迎   邱春印

Topological properties of non-isotropic two-dimensional SSH model

Guo Si-Jia      Li Yu-Zeng      Li Tian-Zi      Fan Xi-Ying      Qiu Chun-Yin

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 71, 070201 (2022)    DOI: 10.7498/aps.71.20211967

在线阅读 View online: https://doi.org/10.7498/aps.71.20211967

当期内容 View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

高阶拓扑绝缘体和高阶拓扑超导体简介

Higher-order topological insulators and superconductors

物理学报. 2019, 68(22): 226101   https://doi.org/10.7498/aps.68.20191101

基于复合蜂窝结构的宽带周期与非周期声拓扑绝缘体

Broadband periodic and aperiodic acoustic topological insulator based on composite honeycomb structure

物理学报. 2020, 69(2): 024302   https://doi.org/10.7498/aps.69.20191454

二维介电光子晶体中的赝自旋态与拓扑相变

Pseudospin states and topological phase transitions in two-dimensional photonic crystals made of dielectric materials

物理学报. 2020, 69(9): 094206   https://doi.org/10.7498/aps.69.20191962

淬火动力学中的拓扑不变量

Topological invariant in quench dynamics

物理学报. 2019, 68(22): 220304   https://doi.org/10.7498/aps.68.20191410

Rashba自旋轨道耦合下square-octagon晶格的拓扑相变

Topological phase transitions in square-octagon lattice with Rashba spin-orbit coupling

物理学报. 2018, 67(23): 237101   https://doi.org/10.7498/aps.67.20180624

基于结构反转二维光子晶体的拓扑相变及拓扑边界态的构建

Topological phase transition based on structure reversal of two-dimensional photonic crystals and construction of topological edge
states

物理学报. 2020, 69(18): 184101   https://doi.org/10.7498/aps.69.20200415



 

二维各向异性 SSH 模型的拓扑性质研究*

郭思嘉    李昱增    李天梓    范喜迎    邱春印†

(武汉大学物理科学与技术学院, 武汉　430072)

(2021 年 10 月 22日收到; 2021 年 11 月 20日收到修改稿)

二维 Su-Schrieffer-Heeger(SSH)模型是在拓扑物理领域受到广泛研究的一种模型, 具有许多独特的物理

性质 . 它属于高阶拓扑绝缘体 , 在第二条和第三条能带间会产生具有连续谱束缚态 (bound states in the

continuum, BICs)性质的角态. 本文首先介绍了二维 SSH模型的拓扑性质, 在此基础上论证了第二条和第三

条能带何时会在整个布里渊区上产生能隙 . 随后 , 计算了模型的电荷极化分布和电荷密度分布 , 证明了当

x 方向上胞内跃迁几率和胞间跃迁几率较大时, x 方向的边缘电荷极化激发了 y 方向的边缘态, 反之亦然. 同

时, 边缘电荷极化激发了角上的异常填充, 产生了具有良好局域性与鲁棒性的拓扑角态. 最后, 构建了一种声

学谐振腔模型, 并证明了该模型可以较好的模拟各向异性二维 SSH模型的拓扑性质.

关键词：拓扑相变, 高阶拓扑绝缘体, 分数电荷
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1   引　言

拓扑学是数学领域的一个重要分支, 主要研究

几何图形或空间在连续形变下的不变性质. 拓扑学

进入物理领域的标志是凝聚态物理中整数量子霍

尔效应的发现 :  1980年 Klitzing等 [1] 在强磁场

中第一次发现了量子化的霍尔电导 , 紧接着在

1982年 Thouless等 [2] 指出霍尔电导来源于能带的

非平庸拓扑性质. 量子化霍尔电导的发现赋予了拓

扑学全新的物理意义, 由此拓扑物理学作为一个新

兴领域得到了广泛关注. 在拓扑学研究中一般用拓

扑不变量描述拓扑物态的性质: 当两种具有不同拓

扑不变量的界面接触时, 会产生空间局域化的边界

态. 除非带隙关闭, 系统的拓扑不变量在扰动或变

形下保持不变, 因此拓扑保护的边界态具有抗边界

无序的鲁棒性和单向传播的边缘态等新颖的物

理性质 [3−9]. 用于描述聚乙炔原子链的一维 Su-

Schrieffer-Heeger(SSH)模型是具有非平庸拓扑性

v > w

v < w

质的最简单模型, 它是一种具有交错跃迁几率的无

自旋费米子模型, 特点是当胞间跃迁几率 v 大于胞

内跃迁几率 w 时, 会产生一对局域在有限长 SSH

链两端点的态, 即拓扑孤子态; 当 v 小于 w 时, 拓

扑孤子态消失. 这一现象可由拓扑不变量“缠绕数”

(winding number)进行描述: 当   时, 缠绕数

为 1, 体系对应拓扑非平庸; 当  时, 缠绕数为

0, 体系对应拓扑平庸. 这两种不同的拓扑相不能

在不关闭带隙的前提下绝热地相互转换.

(d− 1)

(d− n)

1 ⩽ n ⩽ d

近年来随着对拓扑物态的进一步研究, 人们提

出了高阶拓扑绝缘体 (high order topological insul-

ators, HOTIs)的概念 [10,11]. 高阶拓扑绝缘体的“高

阶”主要体现在其独特的体-边界对应关系上. 对于

d 维的传统拓扑绝缘体, 一般具有  维边界态;

而 d 维的 n 阶拓扑绝缘体具有   维边界态,

n 满足   . 研究表明, 作为一维 SSH模型

的扩展, 在二维方向具有跃迁几率交替变化的体系

可拥有高阶拓扑特性. 典型的代表包括电四极子

模型、Kagome晶格模型、方形晶格模型等 [12−27],

它们可支持零维的角态 [28,29]. 对于这类模型, 早期
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C4

的研究集中于其第一、二条 (或第三、四条)能带间

的边缘态与角态 [30−36]; 最近, 随着研究的深入, 人

们发现了在第二条和第三条能带之间的角态. 特别

地, 当模型具有手性和   对称性时 [37−41], 这种角

态是一类连续谱束缚态 (bound states in the conti-

nuum, BICs)[42−51]. 因此, 对于这种角态的拓扑性

质的系统性研究显得尤为必要.

高阶拓扑绝缘体的拓扑相变已经有了一套标

准化的描述方法, 如通过威尔森循环 (Willson loop)

方法计算电四极矩 (三维模型为电八极矩), 从而得

到其电荷极化与分数电荷. 又如通过计算的 Zak

phase来区分不同的拓扑态. 但以上的方法都有其

局限性, 无法解释二维 SSH模型中角态是如何产

生的. 就此, 本文主要做了以下工作: 1) 打破二维

SSH模型的各向同性, 并在各向异性体系中, 找

到了第二条和第三条能带间存在完全带隙的情形;

2) 在带隙打开的前提下, 通过求解半无限大条带

模型的混合瓦尼尔函数问题计算系统的电荷极化

空间分布, 并进而计算电荷密度分布, 寻找其与电荷

极化分布的对应关系; 3) 验证了边缘电荷极化与

分数电荷 (fractional charge)和二维 SSH模型中分

布于能隙内部的边缘态与角态的对应关系, 以此为

依据解释了这类边缘态与角态的产生机理; 4) 构

建了一种声学谐振腔模型, 并通过改变谐振腔之间

导管的直径来控制格点之间的跃迁几率, 从而使其

可以模拟不同参数的 SSH模型. 最后计算证明其

确实可以模拟各向异性二维 SSH模型的拓扑性质. 

2   二维方形晶格 SSH模型
 

2.1    二维 SSH 模型简介

wx wy

vx vy

一般的二维 SSH模型示意图如图 1(a), 阴影

区域代表单个原胞的范围,    ,    代表各原子间

x 方向和 y 方向的胞间跃迁;    ,    代表 x 方向和

y 方向的胞内跃迁. 我们给出一般二维 SSH模型在

坐标空间中的哈密顿量:
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图 1    (a) 二维 SSH模型原胞示意图; (b) 二维 SSH模型在倒空间的示意图; (c) 二维 SSH模型的相图. 图中黑色, 绿色, 蓝色五

角星标记了三种典型的拓扑相, 其代表的参数   分别为   ,   ,   ; (d) 图 1(c)中黑色五角星代表的模型的带结

构图, 红色圆形标记了高对称点 X 上第二条和第三条能带的变化过程; (e) 绿色五角星代表的模型的带结构图; (f) 蓝色五角星代

表的模型的带结构图

(α, β) (1.5, 3) (2, 3) (2.5, 3)

Fig. 1. (a)  Schematic  diagram of  the  original  cell  of  the  2D SSH model;  (b)  schematic  diagram of  the  2D SSH model  in  inverse

space; (c) phase diagram of the 2D SSH model. The black, green and blue pentagrams in the figure mark the three typical topolo-

gical  phases with the parameters     as    ,     and     respectively;  (d) a diagram of the band structure of  the

model represented by the black pentagram in Fig. 1(c), and the red circles mark the evolution process of the second and third en-

ergy bands at the high symmetry point X; (e) band structure for the model represented by the green pentagram; (f) band structure

for the model represented by the blue pentagram. 
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H =
∑
i,j

wx

(
b∗i,jai,j + c∗i,jdi,j

)
+
∑
i,j

wy

(
c∗i,jbi,j + d∗i,jai,j

)
+
∑
i,j

vx
(
a∗i+1,jbi,j + d∗i+1,jci,j

)
+
∑
i,j

vy
(
b∗i,j+1ci,j + a∗i,j+1di,j

)
+ h.c., (1)

a, b, c, di,j其中  标定了 x 方向第 i 个原胞和 y 方向第 j 个原胞中的 4种不同原子. 令 h.c.为 0, 对其进行傅里

叶变换, 可以得到动量空间中的哈密顿量: 

H (k) =


0 0 wx + vxeikx wy + vyeiky

0 0 wx + vxe−iky wy + vye−ikx

wx + vxe−ikx wy + vye−iky 0 0

wx + vxeiky wy + vye−ikx 0 0

 . (2)

求解其本征值问题可得到色散关系: 

E (k) = ±
∣∣wx + vxeikx

∣∣± ∣∣wy + vyeiky
∣∣ . (3)

vx/wx > 1 vy/wy > 1

vx/wx > 1 vy/wy < 1 vx/wx < 1 vy/wy > 1

vx/wx < 1 vy/wy < 1

二维 SSH模型的第一条能带与第二条能带间

存在着拓扑边缘态, 其拓扑性质由胞内跃迁与胞

间跃迁的比值决定 : 1) 当   且  

时, 存在沿 x 方向和 y 方向分布的边缘态; 2) 当

 且   或   且  

时, 存在沿 y 方向或沿 x 方向分布的边缘态; 3) 当

 且  , 不出现边缘态 [52]. 

2.2    二维各向异性 SSH 模型中的拓扑相变

wx wy vx vy改变模型的参数, 即控制   与   ,    与   的

比例, 可以打开第二条能带和第三条能带间的带

隙. 在这一过程中存在着拓扑相变, 当带隙完全打

开时, 会发现存在着国定在零能处的角态.

wy = 1

首先需要确定拓扑相变会在何时出现. 我们构

建了一组参数 a 和 b, 在保持  的同时令 

wx

wy
=

vx
vy

= α (4)
 

vx,y = βwx,y (5)

wx > wy α > 1

wy > wx 0 < α < 1 α = 1

β < 1 β > 1

可以看出: 若  , 则  , a 越大, 代表各向

异性越强; 若  , 则  ,   时模型

为各向同性. 同时 b 越大, 代表模型的拓扑性质越

强,   时模型为拓扑平庸态,   时模型为拓

扑非平庸态.

我们规定跃迁几率为正实数, 以 a 和 b 为参

数, 画出的所有可能存在模型的相图, 如图 1(c).

所有模型被分为三种相: 相①中带隙打开且存在角

态, 相②中带隙关闭, 相③代表模型处于拓扑平庸,

角态不存在, 在本文中不予以讨论. 由 (2)式可知:

wx > wy若   第二条能带与第三条能带的色散关系

式为 

E2 (k) =
(
wy + vyeiky

)
−
(
wx + vxeikx

)
, (6)

 

E3 (k) =
(
wx + vxeikx

)
−
(
wy + vyeiky

)
. (7)

wx > wy若  , 第二条能带与第三条能带的色散关系

式为 

E2 (k) =
(
wx + vxeikx

)
−
(
wy + vyeiky

)
, (8)

 

E3 (k) =
(
wy + vyeiky

)
−
(
wx + vxeikx

)
. (9)

wx > wy

E3 (k) > E2 (k)

若  , 若需要确保整个布里渊区内带隙打开,

只需要满足在高对称点 X 处  , 将 a,

b 带入, 可得 

β =
α+ 1

α− 1
. (10)

wx > wy若  , 同理可得 

β =
1 + α

1− α
. (11)

α = 1

(α, β) (1.5, 3)

(2, 3) (2.5, 3)

这便是相①和相②右左两条边界曲线的表达式, 两

者与  相交于无穷远处. 显然在相①和相②边

界上存在拓扑相变的过程, 在这一过程中第二条能

带与第三条能带能带间的带隙逐渐打开. 我们在相

图中挑选 3组具有代表性的参数来描绘这一过程:

相②; 相①和相②的相边界; 相①, 分别以黑色, 绿

色和蓝色五角星标记. 其参数  分别为  ,

 ,    . 由 (2)式, 作出它们在布里渊区内

的色散关系图, 如图 1(d)、图 1(e)和图 1(f)所示.

在图 1(d)中, 第二条能带和第三条能带有两个简

并点, 而在图 1(e)中只剩下一个, 在图 1(f)中简并

点完全消失, 带隙完全打开, 这与我们推导出的结

论相符.
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3   边缘电荷极化与分数电荷
 

3.1    电荷极化分布的计算方法

虽然对于二维高阶拓扑绝缘体的研究已有一

套行之有效的方法, 但它们在解释该角态产生机理

时都存在着困难. 例如, 之前的研究中已经证明,

通过威尔森循环法计算不同参数下二维 SSH模型

的 Zak phase, 可以发现当占据能带数目为 1时,

图 1(c)中相②与相③(即拓扑非平庸态与平庸

态)的 Zak phase不同, 这一结果可以解释第一条

能带与第二条能带间边缘态的成因. 但当占据能带

数目为 2时, 如表 1所列, 可以看到 Zak phase始

终为 0. 由于该角态是电子占据的第一条能带和第

二条能带共同作用的结果, 因此相①和相②间的拓

扑相变无法通过计算 Zak phase得到较好的解释.
 
 

表  1     运用威尔森循环法计算二维 SSH模型 Zak

phase的结果

Table 1.    Results of the two-dimensional SSH model Zak

phase using the Willson Loop method.

相
占据的能带数目

1 2 3 4

相①(左半部分) (1/2, 1/2) (0, 0) (0, 0) (1/2, 1/2)

相①(右半部分) (1/2, 1/2) (0, 0) (0, 0) (1/2, 1/2)

相② (1/2, 1/2) (0, 0) (0, 0) (1/2, 1/2)

相③ (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
 
 

Benalcazar等 [53] 也于 2017年提出了一种通

过电四极矩计算电子极化与角分数电荷的方法, 并

成功解释了电四极子中的拓扑现象. 但将模型量子

化时, 需要满足两个条件: 1) 至少要有两条被占据

能带; 2) 保护体偶极矩的对称性需要消失. 他们通

过在紧束缚模型中引入负数跃迁几率从而解决了

这一问题, 但这也意味着该方法无法直接地被套用

在二维 SSH模型上.

Ny

我们采用另一种方法来计算二维 SSH模型的

电荷极化的空间分布 [54,55]. 首先考虑一 y 方向上有

 个格点的二维晶格, 为了计算 x 方向的电荷极

化分量 (该分量是一以 y 坐标为参量的方程), 让该

模型具有沿 x 方向的周期性边界条件. 由此可给出

系统哈密顿量: 

H =
∑
kx

c∗kx,Ry,α[hkx
]
Ry,α,R

′
y,βckx,R′

y,β
, (12)

ckx,Ry,α α, β ∈ 1 · · ·
Norb Norb Ry, R

′
y ∈ 1 · · ·Ny

其中   代表单个格点的波函数 ,   

 ,   表示占据的轨道数目,   .

可以如下方式对角化此哈密顿量: 

[hkx ]
Ry,α,R

′
y,β =

∑
n

[
un
kx

]Ry,α
εn,kx

[
u∗n
kx

]R′
y,β , (13)

n ∈ 1 · · ·Norb ×Ny

Nocc

hkx Nocc ×Ry

其中  . 假设该二维布洛赫哈密顿

量具有沿 y 方向变为开放边界, 并存在  条被填

充能带, 其对应的赝一维哈密顿量  有 

条被填充能带. 依此, (5)式中的哈密顿量可对角化: 

H =
∑
n,kx

γ∗
n,kx

εn,kx
γn,kx

, (14)

其中 

γn,kx
=
∑
Ry,α

[
u∗n
kx

]Ry,α
ckx,Ry,α, (15)

由此可以给出混合瓦尼尔方程:  ∣∣∣Ψj
Rx

⟩
=

1√
Nx

Nocc×Ny∑
n=1

∑
kx

[
vjkx

]n
e−ikxRxγ∗

n,kx
|0⟩,

(16)[
vjk

]n∣∣∣vjk⟩
其中  代表了威尔森循环上第 j 个格点本征值

 的第 n 个分量. 该混合瓦尼尔方程的概率密度

分布: 

ρj,Rx (Ry) =
∑
R′

x,α

⟨
Ψj

Rx

∣∣∣ φRy,α
R′

x

⟩⟨
φ
Ry,α
R′

x

∣∣∣ Ψj
Rx

⟩

=
1

Nx

∑
kx,α

∣∣∣[un
kx

]Ry,α
[
vjkx

]n∣∣∣2.
(17)

Ry

这可以让我们解决 (9)式中的沿 y 方向的混合瓦

尼尔函数问题. 特别地, 它让我们可以确定电荷极

化是否局域在某一确定格点, 即   处. 电荷极化

x 方向分量为 

px (Ry) =
∑
j

ρj (Ry) v
j
x, (18)

对 y 方向分量, 同理有 

py (Rx) =
∑
j

ρj (Rx) v
j
y. (19)

使用 Matlab软件对模型进行计算. 在计算前, 需

要对模型哈密顿量进行修正: 

h (k) =

(
δτ0 q (k)

q∗ (k) −δτ0

)
,

q (k) =

(
wx + vxeikx wy + vyeiky

wy + vye−iky wx + vxe−ikx

)
, (20)
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τ0 2× 2 H (k)

h (k) ±δτ0

±δτ0

δτ0

δ = 1× 10−4

其中  为  单位矩阵. 与 (1)式中的  不同,

 中存在着在位能  , 因为在半填充状态下,

体带的负能量部分和四个角态中的两个已被填充,

需要一无限小的在位能  历经一系列绝热变化

来打开角态处的简并.   的符号决定了哪一条对

角线上的角态被填充. 以下统一取  .

(α, β) = (5, 4)

(α, β) = (5, 0.25)

py

Ry = 1 Ry = 20 px = 1/2

δτ0

为了保证边缘电荷极化和角分数电荷存在, 选

区的参数应位于相①中, 同时 a 和 b 值应尽可能

大以加宽能隙, 便于观察态分布状况. 选取参数

 . 作为对照, 计算了一种拓扑平庸的

情形, 使用参数为  . 实际计算结果

如图 2(a)和图 2(b)所示: 在 y 方向上,    始终为

0; 在 x 方向上, 仅当  或  时,  

(由于在位能  的存在, 计算时会有轻微误差), 说

明此时电荷极化大小为 1/2且仅分布在 x 方向两

pedgex,y

端, 即模型的边缘上. 以下记这类分布于边缘的电

荷极化为  . 而在拓扑平庸的情形下, 电荷极化

无论在哪个方向上都为 0.

C2v vy > vx

pedgey = 1/2

由于模型本身的  对称性,   时有相似

的结论: x 方向上不存在边缘电荷极化; y 方向上存

在着   的边缘电荷极化. 事实上, 只要模

型处于图 1(c)的相①中, 就会存在大小为 1/2的

边缘电荷极化.
 

3.2    电荷密度分布与分数角电荷

Nx ×Ny

接下来将周期性边界条件替换为开放边界条

件, 假设此时存在  个格点. 在开放边界条

件下, 边缘电荷极化会被另一方向的开放边界截

断, 从使电荷在各边界两端, 即四角上累积. 这一

结论可以通过计算电荷的空间密度分布加以验证.
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图 2    电荷极化与电荷密度分布计算结果　(a) 电荷极化分布计算结果. 使用的参数为   , 计算中使用了半无限大的

条带模型, 开放边界的一侧计算了有 20个原胞, 从左至右分别为电荷极化的 x 方向分量和 y 方向分量; (b) 拓扑平庸态下的电荷

极化分布 . 使用的参数为   ; (c) 电荷密度分布计算结果 , 计算中使用了 20 × 20个原胞 ; (d) 拓扑平庸态下的电荷

极化分布

α = 5, β = 4

α = 5, β = 0.25

Fig. 2. Calculation result of polarization and charge density distribution: (a) Calculated results of the polarization intensity distribu-

tion. The parameters used are    , a semi-infinite strip model is used, and there are 20 primary cells on the side of the

open boundary. From left to right, for the x- and y-directional components of the polarization; (b) calculated results of the polariza-

tion intensity distribution in topological trival phase. The parameters used are   ; (c) calculated results of the charge

density distribution, 20 × 20 unit cells used in the calculation; (d) calculated results of the charge density distribution in topologic-

al trival phase. 
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(Rx, Ry) un (Rx, Ry, ς)

ς

定义第   个原胞波函数为   , 其

中  标定了原胞中的一个格点. 电荷密度分布定义

式为 

ρ (Rx, Ry) ≡ e

Nocc∑
n=1

4∑
ς=1

|un (Rx, Ry, ς)|2, (21)

un (Rx, Ry, ς) |un⟩

2e

Qcorner

其中   是第 n 个本征态   的分量. 依

据上式, 计算模型的电荷密度分布, 如图 2(c)和

图 2(d)所示. 通过计算结果可知, 每个原胞内存在

着作为背景的  电荷密度, 这是由于二维 SSH模

型是一类半填充模型, 每个格点贡献了 1/2个电

子. 除此之外, 在四角上电荷密度会发生大小为

1/2突变, 将其记为   . 而在拓扑平庸的情形

下, 电荷密度不会发生突变. 

3.3    分数电荷与边缘电荷极化的关系

Qcorner

Qcorner = pedgex + pedgey

从图 2(c)不难验证角电荷   与边缘电荷

极化存在着对应关系:    . 这一

点可以加以证明: 电荷密度 r定义为偶极矩密度

p 的负散度: 

ρ = −∇ · p. (22)

Qcorner  是 r 在整个平面上的积分 

Qcorner =

∫
v

ρdv =

∫
v

(−∇ · p) dv

= −
∮
∂v

p · ds. (23)

化简过程中使用了斯托克斯定理 (Stokes theorem).

由以上计算结果可知, 在二维各向异性 SSH模型

中, 电荷极化全部分布在边缘上, 故存在: 

p (r) = pedgex rx + pedgey ry, (24)
 

Qcorner = −
∮
∂v

(
pedgex rx + pedgey ry

)
· ds = pedgex + pedgey .

(25)

Qcorner这一结果说明在二维各向异性 SSH模型中,  

完全由边缘电荷极化所产生. 

4   边缘态与角态的生成机理

20× 20

接下来我们希望验证当能隙打开时, 边缘电荷

极化与角电荷同拓扑边缘态与角态具有怎样的对

应关系. 使用Matlab软件, 运用紧束缚原理, 计算

一具有   个原胞的模型的态密度分布. 计算

结果如图 3(a)所示, 可以看到第二条和第三条能

带的能隙中存在着角态和边缘态. 我们也计算了

x 方向和 y 方向的投影能带, 如图 3(b)和图 3(c)

所示. 图 3(c)显示位于带隙内部边缘态的沿 y 方

向分布, 需要注意的是, 图 3(b)显示沿 x 方向也存

在着边缘态, 且位于第一条能带与第二条能带和第

三条能带与第四条能带内部. 由于模型满足手性对

称, 两类边缘态关于零能对称分布, 且角态固定在

零能处. 最后分别计算了体态, y 方向边缘态及角

态的局域密度分布, 结果如图 3(d)、图 3(e)和图 3(f)

所示. 图中各格点上的强度是对所有存在的体态、

边缘态或角态中同一格点上强度的归一平均.

pedgey = 0

由此可以总结: 当边缘上存在着 1/2的电荷极

化时, 会观察到对应方向的边缘态; 同时, 存在分

数角电荷时, 会观察到固定在零能处的角态. 对此

我们给出一种解释: 根据拓扑多极子绝缘体理论,

存在边缘电荷极化时, 电荷会在晶格的边界处聚

集. 对于所有被占据的能带, 这种效应会等效于在

电荷极化的分布方向上产生偶极矩, 从而激发拓扑

边缘态. 值得注意的是, 虽然  , 但如图 3(b)

所示, 在第一条与第二条能带及第三条与第四条能

带间仍存在着 x 方向边缘态. 这是由于在计算边缘

电荷极化时考虑了第一条能带和第二条能带的共

同作用. 而这类边缘态由于仅受第一条能带或前三

条能带 (由于手性对称, 两者等同)产生的电荷极

化影响, 因此不适用该结论.

Cn

C4 C2

C2

同时边缘电荷极化在全开放边界下会产生分

数角电荷. 在经典的无自旋且具有时间反演对称性

体系中 , 具有   对称性的二维拓扑晶格绝缘体

(topological  crystalline  insulators,  TCIs)的分数

角电荷与异常填充 (filling anomaly)有关 : 这是

TCIs的一种固有拓扑属性, 其产生机理源自满足

电中性和晶体旋转对称性所需的电子数量间的不

匹配. 二维 SSH模型具有  或  对称性 (各向异

性模型为  对称性), 由于该体系处于半填充状态,

每个原胞只提供两个电子, 为了维持自身的晶体对

称性在角上会自发地出现 1/2的分数电荷. 这类分

数电荷激发了如图 3(f)所示的角态. 由于晶格对称

性的约束, 该角态会被束缚在原位, 因此这类角态

具有很好的鲁棒性 (robustness): 一旦发生偏离,

其强度会很快衰减为 0.
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5   声学模拟

尝试利用一组相互连接的声学共振腔来模拟

二维 SSH模型. 单个的方形共振腔代表了单一格

点, 胞内跃迁用共振腔间的水平方形中空导管代

替. 假设共振腔的外壁是极薄的, 并满足刚性边界

条件, 则声波在共振腔内部会以驻波的形式传播并

不产生耗散. 在 x, y, z 方向上, 都会产生无穷多组

相互独立的本征模, 大小为各方向基频的整数倍.

r = 100 mm H = 340 mm

H ≫ r z1

500 Hz c = 340 m/s

a = 800 mm

1/2a

dx1 =

44 mm wx dx2 = 88 mm vx dy1 =

20 mm wy dy2 = 40 mm vy

谐振腔长宽皆为  , 高  .

由于  , 可以仅考虑 z 方向上的  模, 其频率

为  (声速  ). 以最近邻方式连接的

四个共振腔代表了二维 SSH模型的一个原胞, 如

图 4(a)所示. 单个原胞为一边长为   的

正方形, 两谐振腔中心的距离为  . 四种不同粗

细的导管代表了四种不同的跃迁 , 分别为  

   (代表   ),    (代表   ),   

 (代表  ),   (代表  ). 各方向跃

迁几率大小大致与导管直径的平方成正比, 这意味

(α, β) = (5, 4)着该模型代表的原胞满足  , 与理论计

算所用模型一致.

我们在 x 方向和 y 方向添加周期性边界条件,

计算其带结构, 如图 4(b)所示. 从图 4(b)可以看

到, 此时第二条能带与第三条能带间的带隙打开,

同时整体带结构关于 500 Hz呈镜面对称. 还计算

了该模型的态密度分布, 如图 4(c)所示, 可以看到

模拟计算结果与图 3(a)基本一致. 在态密度分布

图中挑选有代表性的体态, 边缘态与角态, 作出它

们的声压场分布图, 如图 4(d)—(f)所示, 可以看到

其与理论计算的强度分布吻合的很好. 这说明该声

学谐振腔模型不仅可以模拟二维 SSH模型, 次级

跃迁对计算结果的影响也比较微弱, 能够较好的符

合紧束缚近似. 

6   结　论

本文研究了各向异性二维 SSH模型的拓扑性

质, 并在此基础上探讨了一种打开第二条能带和第

三条能带的简并, 在整个布里渊区上生成完全带隙
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α = 5, β = 4图 3    (a) 二维 SSH模型的态密度分布. 使用的参数为   , 计算中使用了 20 × 20个原胞; (b) x 方向投影能带图, 蓝色

标记部分为边缘态, 计算中使用了 50个原胞; (c) y 方向投影能带图; (d) 体态的局域态密度分布; (e) 边缘态的局域态密度分布;

(f) 角态的局域态密度分布

α = 5, β = 4Fig. 3. (a) Density of states distribution for the 2D SSH model. The parameters used are    . 20 × 20 unit cells used in

the calculation; (b) projected band diagram in x-direction, with edge states marked in blue, 50 unit cells used in the calculation; (c)

projected band diagram in y-direction; (d) local density distribution of bulk states; (e) local density distribution of edge states; (f)

local density distribution of corner states. 
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的可行方案. 在此基础上, 通过求解半无限大条带

模型的混合瓦尼尔函数问题来计算电荷极化分布.

计算结果显示, 电荷极化仅分布在跃迁几率较大的

方向的边界上, 大小恒为 1/2. 同时还计算了电荷

密度分布, 观察到能隙打开时, 电荷密度在四角上

存在着大小为   的突变, 进而发现电荷极化与

偶极矩存在着对应关系:    , 这

说明角电荷完全由边缘电荷极化产生. 据此, 我们

给出了一种用于解释各向异性二维 SSH模型中拓

扑边缘态与角态产生的理论: 引入各向异性后, 边

缘偶极矩激发了拓扑边缘态; 同时在开放边界下,

边缘偶极矩会使电荷聚集在角上, 从而诱导拓扑角

态的产生. 这类分数角电荷属于异常填充, 是模型

为了同时保持电中性和自身的晶格旋转对称性而

自发形成的. 异常填充产生的分数角电荷具有较好

的局域性与鲁棒性, 这类性质使得此类模型可能在

定向传导以及精确信号传播等领域具备较好的应

用前景. 最后, 构建了一种声学谐振腔模型, 并运

用 Comsol计算, 证明了它可以在紧束缚近似下较

好的模拟各向异性二维 SSH模型的拓扑性质, 这

为该模型在声学及声子晶体方面的应用找到了一

种可能的途径.
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图 4    (a) 计算中使用的原胞模型示意图; (b) 模拟计算的带结构图; (c) 模拟计算的态密度分布图, 计算中使用了 8 × 8个原胞;

(d) 体态声压场分布示意图; (e) 边缘态声压场分布示意图; (f) 角态声压场分布示意图.

Fig. 4. (a) Schematic diagram of the unit cell model used in the calculations; (b) diagram of the band structure for the simulations;

(c) diagram of the density of states distribution for the simulations with 8 × 8 unit cells used; (d) schematic diagram of the bulk

sound pressure field distribution; (e) schematic diagram of the edge state sound pressure field distribution; (f) schematic diagram of

corner state sound pressure field distribution. 
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Abstract

The one-dimensional (1D) Su-Schrieffer-Heeger (SSH) chain is a model that has been widely studied in the

field of topological physics. The two-dimensional (2D) SSH model is a 2D extension of the 1D SSH chain and

has many unique physical properties. It is a higher-order topological insulator (HOTI), in which corner states

with bound states in the continuum (BIC) properties will arise between the second energy band and the third

energy band. There are two different topological phases in the isotropic 2D SSH model, and a topological phase

transition will happen when the intracell coupling strength is equal to the intercell coupling strength.

In  this  paper,  we  first  break  the  isotropy  of  the  isotropic  2D  SSH  model,  defining  the  ratio  of  the  x-

directional coupling strength to the y-directional coupling strength as a and the ratio of the intercell coupling
strength to the intracell  coupling strength as b,  which represent the strength of  the topological  property and
anisotropy respectively. We use a and b to calibrate all possible models, classify them as three different types of
phases,  and draw their  phase diagrams.Then we argue when the energy gap between the second energy band

and the third energy band emerges over the entire Brillouin zone.

Meanwhile,  we use a method to calculate the spatial  distribution of  polarization when the model  is  half-

filled, and it is shown that there is 1/2 polarization localized at the edges in the direction with larger intracell

coupling, but no edge polarization in the other direction. The edge polarization excites the edge dipole moment,

giving rise to a topological edge state in the energy gap. At the same time, when the model has an entire open

boundary, the dipole moment directs the charge to accumulate on the corners, which can be observed from the

local charge density distribution. This type of fractional charge is a filling anomaly and formed spontaneously

by the lattice to maintain electrical neutrality and rotational symmetry simultaneously. This fractional charge

induces  the  aforementioned  corner  state.  And  by  its  nature  of  filling  anomaly,  this  corner  state  is  better

localized and robust. It will not couple with the bulk state as long as the rotational symmetry or chirality of the

model is not broken.

Finally,  we construct an acoustic  resonant cavity model:  a  rectangular shaped resonant cavity is  used to

simulate individual lattice points and the coupling strength between the lattice points is controlled by varying

the diameter of the conduit between the resonant cavities. According to the Comsol calculation results, we can

see  that  the  topological  properties  of  the  anisotropic  two-dimensional  SSH  model  are  well  simulated  by  this

model.

Keywords: topological phase transition, high-order topological insulator, fractional charge
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