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磁偶极子阵列模型的适用性研究与优化分析*
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(2021 年 12 月 1日收到; 2022 年 2 月 22日收到修改稿)

随着我国水下探测、通信技术的发展, 传统的磁性测量模型已无法满足高精度、高效率建模的需要. 本

文从舰船磁场积分模型出发, 综合分析模型离散化为磁偶极子阵列模型产生的复化中矩形, 以及Gauss-Legendre

积分余项分析过程引起的离散误差、算法误差, 模型简化产生的拟合误差、模型误差等, 对模型适用性条件进

行分析; 同时, 以建模精度和计算复杂度为目标构造多目标优化函数, 通过 NSGA-II算法对多目标函数进行

求解, 得到使精度、复杂度较为均衡的最优解集, 提出了不同精度、复杂度需求下的选择规则. 为了保证结果

的有效性, 在舰船磁场混合模型的基础上利用数值实验对模型进行验证, 充分考虑模型拟合误差, 通过对磁

性均匀、磁性不均匀潜艇的仿真分析得到模型达到适用范围时距离与磁偶极子数目的相关关系; 在保证模型

适用的条件下, 基于 NSGA-II算法的多目标优化过程所得结果运算效率、精度高, 具有很好的工程应用价值.
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1   引　言

随着潜艇静音技术的飞速发展, 传统的声呐探

测已无法满足我国水下探测、反潜的需要, 为了提

高潜艇水下探测能力, 磁异常探测已成为水下目标

探测的重要手段 [1,2]. 磁异常探测轻便易行、效率

高、隐蔽性能好、抗干扰强, 具有极高的军事意义

和民用价值. 为了提高水下探测、反潜能力, 建立高

精度的磁场模型, 提高模型计算效率是重中之重 [3].

目前, 主要的舰船磁场建模方法主要有两类:

一类是由理论推导得到的, 如大平面法、边界元

法、有限元法等, 这类方法计算精度高, 但测量要

求高, 无法满足实际工程需要; 另一类是磁体模拟

法, 将舰船等效为磁偶极子阵列模型, 利用其模拟

舰船的局部磁场. 其中, 磁体模拟法可以在少量的

磁场测量数据下完成精度较高的舰船磁场建模 [4],

应用广泛. 如生成海洋军事武器物理磁场模型, 全面

监控水下移动电磁目标 [5]; 水下移动电子装置的识

别、追踪拦截 [6]; 地磁勘探和探测、确定未爆炸

物 [7,8]; 建立水雷全型号电磁分布模型 [9,10]; 探测几

百米外远处的潜艇 [11] 等. 海洋探测、通信等技术的

发展, 对磁性测量的精确度提出了更高的要求, 但

磁偶极子阵列模型中磁偶极子数目、分布以及适应

性条件等对磁体磁场分布等效效果的影响尚无较

为系统的研究和成熟的理论 [12,13].

对于磁偶极子模型的高精度高效率计算问题,

Lutkenhoner[14] 通过数值实验验证了单磁偶极子

转化为两个磁偶极子的可行性, 探索了成功分离两

个偶极子的最低要求; 吴旭东等 [15] 最早讨论了磁

偶极子标量模型的推导以及理想磁偶极子成立条

件; 牛龙飞等 [16] 提出 3个磁偶极子对舰船磁场进
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行建模, 在不显著增加复杂度的情况下增加了真精

度; Lucas和 Richards[17] 以及 Nilsson[18] 提出磁偶

极子阵列可以被视为船舶产生的磁场源, 提出船舶

磁化范围的各种模型. 戴忠华等 [19] 在阵列模型计

算磁场分布的情况下, 利用单磁偶极子反演推算得

到磁矩收敛性, 得出在 2.5倍距离外将水下目标等

效为单磁偶极子模型时具有较高精度的结论, 这一

结论的提出为舰船单偶极子模型的应用提供了依

据, 但仅适用于单磁偶极子, 证明过程依赖阵列模

型的准确性; 金煌煌等 [13] 研究了利用多磁偶极子

模型等效模拟磁异常目标空间磁场分布时, 在不同

空间尺度条件下的多磁偶极子磁矩、空间分布对等

效效果的影响即多磁偶极子等效规律. 但利用混合

模型进行适用性研究的过程大都利用单磁偶极子

与阵列模型之间的等价性, 忽视了模型建立过程产

生的误差; 而磁偶极子个数的选取过程中较少对计

算复杂度进行考虑, 往往会造成磁偶极子数过少模

型精度较差、数目多计算复杂度高等问题, 使模型

的适用性较差.

本文从舰船磁场混合模型的相关理论出发, 提

出了基于复化中矩形、Gauss-Legendre法余项的

阵列模型的适用性研究, 通过对积分模型离散化为

阵列模型产生的积分余项及余项估计过程产生的

离散误差及磁体模拟法产生的拟合误差、算法误

差、磁偶极子距离数目差异引起的模型误差进行综

合分析, 讨论模型的精度, 提出了磁偶极子模型的

适用性条件; 同时, 基于模型误差与参数的相关性,

以建模精度和计算复杂度为目标构建多目标问题,

通过对多目标函数的求解得到使精度、计算量较为

均衡的磁偶极子数, 实现了模型的高精度、高效率

计算. 所提出的方法以国外某潜艇进行仿真验证,

从计算精度、效率、模型适用性等方面对模型进行

分析, 结果表明该模型可以显著提高磁场精度和计

算效率, 具有重要的理论意义和实用价值. 本文第 2

节探究了磁场积分模型离散化为磁偶极子模型的

过程; 第 3节基于复化中矩形、Gauss-Legendre数

值积分法综合考虑离散误差、模型误差、算法误差

对磁偶极子模型的适用性条件, 进行了对比分析;

第 4节通过磁性分布均匀、磁性分布不均舰艇的仿

真计算及模型拟合误差得到了磁偶极子模型的适

用性条件; 第 5节利用多目标函数优化算法对多目

标问题进行求解, 提出一种高精度、低复杂度的舰

船磁场建模方法. 最后对实验结论进行了总结分析. 

2   磁偶极子积分模型离散化

积分方程法、微分方程法是电磁场数值计算的

重要方法. 目前国内外有关电磁场数值计算的著作

大多偏重于微分方法求解二维磁场问题, 而在许多

实际场问题的计算中, 尤其是在计算三维场时, 需

要采用积分方法或者积分-微分混合方法, 才能达

到较高精度 [20]. 电磁场可以用麦克斯韦方程组描

述, 对麦克斯韦方程组积分得电磁场积分形式的

解, 以这些解为基础可形成电磁场的积分方程 [21]: 

h =
1

4π

∫
3(r̃ − r′)[M · (r̃ − r′)]− |r̃ − r′|2M

|r̃ − r′|5
dV ,

(1)

M = lim
∆V→0

1

∆V

∑
k
mk

mk ∆V k

r̃ r′

(xi, yi, zi) (x, y, z)

其中 h为磁场强度;    为磁

化强度, 其大小反映了物质在外场作用下原子电流

和电子磁矩的取向能力;   为体积  内第  个区

域的磁偶极矩;   为场点坐标,   为源点坐标. 当源

点坐标为  , 场点坐标为  时得
 

 

hxtrue =
1

4π

∫ {
[3(x− xi)

2 − r2]mx + [3(x− xi)(y − yi)]my + [3(x− xi)(z − zi)]mz

}
r5i

dV,

hytrue =
1

4π

∫ {
[3(y − yi)(x− xi)]mx + [3(y − yi)

2 − r2]my + [3(y − yi)(z − zi)]mz

}
r5i

dV,

hztrue =
1

4π

∫ {
[3(z − zi)(x− xi)]mx + [3(z − zi)(y − yi)]my + [3(z − zi)

2 − r2]mz

}
r5i

dV,

(2)

ri =
√
(x− xi)

2
+ (y − yi)

2
+ (z − zi)

2

hxtrue, hytrue, hztrue x, y, z

其中 ,    是源

点与场点之间的距离;  为   方

mx,my,mz x, y, z

dV = dxdydz

向的实际磁场强度;    为磁源沿   方

向的磁矩;   为单位体积.
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n

(xi, yi, zi), i = 1, 2, · · · , n
(x, y, z) (hxsim, hysim, hzsim)

利用积分、微分方程对磁场求解的过程, 除非

场域极其简单否则无法得到解析表达式, 但应用数

值计算却可以计算大量的数值问题. 数值计算的

关键在于把求解对象所在区域进行离散化, 即通过

互不重叠顶点边界相连的有限个单元的总和来对

连续场域进行等价 [22]. 由于分子尺度在连续介质

理论中相对于连续介质微元总可以认定为充分小

量, 假定将磁源分割为  个小磁体, 小磁体中心点

坐标分别为  , 观测点坐标为

 处的数值磁场强度  , 则可

得磁场强度离散化模型, 即磁偶极子阵列模型 [19]: 

hxsim(x, y, z)=
1

4π

n∑
i=1

(Fximxi + Fyimyi + Fzimzi),

hysim(x, y, z)=
1

4π

n∑
i=1

(Gximxi +Gyimyi +Gzimzi),

hzsim(x, y, z)=
1

4π

n∑
i=1

(Eximxi + Eyimyi + Ezimzi) ,

Fxi =
3(x− xi)

2 − r2i
r5i

,

Fyi =
3(x− xi)(y − yi)

r5i
,

Fzi =
3(x− xi)(z − zi)

r5i
. (3)

mxdV = mydV = mzdV = mdV m

(0, 0, 0) (x, y, z)

x

对积分模型 (2)、磁偶极子模型 (3)进行简化,

假设磁源为磁性均匀各向同性的立方体 , 可得

 ,    为常数 , 取观

测点坐标为  , 磁偶极子中心点坐标  ,

得磁偶极子  轴方向的磁场强度简化积分模型为 

hxtrue =
m

4π

∫
3x2 − r2 + 3xy + 3xz

r5
dV. (4)

(4)式的被积函数为 

f(x, y, z) =
2x2 − y2 − z2 + 3xy + 3xz

(x2 + y2 + z2)
5
2

. (5)

x简化后  轴方向磁偶极子模型为 

hxsim(x, y, z)

=
1

4π

n∑
i=1

(
3x2

i − r2i
r5i

mi +
3xiyi
r5i

mi +
3xizi
r5i

mi

)
,

(6)

mi i其中  表示第  个小磁体的磁矩.

积分模型 (4)式可以得到的磁源在观测点磁

场强度较为精确, 但利用微积分基本定理求解存在

无法找到原函数、原函数复杂、被积函数没有有限

的积分表达式等问题, 因此在实际应用中常常采用

数值积分方法对多重积分进行估计. 磁偶极子模型

是积分模型离散化的结果, 一般情况下磁偶极子数

量越多, 对测量点上磁场的拟合精度越高, 此外,

拟合的精度高低还与磁偶极子的分布有关. 因此研

究模型适用性需要具体分析的误差包括: 模型在离

散化过程中产生的误差, 即积分余项无法精确计算

得到, 此时该误差可归入离散误差; 磁测物体磁

场较为复杂, 无法用一个简单的解析式计算, 因此

采用已知磁场分布的磁性物体来等效实际潜艇

带来的模型拟合误差; 在计算过程中由于数值分析

方法选择的差异产生算法误差; 模型在离散化过程

中的分布、数目上的差异产生的模型误差; 理论分

析部分对模型进行一些简化及算法运行过程中产

生的舍入误差相对其他误差影响较少, 不做过多的

分析. 

3   磁偶极子模型适用性

通过理论分析积分余项来研究模型适用性的

过程, 综合考虑了复化中矩形算法、Gauss-Legendre

算法的对比分析及磁偶极子数目位置的差异等引

起的算法误差、离散误差及模型误差等. 

3.1    复化中矩形法余项

f(x) [a1, b1]×
[a2, b2]× [a3, b3]

多重积分的求解是工程研究中常见的问题, 多

重积分的复化中矩形法, 就是将多重积分转换成多

次的定积分, 在每重积分计算时用复化中矩形公式

对积分进行估计, 最后得到多重积分近似值的方

法 [22]. 磁偶极子模型为立体空间中的三维模型, 因

此首先利用复化中矩形公式三重积分余项估计对

(4)式的截断误差进行分析, 设  在区间  

 上连续、可微, 得到如下三重积分

问题: 

I3 =

∫ b3

a3

∫ b2

a2

∫ b1

a1

f(x1, x2, x3)dx1dx2dx3. (7)

I3

利用复化中矩形法对多重积分 (7)式进行数

值计算得  : 
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I3 = h1h2h3

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

f(x1i1 , x2i2 , x3i3) + h3
(b1 − a1)

3
(b2 − a2)

3

242n2
1n

2
2

n3∑
i3=1

∂4f

∂x2
1∂x

2
2

(η1, η2, x3i3)

+ h2
(b1 − a1)

3
(b3 − a3)

3

242n2
1n3

2

n2∑
i2=1

∂4f

∂x2
1∂x

2
3

(η1, x2i2 , η3)+h1
(b2 − a2)

3
(b3 − a3)

3

242n2
2n3

2

n1∑
i1=1

∂4f

∂x2
2∂x

2
3

(x1i1 , η2, η3)

+ h1h2
(b3 − a3)

3

24n2
3

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

∂2f

∂x2
3

(x1i1 , x2i2 , η3) + h1h3
(b2 − a2)

3

24n2
2

n1∑
i1=1

n3∑
i3=1

∂2f

∂x2
2

(x1i1 , η2, x3i3)

+ h2h3
(b1 − a1)

3

24n2
1

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

∂2f

∂x2
1

(η1, x2i2 , x3i3)+
(b1 − a1)

3
(b2 − a2)

3
(b3 − a3)

3

243n2
1n

2
2n3

2

∂6f

∂x2
1∂x

2
2∂x

2
3

(η1, η2, η3), (8)

hl [al, bl] nl [al, bl] al = xli1 , xli2 , · · · , xlinl
= bl

l ∈ (1, 2, 3) h1h2h3

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

f(x1i1 , x2i2 , x3i3) I3 − h1h2h3

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

f(x1i1 , x2i2 , x3i3)

其中,    为将   分成   等份时的小区间宽度;    上的求积节点分别为      ,

 ;    为磁偶极子模型;   

为积分余项, 即截断误差. 通过上述方法对 (4)式进行分析得数值计算解析式. 

3.2    Gauss-Legendre 余项

I ′3

复化中矩形法是常用的一种有效算法, 它突出的优点是计算过程简单, 可以很好地在工程中推广应用.

与复化中矩形法相比, Gauss-Legendre法在节点数一定的情况下具有更高的代数精度和收敛性. 为了更好

地对磁偶极子积分模型离散化误差进行分析, 利用 Gauss-Legendre余项估计对多重积分 (7)式进行数值计

算得  : 

I ′3 =

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

Ai1Ai2Ai3f(x1i1 , x2i2 , x3i3) + Cn1
Cn2

n3∑
i3=1

Ai1

∂2(n1+n2)+4f

∂x1
2n1+2∂x2

2n2+2
(η1, η2, x3i3)

+ Cn1
Cn3

n2∑
i2=1

Ai2

∂2(n1+n3)+4f

∂x1
2n1+2∂x3

2n3+2
(η1, x2i2 , η3)+Cn2

Cn3

n1∑
i1=1

Ai1

∂2(n2+n3)+4f

∂x2
2n2+2∂x3

2n3+2
(x1i1 , η2, η3)

+ Cn3

n1∑
i1=1

n2∑
i2=1

Ai1Ai2

∂2n3+2f

∂x3
2n3+2

(x1i1 , x2i2 , η3) + Cn2

n1∑
i1=1

n3∑
i3=1

Ai1Ai3

∂2n2+2f

∂x2
2n2+2

(x1i1 , η2, x3i3)

+ Cn1

n2∑
i2=1

n3∑
i3=1

Ai2Ai3

∂2n2+2f

∂x1
2n2+2

(η1, x2i2 , x3i3) + Cn1
Cn2

Cn3

∂2(n1+n2+n3)+6f

∂x1
2n1+2∂x2

2n2+2∂x3
2n3+2

(η1, η2, η3), (9)

Ai =
2

(1− xi
2)
[
P ′
n+1(xi)

]2 (i = 0,

1, · · · , n)

Pn+1(x)=
1

2n+1(n+ 1)!

dn+1

dxn+1
(x2 − 1)n + 1

Cn=
22n+1(n!)

4

(2n+ 1)[(2n)!]
3 P ′

n+1(xi)

其中 , 求积系数  

 与求积节点使 (9)式达到 n+1次代数精

度,   为n+1

阶Legendre多项式,     .
 

3.3    磁偶极子模型误差

η

通过积分余项可以对模型误差进行有效估计,

得到磁偶极子模型误差的解析解. 利用 (8)式得

(4)式磁偶极子积分公式的积分余项. 考虑到   的

η

1

n

∑n

i=1
f(xi, y, z)=f (η, y, z)

∑n

i=1
f(max(xi), y, z)

= f (η, y, z)
∑n

i=1
f(min(xi), y, z) = f (η, y, z)

η

η

精确求解较为复杂, 为提高计算精度, 降低复杂度,

分别对单磁偶极子条件下   趋近于均值、最大值、

最小值、中值及最大最小值与中间值内部 , 即

 ,  

 ,   等的

取值情况进行讨论, 得到不同条件下模型实际误差

与余项不同取值情况下产生的取值误差之间的相

对误差, 结果如图 1所示. 可以看出, 当  取均值时

其产生的舍入误差相对较小且最稳定, 因此选择 

取均值情况下的取值误差及截断误差带来的离散

误差对模型进行接下来的讨论.
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1

n
×∑n

i=1
f(xi, y, z) = f (η, y, z) f (η, y, z)

接下来对 (8)式积分余项进行简化 , 取   

 ,    为均值 , 得

复化中矩形下的模型相对误差 E:
 

E =
F1 + F2 + F3

h3

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

f (xi, yj , zk)

× 100%, (10)

其中
 

F1 = h2 (b− a)
3

24n3

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

[
fxx (xi, yj , zk)

+ fyy (xi, yj , zk) + fzz (xi, yj , zk)
]
,

F2 = h
(b− a)

6

242n6

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

[
fxxyy (xi, yj , zk)

+ fxxzz (xi, yj , zk) + fyyzz (xi, yj , zk)
]
,

F3 =
(b− a)

9

243n9

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

fxxyyzz(xi, yj , zk),

fxx (xi, yj , zk) =
∂2

∂x2
f (xi, yj , zk) .

E ⩽ 6%

E ⩽ 3%

当  时磁偶极子模型能够有效对磁源进行建

模, 当  时磁偶极子模型的建模精度较高, 能

够有效地在相关工程中应用 [4].

(10)式给出了求磁偶极子相对误差的具体方

法, 接下来对距离、磁偶极子数目的差异产生的模

型误差进行分析. 当磁源为立方体时, 分别对磁偶

极子数目 1—4, 磁源与观测点距离为 1—3倍立方

边长的情况进行分析, 得到基于磁偶极子阵列模型

的不同距离及磁偶极子数目的磁场相对误差, 结果

如图 2所示. 可以看出: 随着距离的增大, 模型相

对误差趋于收敛, 单磁偶极子在 1.8倍距离处趋于

稳定, 相对误差为 5.9%, 达到了有效建模距离; 随

着磁偶极子数目的增多, 模型的相对误差逐渐减

小, 在 2个磁偶极子时模型在 1.3倍距离处就达到

了 2%的相对误差, 达到了较高的模型精度.

同理得基于 Gauss-Legendre法的磁偶极子阵

列模型的不同距离及磁偶极子数目的磁场相对误

差, 结果如图 3所示. 可以看出, 在Gauss-Legendre

法下单磁偶极子在 1.5倍距离处趋于稳定, 相对误

差为 5.05%, 达到了有效建模距离. 与复化中矩形

法对比可得, Gauss-Legendre法对磁偶极子积分

模型离散化的过程更易达到有效建模距离, 该方法

得到的磁偶极子阵列模型对磁偶极子分布的位置
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与磁偶极子所占的比例进行了规划, 较复化中矩形

法更为合理. 由于理论分析过程存在较多简化, 如

将磁体假设为磁性均匀各向同性的立方体、积分余

项简化取均值等, 与实际情况存在一定差距, 接下

来利用数值例子对上述方法进行检验. 

4   数值仿真实验

本数值实验在第 3节的基础上对日本“苍龙”

级潜艇进行研究, 潜艇艇长 80 m, 半径 5 m, 尾部

半径 2 m, 尾部长度 15 m. 实际应用中, 往往需要

将空间磁场的分布规律抽象出来, 形成一个可快速

预测的模型, 从而便于利用测量信号进行目标参数

识别. 因此, 基于潜艇的外形特点, 有学者提出了

等效旋转椭球体模型 [23], 为了方便计算将其等价

为长为 80 m, 最长半径为 5 m的旋转椭球体, 如

图 4所示. 上述混合椭球体模型采用磁体模拟法,

与实际水中磁性目标存在些许差距, 但实验表明离

开磁性目标的距离在其两倍宽度以上时, 旋转椭球

体磁场对目标磁场的拟合精度超过 85%, 为了保证

研究的准确性, 将该误差作为模型拟合误差代入后

续分析过程 [24,25]. 同时跟据潜艇的磁性分布将其分

为均匀、不均匀两种情况进行仿真分析. 

4.1    观测点选取

N = 60

(x, y, z)

实验时为避免取点不均、取点较少没有代表性

带来的偶然误差, 利用极坐标求得以 (0, 0, 0)为圆

心, 以 r 为半径的球面上均匀分布的   个点

作为观测点, 坐标  分别为 

x=r cos θ sinϕ, y=r sin θ sinϕ, z=r cosϕ, (11)

θ =
√
N · π · ϕ ϕ = arccos [−1 + (2i−1) /N ] ,

i = 1, 2, · · · , N r = 44 + 10j j = 1, 2, · · · , 18

N

其中   ;   

 ;   ,   . 图 5

为 r = 224时随机选取的  个采样点示意图.
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图 5    r = 224时选取的均匀采样点

Fig. 5. Uniform sampling points selected when r = 224. 

4.2    磁性均匀情况

S

假设潜艇所用材料的磁性是均匀的, 即为均匀

旋转椭球体. 旋转椭球体在均匀磁化时的磁矩等于

电流 I 与最大横截面积   的乘积 [26] . 考虑到旋转

椭球体在各个坐标平面上的投影存在差异, 根据 

dmx = adV, dmy = bdV, dmz = cdV, (12)

a, b, c V

b = a, c = a/ [(x2 − x2) / (z2 − z1)] x1 = −40, x2 =

40, y1 = −5, y2 = 5, z1 = −5, z2 = 5

dV = π

{
1−

[
x

(x2 − x1) /2

]2}
dxdydz

其中   为常数,    为椭球体积. 常数关系式为

 .  

 . 利用 (3)式及

椭球微分   得

积分模型
 

  

hxtrue =
aµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3(x− x0)

2 − r2

r5

]
vdxdydz +

bµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3 (x− x0) (y − y0)

r5

]
vdxdydz

+
cµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3 (x− x0) (z − z0)

r5

]
vdxdydz,

hytrue =
aµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3 (y − y0) (x− x0)

r5

]
vdxdydz +

bµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3(y − y0)

2 − r2

r5

]
vdxdydz

+
cµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3 (y − y0) (z − z0)

r5

]
vdxdydz,
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图 4    潜艇模型

Fig. 4. Submarine model. 
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
hztrue =

aµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3 (z − z0) (x− x0)

r5

]
vdxdydz +

bµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3 (z − z0) (y − y0)

r5

]
vdxdydz

+
cµ0

4π

∫ z2

z1

∫ y2

y1

∫ x2

x1

[
3(z − z0)

2 − r2

r5

]
vdxdydz,

v = π

{
1−

[
x

(x2 − x1) /2

]2}/
4.

(13)

(hx, hy, hz)

(x, y, z)

其中   为积分模型下目标磁场在各坐标

轴上实际磁场强度的投影分量. 在磁源取椭球体割

块的中心, 观测点   均匀选取的情况下, 由

(3)式和 (13)式得磁偶极子模型的相对误差: 

Ej = (hxtrue − hxsim) /hxtrue,

E =

num∑
j=1

(Ej/num), (14)

Ej j

x, y, z

其中   为第   个观测点的相对误差. 由 (14)式得

到模型相对误差随距离及磁偶极子数目的分布情

况, 如图 6所示, 其中不同颜色代表相对误差取值.

图 6(a)中   轴对应测量距离、磁偶极子数目、

模型相对误差, 图 6(b)中横纵坐标分别对应测量

距离及磁偶极子数目, 坐标轴为共用轴. 图 6(b)中

标记线为控制距离或磁偶极子数目, 其中一个变量

恒定, 模型相对误差随另一个变量的变化规律.

1)磁偶极子数目一定时, 随着测量点与磁源

距离的增大, 相对误差逐渐减小并收敛至稳定值,

此后增加距离模型相对误差不会产生较大改变, 且

磁偶极子数目越少相对误差对距离的敏感度越高,

如图 6(b)中 3个磁偶极子与 9个磁偶极子相比误

差随距离的变化更显著.

2)距离一定时, 随着磁偶极子数目的增多, 相

对误差逐渐减少. 由图 6(a)柱状图的颜色分布可

知, 在少于 5个磁偶极子时, 模型相对误差对距

离的敏感性较大, 并逐渐达到稳定值; 在测量点

与磁源距离较近时对磁源进行分割可有效提高

磁偶极子模型的适用性 , 如图 6(b)中 r = 64比

r = 204时误差随磁偶极子数目的变化更显著, 磁

源的分割次数与模型的复杂度成正相关, 增加模型

的复杂度在分割次数达到一定程度时并没有显著

变化.

⩽ 6%

假设磁偶极子模型建模有效距离为相对误差

 , 根据不同距离与磁偶极子数目产生的相对

误差, 对模型适用性进行分析, 计算结果如表 1所

列. 可以看出: 单磁偶极子在 r = 184 (2.3倍)时
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图 6    磁性均匀时模型相对误差变化趋势　(a)磁偶极子数目、距离对模型误差影响的三维柱状图; (b) 磁偶极子数目、距离对模

型误差影响的等高线剖面图

Fig. 6. Trend of relative error of the model when the magnetic is uniform: (a) Three dimensional histogram of effects of number and

distance of magnetic dipoles on model error; (b) contour of effects of number and distance of magnetic dipoles on model error. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 12 (2022)    124101

124101-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


相对误差达到 6%的建模有效范围; 两个磁偶极子

在 r = 104 (1.3倍)时相对误差达到有效范围, 且

两个磁偶极子模型的适用范围相对较大; 在距离较

近时需要对磁源进行大量的分割, 如在 1.05倍距

离处需要 3个磁偶极子保证模型的适用性. 

4.3    磁性不均匀

假设潜艇材料的磁性是不均匀的, 就水平分量

而言, 通常舰船磁场峰值出现的位置与其所处于的

纬度区域无关 [27], 一般分别在舰首附近、舰船中

部、舰尾附近出现峰值, 舰船中部可能出现磁场值

为 0的情况. 为了保证能够充分展现磁偶极子分布

不均匀对模型造成的影响, 本仿真对潜艇首尾至中

部的磁性差异呈线性下降的形式进行了分析 [28]: 

a1 = a/5s, s = 1, 2, 3, (15)

a = 1× 106 a1

x

其中  为潜艇首尾两端的常数,   为潜艇

中间常数值. 可得磁偶极子积分模型在  轴方向磁

场强度为
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. (16)

x

hxsim

a = 1× 106

a1

利用本文第 3节理论得到的磁偶极子模型  

方向的磁场强度   , 由 (10) 式得相对误差. 首

先对距离为 224 (>2.5倍)时模型的相对误差进行

分析, 当两端的磁矩常数  , 中部磁矩常

数  分别为 200000, 40000, 8000, 即由两端向中心

呈线性下降时, 相对误差变化趋势如图 7所示. 其

中图 7(a)中不同颜色代表测量距离为 224 m时舰

艇磁性的差异, 图 7(b)中不同颜色代表模型在距

离与磁矩存在差异时的相对误差, 随着磁偶极子数

目的增多、磁性差异的减少, 模型相对误差逐渐减

少, 且相对误差呈现出波动下降的规律.

a1 = 4× 104接下来对  时的模型相对误差进行

分析, 结果如图 8所示, 其中不同的颜色代表相对

误差的差异, 图 8(b)为图 8(a)的投影. 图 8(b)中

的曲线图为距离 112和 187, 磁偶极子数目为 2,

6和 12时, 固定一个变量模型相对误差随另一变

量的变化趋势.

a1 = 4× 1041)当   , 磁偶极子数目一定时, 随

着测量点与磁源距离变化, 相对误差对距离的敏感

性较低, 如图 8(b), 距离变化不会造成相对误差较

 

表 1    磁性均匀情况下, 达到建模有效范围的磁偶

极子数目及距离
Table 1.    Number and distance of magnetic dipoles

reaching the modeling effective range when the mag-

netic is uniform.

距离/m 倍数
磁偶极
子数目

距离/m 倍数
磁偶极
子数目

r = 84 1.050 3 r = 144 1.800 2

r = 94 1.175 3 r = 154 1.925 2

r = 104 1.300 2 r = 164 2.050 2

r = 114 1.425 2 r = 174 2.175 2

r = 124 1.550 2 r = 184 2.300 1

r = 134 1.675 2 r = 194 2.425 1
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大的波动.

a1 = 4× 1042)当   , 距离一定时, 随着磁偶极

子数目的增多, 相对误差逐渐减少, 当少于 4个磁

偶极子时模型相对误差对磁偶极子的敏感性较大,

并以波动下降的形式逐渐达到稳定值; 随着磁偶极

子数目的增多, 距离的增大波动逐渐平稳.

对磁性不均匀磁源的磁偶极子模型进行适用

性分析, 计算结果如表 2所列. 可以看出, 磁性分

布不均时在重心取点的情况下单磁偶极子的相对

误差很难达到 6%的建模有效范围, 且距离增加对

模型相对误差的影响较小, 更适合通过磁偶极子数

量的变化控制其相对误差.

综合上述仿真可以得到舰艇单磁偶极子模型

的适用范围在 2.3倍的潜艇长度 , 再次验证了

2.5倍距离以外将水下目标等效为单磁偶极子模型

具有较高精度的结论. 当模型为两个磁偶极子时可

以将距离范围缩小为 1.3倍, 即距离较近时可以通

过增加磁偶极子数目来保证模型的适用性. 当磁场

不均匀时距离变化对相对误差的影响较磁偶极子

数目变化对相对误差的改变要小. 因此在磁性不均
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图 7    距离为 224时模型相对误差随潜艇磁性差异的变化趋势　(a)潜艇磁性差异对模型相对误差影响的折线图; (b) 潜艇磁性

差异对模型相对误差影响的等高线图

Fig. 7. Variation trend of model relative error with submarine magnetic difference when r = 224: (a) Line graph of the effect of sub-

marine magnetic differences on the relative error of the model; (b) Contour plot of the effect of submarine magnetic differences on

the relative error of the model. 
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图 8    a1 = 40000时模型相对误差的变化趋势　(a)磁偶极子数目、距离对模型误差影响的三维柱状图; (b) 磁偶极子数目、距离

对模型误差的影响等高线剖面图

Fig. 8. Tendency of the relative error of the model when a1 = 40000: (a) Three dimensional histogram of the effect of the number

and distance of magnetic dipoles on the model error; (b) contour map of effects of the number and distance of magnetic dipoles on

model errors. 
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匀时, Gauss-Legendre数值积分法离散得到的磁

偶极子模型具有更高的稳定性与精确度. 

5   潜艇磁场模型的多目标优化

在计算过程中不难发现, 随着潜艇分割次数的

增加, 磁偶极子模型越来越精确, 此时模型的计算

量也随之增大. 因此模型误差及计算量在给定区域

内是相互冲突的, 不存在唯一最优解, 只能通过多

目标优化方法进行求解.

传统多目标优化算法是将各目标函数取加权

和, 将多目标优化问题转化为单目标优化问题, 由

前文可知, 目标函数为建模相对误差及为模型计算

量, 各目标函数不具备可比性, 加权系数难于选

择 [29]. 多目标问题中, 各目标之间往往是相互冲突

的, 通常通过决策变量来协调权衡和折中处理, 使

各子目标函数尽可能达到最优. 多目标优化问题不

存在单个最优解, 而是 Pareto最优解集, 它为决策

者提供了一个最佳的选择空间, 空间内所有解不受

Pareto前沿之外的解支配. 如何求得与真实 Pareto

前沿一致的 Pareto最优解集是多目标函数优化问

题的关键 [4].

建立变量连续的多目标规划问题  
min

x∈X(0)
f (x) = (f1 (x) , f2 (x) · · · fm (x))

′

s.t. gi(x) ⩾ 0(i = 1, 2, · · · , p)
hj(x) = 0(j = 1, 2, · · · , q)

,

(17)

x f(x)=(f1 (x) , f2 (x) , · · · fm (x))′

gi(x), hj(x)

其中  为决策变量,  

为目标向量,   为约束条件 [30]. 首先利用

X(1) = {1, 2, 3, · · · , 16} X(2) = {3, 4,

5, · · · , 16}

r = 234, 124时的数据进行求解, 模型的约束条

件为模型相对误差<6%, 得 r = 234, 124时决策变

量范围分别为  ,  

 . 利用 4.2节计算数据对拟合得到磁偶极

子数目与误差的函数, 拟合公式为 

gerr1(x) = 0.03434x−1.771+0.0009591,

gerr2(x) = 0.1197x−1.735 + 0.002865. (18)

本实验实际运行时间与磁偶极子数目的拟合结

果为 

gtim1(x) = 0.01652x2 + 0.003841x+ 0.1334,

gtim2(x) = 0.01347x2 + 0.04679x+ 0.06903. (19)

即磁偶极子数目越大模型运行的时间复杂度越大.

建立如下多目标方程组  
mingerr1(x) = 0.03434x−1.771+0.0009591,

mingtim1(x) = 0.01652x2 + 0.003841x+ 0.1334,

X(1) = 1, 2, 3, · · · 16,
(20)

  
mingerr2(x) = 0.1197x−1.735 + 0.002865,

mingtim2(x) = 0.01347x2 + 0.04679x+ 0.06903,

X(2) = 3, 4, 5, · · · 16.
(21)

(20) 式和 (21)式为关于潜艇分割规律的多目标最

优化问题, 接下来研究该问题的求解算法 [31]. 目前

基于帕累托最优概念的遗传算法包括: 非支配排序

遗传算法 (NSGA)、带精英策略的非支配排序的遗

传算法 (NSGA-II)[32,33] 等 . NSGA计算复杂度较

高、算法的执行速度也较慢 ; NSGA-II在 NSGA

的基础上通过快速非支配排序法, 降低了算法的计

算复杂度、提出了拥挤度和拥挤度比较算子, 代替

了需要指定共享半径的适应度共享策略, 引入精英

策略, 扩大采样空间具有很好的适用性, NSGA-II

具体步骤 [34] 包括:

Pt

1)对运行参数, 交叉率、变异率、交叉分布指

数、变异分布指数进行初始化, 在解空间内随机生

成个体数为 N 的初始种群   , t = 0, 并将其作为

父代种群;

Pt

Qt Qt

2)父代种群   进行二元竞赛选择、模拟二进

制交叉、多项式变异操作, 产生种群  , 并将  作

为子代种群;

Pt Qt3)将   和   融合在一起, 作为规模为 2N 的

 

表 2    磁性不均匀情况下, 达到建模有效范围的磁

偶极子数目及距离
Table 2.    Number and distance of magnetic dipoles

reaching modeling effective range when the magnet-

ic is nonuniform.

距离/m 倍数
磁偶极
子数目

距离/m 倍数
磁偶极
子数目

r = 84 1.050 6 r = 164 2.050 5

r = 94 1.175 5 r = 174 2.175 5

r = 104 1.300 5 r = 184 2.300 5

r = 114 1.425 5 r = 194 2.425 5

r = 124 1.550 5 r = 204 2.550 5

r = 134 1.675 5 r = 214 2.675 5

r = 144 1.800 5 r = 224 2.800 5

r = 154 1.925 5 r = 234 2.925 5
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Rt

Pt

临时种群   , 对其进行快速非支配排序和拥挤度

计算, 根据个体的非支配排序分层序号和个体的拥

挤距离选择出最优的 N 个个体作为下一代进化操

作中的父代种群  , t = t+1;

4)判断迭代次数是否等于预设上限值, 如果

等于则结束运行, 否则跳转到第 2)步.

X(1)={1, 2, 3, · · · , 16} X(2)={3, 4, 5, · · · ,

16}

已知  ,  

 , 参数选择如下: 最优前端个体系数为 0.3, 种群

大小为 100, 最大遗传代数为 200, 停止代数为 200,

适应度函数偏差为 1×10–100, 得 Pareto前沿.

t1 ∈ [0.3, 1] t2 ∈ [1, 2.7] N1 ∈
[3, 6] N2 ∈ [7, 12] E1 = [0.25%, 0.5%]

E2 = [0.4%, 0.8%]

按照实验参数, 利用 r = 234, 124距离处的拟

合方程, 得到图 9所示的帕累托最优解集, 横纵坐

标分别为对模型相对误差和运算时间. 从图 9可以

看出, 随着磁偶极子数目的增多, 对应的 Pareto

最优集的建模拟合相对误差整体减少, 计算量整体

增大, 取误差与计算量的折中数据, 即运行时间在

 ,   范围内, 磁偶极子数为 

 ,    , 相对误差为   ,

 , 若要尽可能小地减少相对误差,

可选择 Pareto前沿中刚处于平衡处的点, 可以保

证误差较小的同时尽量减少运行时间. 接下来对不

同距离处的时间与模型相对误差的最优解进行分

析, 结果如表 3所列. 可以看出, 当 r = 124时磁偶

极子数目为 8, 模型相对误差为 0.60%; 当 r = 300

时磁偶极子数目为 5, 模型相对误差为 0.30%. 可

以得到当距离较近时模型不易达到稳定点, 随着测

量距离的逐渐增大, 模型时间复杂度与模型误差达

到稳定的数值逐渐减少, 且相对磁偶极子数目逐渐

稳定. 在距离较远、对误差要求较高时, 如需考虑

时间复杂度, 可将磁偶极子数目控制在 5个以内,

可以达到二者的相对最优解.

该模型能够有效地维护群体多样性, 当不同的

实验要求对目标偏重有所不同时, 此方法可求解得

到多个关于显著差别的精度与效率的最终解, 提供

了多个具有较大差异的选择方案; 模型具有较好的

收敛性, 最终解可以较好地接近帕累托前沿, 保证

了所求解的真实性.
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图 9    (a) r = 234 和 (b) r = 124时 Pareto前沿

Fig. 9. Pareto front for (a) r = 234 and (b) r = 124. 

表 3    平衡点附近磁偶极子数目及相对误差值
Table 3.    Number of magnetic dipoles near equilibrium point and relative error.

距离 倍数 偶极子数目 相对误差 距离 倍数 偶极子数目 相对误差

r = 94 1.175 10 0.90% r = 184 2.300 6 0.39%

r = 104 1.300 9 0.77% r = 194 2.425 6 0.32%

r = 114 1.425 8 0.71% r = 204 2.550 6 0.32%

r = 124 1.550 8 0.60% r = 214 2.675 6 0.30%

r = 134 1.675 8 0.52% r = 224 2.800 6 0.27%

r = 144 1.800 7 0.52% r = 234 2.925 5 0.30%

r = 154 1.925 7 0.46% r = 300 3.750 5 0.18%

r = 164 2.050 7 0.41% r = 400 5.000 5 0.11%

r = 174 2.175 7 0.36% r = 500 6.250 5 0.085%
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6   结　论

本文围绕磁偶极子阵列模型的适用性、实现潜

艇磁场高精度高效率建模的目的进行研究. 在对磁

偶极子阵列模型的研究中, 通过连续模型离散化产

生的余项公式对阵列模型误差及磁体模拟法产生

的拟合误差、算法误差、磁偶极子距离数目差异引

起的模型误差进行分析, 来研究模型的适用性条

件. 首先利用复化中矩形公式法、Gauss-Legendre

法对磁偶极子阵列模型余项进行推导, 并通过余项

估算及模型求解过程中产生的一系列误差对磁偶

极子模型的适用进行分析, 积分余项即为数值积分

产生的截断误差, 可归结为离散误差. 通过与复化

中矩形法对比得到 Gauss-Legendre法在对磁偶极

子积分模型离散化的过程更易达到有效建模距离,

该方法得到的磁偶极子阵列模型对磁偶极子分布

的位置与磁偶极子所占的比例进行了规划, 较复化

中矩形法更为合理.

同时对模型误差进行分析, 根据磁偶极子阵列

模型、积分模型, 得到不同距离、不同磁偶极子数

目的磁偶极子阵列模型的相对误差及其收敛性. 得

到磁偶极子模型的适用范围, 其中在>2.3倍潜艇

距离外将磁性均匀潜艇等价为单磁偶极子模型具

有较高的精度, 当距离较近时需对模型进行分割从

而达到模型的适用范围. 在求解过程中此方法表现

出了很强的简便性与适用性.

考虑到潜艇磁性中部与尾部存在较大差异, 为

充分展现磁偶极子分布不均匀对模型造成的影响,

对潜艇首尾至中部的磁性差异呈线性下降的形式

进行了分析, 发现不均匀潜艇求解过程中增加磁偶

极子数目可以有效提高模型精度, 且重心的选取尤

为重要.

为实现潜艇磁场高精度高效率建模, 在充分考

虑建模的相对误差与磁偶极子数目基础上构造多

目标函数优化模型, 通过 NSGA-II算法提出了建

模相对误差小于 6%的精度与运算效率的相对最

优解, 仿真分析结果表明该方法能较快地对实验数

据进行分析, 得到符合人们需求的最佳磁偶极子数

目, 能够有效地在实际工程中应用.
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Abstract

With  the  development  of  underwater  detection  and  communication  technology,  the  traditional  magnetic

measurement model cannot meet the requirements for high precision and high efficiency modeling. In order to

solve  this  problem,  according  to  the  integral  model  of  ship  magnetic  field,  we  comprehensively  analyze  the

discretization  error  caused  by  the  composite  middle  rectangular  and  Gauss-Legendre  integral  remainders

generated  by  discretizing  the  integral  model  into  the  magnetic  dipole  array  model,  the  algorithm  error,  the

fitting error caused by the model simplification, the model error, etc. and we also use these research results to

analyze the model applicability conditions. Then based on the correlation between model error and parameters

as well as accuracy and computational complexity, the multi-objective optimization problem is constructed. The

NSGA-II  algorithm is  used  to  solve  the  multi-objective  function,  and  the  optimal  solution  set  with  balanced

accuracy  and  complexity  is  obtained.  The  selection  rules  under  the  different  requirements  for  accuracy  and

complexity are proposed. In order to ensure the effectiveness of the results, the model is simulated by using the

actual  submarine data on the basis  of  the  hybrid model  of  ship magnetic  field.  The relationship between the

distance to reach the applicable range of the model and the number of magnetic dipoles is obtained through the

simulation analysis of the submarines with uniform and nonuniform magnetic field, and the simulation results

are compared with the existing research results to ensure the effectiveness of the simulation results. At the same

time, under the condition of ensuring the applicability of the model, the results obtained in the multi-objective

optimization process based on NSGA-II algorithm are of high computational efficiency and accuracy. Therefore,

this method has good engineering application value.

Keywords: magnetic dipole integral model, composite middle rectangular method remainder, multi-objective
optimization, NSGA-II algorithm
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