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变截面微管道中高 zeta 势下幂律流体的
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n = 1

Ω β

本文研究高 zeta势下具有 Navier滑移边界条件的幂律流体, 在变截面微管道中的垂向磁场作用下的旋

转电渗流动. 在不使用 Debye–Hückel线性近似条件时, 利用有限差分法数值计算外加磁场的旋转电渗流的

电势分布和速度分布. 当行为指数   时得到的流体为牛顿流体, 将本文的分析结果与 Debye–Hückel 线

性近似所得解析近似解作比较 , 证明本文数值方法的可行性 . 除此之外 , 还详细讨论行为指数 n、哈特曼数

Ha、旋转角速度   、电动宽度 K 及滑移参数   对速度分布的影响, 得到当哈特曼数 Ha >1时, 速度随着哈特

曼数 Ha 的增加而减小; 但当哈特曼数 Ha <1时, x 方向速度 u 的大小随着 Ha 的增加而增加.
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1   引　言

微生物传感器、微机电微生物传感器系统

(MEMS) 等微流控器件广泛应用于生物医学和生化

分析领域, 是研究基本物理过程的有力工具之一 [1].

在这些过程中, 压力梯度、电场、磁场或它们的适

当组合是常用的驱动机制. 与以往单一的压力驱动

流动模式相比, 电渗和电磁驱动机制近年来受到越

来越多的关注.

电渗流 (EOF) 是由于电场在管道中的作用以

及双电层 (EDL) 在通道壁上的存在而引起的流

动. 当微通道的固体表面与电解质溶液接触时, 它

们之间的化学平衡导致界面获得净固定电荷, 之

后, 电解质溶液中的自由离子聚集在溶液表面附近

的区域, 形成双电层 (EDL). 近年来, 人们逐渐认

识到非牛顿流体在各种工业和工程应用中比牛顿

流体更为迫切. 利用电渗流的微流控器件已经被证

明在医学应用中是有效和实用的. 幂律流体模型是

最简单、最常见的一种描述非牛顿流体的方法, 受

到该领域研究者的特别关注. 例如, Patel等 [2] 研

究了通过聚电解质接枝 (软) 窄通道旋转的电渗流

中幂律流体的流动行为; Srinivas[3] 研究了由幂律

模型控制的非牛顿流体的二维电渗流, 用于圆形和

椭圆形微通道; Nekoubin[4] 对非牛顿流体在弯曲矩

形微通道中的电渗流动进行了数值研究, 发现在剪

切稀化流体流动中可以通过提高 zeta 电势来显著

提高体积流量和混合性能; Baños等 [5] 研究了由于

服从幂律的振荡电渗流而引起的流体动力学 ;

Baños等 [6] 研究了幂律流体中 Navier 滑移条件的

影响下的振荡电渗流 (OEOF), 并发现了 (OEOF)

在微流控设备 (例如微混合器) 中很有用; Jiang

和 Qi[7] 研究了具有 Navier 滑移边界微平行管道

内 Eyring 流体在外加电场力和压力作用下的电渗
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流动. 对于微流控器件, 旋转电渗流 (EOF) 可以

提高不同液体的混合效率, 从而缩短微流体的混合

时间. 旋转电渗流中涡流的产生取决于微管道的几

何形状; Ajdari [8] 报道了微通道中正弦表面势电渗

流中涡流的产生; Chang 和 Wang[9] 考虑了旋转的

EOF, 发现旋转降低了外加电场方向上的 EO 流

速; Song等 [10] 研究了三级流体在两平行板通道中

的旋转电渗流动; Shit等 [11] 研究了滑动速度对非

均匀微通道中旋转电渗流的影响; 刘全生等 [12] 研

究了平行微管道中 Jeffrey流体的非定常电渗流动;

段娟等 [13] 研究了有限长微扩张管道内幂律流体在

电渗驱动下非稳态的流动特性.

除上述电渗流外, 磁流体力学 (MHD) 流动也

因其在工程和医学领域的应用前景而备受关注 [14].

为了实现更有效的流动控制, 电磁流体力学 (EMHD)

流动也受到了广泛的关注, 即对导电流体施加外加

电场和磁场. 电场和横向磁场的相互作用可以产生

洛伦兹力. 大量的理论和实验工作在文献中可用于

分析 EMHD 流动的行为. Jian 和 Chang[15] 获得

了非均匀磁场影响下 EMHD 速度分布的近似解

析解; Xie 和 Jian[16] 研究了通过窄微通道的幂律

流体的旋转电磁流体力学 (EMHD) 流, 结果可以

用作开发精巧而有效的电磁设备的初步蓝图, 用于

涉及流量控制或物质分离的应用; Habib等 [17] 研

究了幂律流体的非定常层流自由对流的熵产生分

析, 流体流存在热辐射和磁场; Sarkar和Ganguly[18]

研究了在叠加磁场的存在下, 电动调制的轴向压力

驱动的幂律流体通过微通道的传输; Yang等 [19] 讨

论了在平行微通道中的电磁流体力学 (EMHD) 电

渗流 (EOF) 和不可压缩的三级流体的熵产生; Xie

和 Jian[20] 进行了两层通过微平行通道的磁流体动

力电渗流的熵产生分析, 并发现该发明可以用于设

计有效的热微设备.

对于幂律流体在高 zeta 势、滑移边界条件下

对微流控器件 EOF 的影响研究已经进行了很多,

但很少有对具有旋转框架的非牛顿流体进行同样

的科学研究. Wang等 [21] 研究了高 zeta势下幂律

流体在非均匀微通道中的旋转电渗流动 (EOF) 受

滑移速度的影响; Xie 和 Jian[22] 讨论了幂律流体

在微通道中高 zeta 势下的旋转电渗流动, 利用非

线性 Poisson-Boltzmann 模型得到了双电层电势

分布的解析解.

受上述研究的启发, 本研究旨在研究高 zeta

势下具有滑移边界条件的幂律流体在壁面周期性变

化的变截面微管道中外加磁场的旋转电渗流. 利用

Navier-Stokes 方程和非线性 Poisson-Boltzmann

模型, 描述电势的分布和双层结构, 并用有限差分

法数值计算外加磁场的旋转电渗流的速度分布. 讨

论相关物理参数对幂律流体无量纲速度的影响.
 

2   模型描述

L

z′ = ±h′(x′)

如图 1所示, 考虑不可压缩幂律流体在有限长

 的变截面对称微管道中的非定常外加磁场的旋

转电渗流. 假设变截面微管道高度    呈

余弦变化, 其微管道壁的表达式为
 

h = h′(x′) = H + aHcos(2πx′/L), (1)

其中 a 为微管道边界高度的振幅.

 
 

 

  


 

 

图 1    变截面微通道中流体流动示意图

Fig. 1. Schematic  view  of  the  flow  in  a  variable  cross-sec-

tion microchannel.
 

使用以下坐标变换:
 

x = x′/L. (2)

(1)式转换为以下形式:
 

z = h′(x′) = H + aHcos(2πx), (3)

(x′, y′, z′)

a L

其中    为笛卡尔坐标系; H 为管道固定高

度;     为微管道壁的振幅;     是微管道的有限长

度, 其长度远大于板间高度边界的高度.

ε Ω =

(0, 0, Ω) x′

x′ E = (Ex,

Ey, 0) B = (0, 0, Bz)

ψω

ρf ψ

假设微管道系统中充满了电解质溶液, 具有介

电常数    且微管道系统围绕 z 轴旋转的角速  

 , 假设流体在微通道中的流动绕    轴对

称, 并沿    方向流动. 流体同时受到电场  

  和磁场    的作用, 使微管道壁

上均匀地充满了 zeta 电势   , 根据静电学理论,

静电荷密度    与电势    满足 Poisson-Boltzmann

方程, 即
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d2ψ
dz2

=
−ρf
ε
, (4)

 

ρf = −2n0z0esinh
(
z0eψ

kBT

)
. (5)

由方程 (4)和方程 (5) 联立可以直接得到: 

d2ψ
dz2

=

2n0z0esinh
(
z0eψ

kBT

)
ε

. (6)

相应的边界条件可以表示为 

z = h : ψ = ψω, (7)
 

z = 0 :
dψ
dz

= 0. (8)

方程 (6) 在无Debye-Hückel线性近似下, 根据

边界条件 (7)式和 (8)式, 方程 (6)的解析解如下 [21]: 

ψ =
4

α
tanh−1

[
tanh

(
αψω

4

)
e(κz−κh)

]
, (9)

ψω α =
z0e

kBT
, κ2 =

2n0z0
2e2

εkBT

κ n0 z0

e kB

T

其中    为壁面电势;    且

  为双电层厚度的倒数.   为电解质离子密度,  

为离子的化合价,    为单位电荷,    为 Boltzmann

常数,   是绝对温度.

整个系统围绕 z 轴旋转, 在非惯性坐标系下水

平旋转的流体层中, 所有的速度都是相对速度, 对

于不可压缩流体, 给出了连续性方程: 

∇ · V = 0, (10)

V V = (u, v, 0)其中    是外加磁场的电渗流的速度且   .

在具有恒定角速度的旋转系统中, 柯西动量方程表示为 

ρ

(
∂V

∂t
+ V · ∇V + 2Ω × V

)
= −∇P +∇τ + f ,

(11)

τ ρ t

P P = p− p|Ω × r|2/2,

r = (x, y, z) p f

ρe(x)E J ×B

其中  是应力张量;    为幂律流体的密度;    为时

间;    为离心力修正的压力,  

 ;    为压强 ;    为体积力 , 等于电场力

 和洛伦兹力  的和, 即 

f = ρe(x)E + J ×B, (12)

J其中电流    满足欧姆定律: 

J = σe(E + V ×B). (13)

在典型的微通道流动中, 磁雷诺数的量级约

为 10–5 , 因此感应磁场可以忽略不计, 这也意味着

感应磁场与流速无关.

µ

Γ

对于幂律流体 [23], 动力黏度  与剪切变形速率

  相关表达式为 

µ = η∆n−1, (14)
 

∆ =
1

2
(Γ : Γ )

1
2 . (15)

η这里,   是黏性系数, n 是幂律流体的行为指数. 根

据 n 的取值, 幂律流体可分为三类: 1) 膨胀塑性流

体 (n >1), 其黏度随剪切速率的增大而增大; 2)

假塑性流体 (n < 1), 其黏度随剪切速率的增大而

减小; 3) n = 1时, 得到的是牛顿流体. 由于黏性

幂律流体的动态黏度和剪切变形速率, 黏性应力张

量和应变张量之间的关系可以表示为
 

τ = µ(∆)[∇V +∇V ′], (16)

∇V ∇V ′其中    是速度梯度的张量;    是它的转置.

u = u(z, t), v = v(z, t)

利用文献中 Chang和 Wang[9] 以及 Xie 和

Jian[22] 的方法, 可以找到    形

式的解. 在这种情况下, 连续性方程 (10) 将自动满

足, 幂律流体的动力粘度可简化为
 

µ (∆) = η

[(
∂u

∂z

)2

+

(
∂v

∂z

)2
]n−1

2

. (17)

则剪切应力可以写成:
 

τzx = µ (∆)
∂u

∂z
, (18)

 

τzy = µ (∆)
∂v

∂z
. (19)

因此, 柯西动量方程可以简化为
 

ρ

(
∂u

∂t
− 2Ωv

)
=

∂

∂z

[
µ (∆)

∂u

∂z

]

− εκ2Ex

α
sinh (αψ) + σeEyB − σeuB

2, (20)
 

ρ

(
∂v

∂t
+ 2Ωu

)
=

∂

∂z

[
µ (∆)

∂v

∂z

]
− σevB

2. (21)

µ (∆)特别地, n = 1 时, 方程 (20)和方程 (21) 中的  

表示旋转环境下电动势驱动的牛顿流体流动. 考虑

了 Navier滑移边界条件, 给出了相应的初始条件

和边界条件:
 

u = v = 0 : t = 0, (22)
 

u+ b
∂u

∂z
= 0, v + b

∂v

∂z
= 0 : z = h, (23)

 

∂u

∂z
=
∂v

∂z
= 0 : z = 0, (24)

b其中    是滑移长度参数.

为了方便计算, 引入无量纲变量:
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ψ̄ =
z0e

kBT
ψ, ψ̄ω =

z0e

kBT
ψω, K = κH,

ū =
u

Ueo

(
v̄ =

v

Ueo

)
, z̄ =

z

H
, h̄ =

h

H
, b̄ =

b

H
,

 

t̄ =
tη

ρH2
, µ̄ =

µ

µc

(
µc =

(
Ueo

H

)n−1
)
,

Ha = BzH

√
σe
η
, S =

EyH

Ueo

√
σe
η
. (25)

Ueo = −εExψω/η

κ−1

这里   ; Ha 称为哈特曼数, 表示磁

力和黏滞力的比值; S 是一个无量纲参数, 用于估

计电场强度; K 为电动宽度, 被定义为微通道半高

H 与 EDL厚度    的比值.

将方程 (25) 代入方程 (17) 中, 无量纲后幂律

流体的动力黏度变为 

µ̄ (∆) = η

[(
∂ū

∂z̄

)2

+

(
∂v̄

∂z̄

)2
]n−1

2

. (26)

同样将方程 (25) 代入方程 (9) 中, 得到无量

纲后的 Poisson-Boltzmann方程为 

ψ̄ = 4tanh−1
[
tanh

(
ψ̄ω/4

)
e(Kz̄−Kh̄)

]
. (27)

相应的边界条件 (7)式和 (8)式化为 

z̄ = h̄ : ψ̄ = ψ̄ω, (28)
 

z̄ = 0 :
dψ̄
dz̄

= 0. (29)

因此, 无量纲后的柯西动量方程 (20)和方程

(21) 转化为 

∂ū

∂t̄
− 2ρH2Ω

η
v̄ =

1

η

∂

∂z̄

[
µ̄(∆)

∂ū

∂z̄

]
+
K2

ψ̄ω
ψ̄

+HaS −Ha2ū, (30)
 

∂v̄

∂t̄
+

2ρH2Ω

η
ū =

1

η

∂

∂z̄

[
µ̄(∆)

∂v̄

∂z̄

]
−Ha2v̄. (31)

Navier滑移边界条件及相应的初始条件和边

界条件 (22)式、 (23)式和 (24)式可转化为 

ū = v̄ = 0 : t̄ = 0, (32)
 

ū+ b̄
∂ū

∂z̄
= 0, v̄ + b̄

∂v̄

∂z̄
= 0 : z̄ = h̄, (33)

 

∂ū

∂z̄
=
∂v̄

∂z̄
= 0 : z̄ = 0. (34)

 

3   数值算法

利用有限差分法求解外加磁场的旋转系统中

(t̄, z̄)幂律流体的旋转电渗流, 考虑域   属于 [0, T]×

[0, h] 速度分量 u 和 v 在离散后的网格上的任意一

点 (i, m) 上的表达式为
 

ūmi = ū(t̄m, z̄i), (35)
 

v̄mi = v̄(t̄m, z̄i), (36)

t̄m = m∆t, m = 1, 2, · · · , Nt; z̄i = i∆z, i = 1,

2, · · · , N, ∆t = T/(Nt − 1)

∆z = H/(N − 1)

其中   

  式中的  是 t 方向上的网

格间距,   是 z 方向上的网格间距.

µ̄对幂律流体的动力粘度   进行二阶中心差分

来离散方程 (26) , 则其可以写成:
 

µ̄m
i = η

[(
ūmi+1 − ūmi−1

2∆z

)2

+

(
v̄mi+1 − v̄mi−1

2∆z

)2
]n−1

2

.

(37)

考虑方程 (30) 和 方程 (31) 是抛物型方程, 对

时间的偏导数进行一阶向前差分, 其表达式为
 

∂ū

∂t̄
=
ūm+1
i − ūmi

∆t
, (38)

 

∂v̄

∂t̄
=
v̄m+1
i − v̄mi

∆t
. (39)

∂ū

∂z̄

∂

∂z̄
(·)

动量方程中的粘性项是对空间的二阶导数, 接

下来对    进行一阶向后差分近似, 然后对  

进行一阶向前差分近似, 即
 

∂

∂z̄

(
µ̄
∂ū

∂z̄

)
=

µ̄m
i+1

(
ūmi+1−ūmi

∆z

)
−µ̄m

i

(
ūmi −ūmi−1

∆z

)
∆z

,

(40)
 

∂

∂z̄

(
µ̄
∂v̄

∂z̄

)
=

µ̄m
i+1

(
v̄mi+1−v̄mi

∆z

)
−µ̄m

i

(
v̄mi −v̄mi−1

∆z

)
∆z

.

(41)

柯西动量方程 (30) 和方程 (31) 最后的差分

格式为
 

ūm+1
i − ūmi

∆t

=
2ρH2Ω

η
v̄mi +

1

η

[
µ̄m
i+1

(
ūmi+1 − ūmi

(∆z)
2

)

− µ̄m
i

(
ūmi − ūmi−1

(∆z)
2

)]
+
K2

ψ̄ω
ψ̄i

+HaS −Ha2ūmi , (42)
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v̄m+1
i − v̄mi

∆t
= −2ρH2Ω

η
ūmi +

1

η

[
µ̄m
i+1

(
v̄mi+1 − v̄mi

(∆z)
2

)

− µ̄m
i

(
v̄mi − v̄mi−1

(∆z)
2

)]
−Ha2v̄mi . (43)

离散化后, 相应的初始条件和边界条件为 

ū1i = 0, v̄1i = 0, (44)
 

ūnN =
βh̄

βh̄+∆z
ūnN−1, v̄

n
N =

βh̄

βh̄+∆z
v̄nN−1, (45)

 

ūn1 = ūn0 , v̄
n
1 = v̄n0 , (46)

β = b̄/h̄其中  为滑移参数.

∣∣η∆t/ρ∆zn+1
∣∣ ⩽ 0.5

∣∣(µ̄m+1
i − µ̄m

i

)/
µ̄m+1
i

∣∣ ⩽ 10−6

由于幂律流体的粘性取决于流体的速度梯度,

因此动量方程 (42) 和 方程 (43) 是明显的非线性

方程组, 其最终的差分格式方程是显式的且条件稳

定的, 稳定条件为   , 与牛顿流

体 (n = 1) 的情况相同. 反复利用时间迭代和空间

迭代 , 直到满足条件  

时, 流体的运动才达到了稳定状态. 

4   结果和讨论

∆z = 10−2 ∆t = 5× 10−6

ε = 709× 10−12 F/m H =

100 µm n0 = NAc c =

10−5 mol/L NA = 6.02× 1023/mol ρ =

1.0× 103 kg/m3 z0 = 1 e = 1.6× 10−19 C

本文研究中, 对于所有计算, 空间步长和时间

步长选取分别为  和  ; 在目

前的计算中, 典型微通道流动的参数值如下: 电解

质溶液的介电常数  ; 半高 

 ;  电 解 质 的 浓 度   ,  其 中  

 为摩尔浓度,   ;  

 ; 离子价态  ;   ;

kB = 1.38× 10−23 J/K Ex = 104 V/m

T = 293 K η = 0.9× 10−3 σe

2.2× 10−4—106 S/m

0.02—1 T Ey

0—1 V/m

 ; 电 场 强 度   ;

绝对温度   ;    ;    的变化范

围为   ; 磁场强度 B 的取值范

围为   ; 交变电场强度   的取值范围为

 .

β = 0

K = 30 Ω = 100 rad/s ψ̄ω = 1 V

为了验证本研究数值方法的正确性, 当微管道

高度波动变化的振幅 a = 0时, 微管道的形状为平

行管道; 当 n = 1和  时 (即对于牛顿流体和无

滑移边界条件), 和  ,   ,  

的情况下, 给出了相应的速度分量 u, v 的数值结

果与 Chang和Wang[9] 的解析结果如图 2所示. 结

果表明, 它们之间的一致性很好. 因此, 本文所建

立的数值方法是有效的, 可用于计算幂律流体在

n≠1时的外加磁场的旋转电渗速度分布.

β = 0 β ̸= 0

如图 3和图 4所示为不同的幂律流体行为指

数 n(0.4, 0.5, 0.8, 1, 1.2)的无量纲外加磁场旋转

电渗流速度的数值变化. 图 3和图 4分别呈现了滑

移参数  和   (即, 无滑移边界条件和存在

滑移边界条件) 时幂律流体行为指数 n 对 x 方向

和 y 方向的速度刨面的影响. 从图 3(a)和图 4(a)

可以看出, 对于假塑性流体 (n <1), 它们的形状更

接近于插头状的外加磁场电渗流速度剖面, 对于膨

胀塑性流体 (n >1), 它们更接近于抛物线形的速

度剖面. 除墙体上的滑移距离外, 这与Wang等 [21]

与 Xie 和 Jian[22] 的研究结果一致. 图 3(a)和图 4(a)

中还可以看出, x 方向的速度大小随着幂律行为指

数 n 的减小而增大, 其原因在于幂律行为指数的

增加导致流体的粘度较大, 这使得在微通道中流动
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β = 0, K = 30, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 1 V, a = 0, Ha = 0, S = 0图 2    目前数值解与 Chang和Wang[9] 解析解的比较, 其中      

β = 0, K = 30,

Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 1 V, a = 0, Ha = 0, S = 0

Fig. 2. Comparison  of  the  current  numerical  solution  with  the  analytical  solution  of  Chang  and  Wang  [9],     

 .
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更加困难. 图 3(a)和图 4(a)的对比可以得出, 滑

移边界条件存在时对壁面处流体黏性的减小, 也导

致相比于不存在滑移条件时, 到达了更大的速度最

大值和距离壁面更短的距离. 同样的现象也可以在

图 3(b)和图 4(b)中找到.

σeuB
2

图 5中给出了哈特曼数 Ha 对外加磁场的旋

转电渗流速度分布的影响. 图 5和图 6展示了当幂

律流体行为指数 n＜1及 n＞1时, 哈特曼数 Ha 对

外加磁场的旋转电渗流速度分布的影响. 由图 5(a)

和图 5(b)与图 6(a)和图 6(b)可以看出, 当哈特曼

数 Ha >1时, 速度随着哈特曼数 Ha 的增加而减

小, 因为当哈特曼数 Ha 大时, 洛伦兹力里的阻力

部分    变大, 总的洛伦兹力变成远远小于电

渗力. 但当哈特曼数 Ha <1时, x 方向速度 u 的大

小随着 Ha 的增加而增加, 如图 5(c)和图 6(c)所

示, 这意味着在哈特曼数 Ha 小的情况下, 洛伦兹

力可以加快流体流动.

Ω

Ω

Ω = 400, 800

如图 7和图 8所示, 图中分别呈现了行为指数

n = 0.8和 n = 1.2时, 旋转角速度    对外加磁场的

旋转电渗流速度分布的影响. 从图 7(a)、图 7(c)、

图 7(d)和图 8(a)、图 8(c)、图 8(d)中可以看出, 当

没有旋转角速度时, x 方向的 u 速度在内部有一个

平坦的速度平台. 随着     的增大, 外加磁场的旋

转电渗流速度 u 减小, 与 Xie 和 Jian [22] 的结果相

似. 中心速度甚至在大的旋转角速度时变为负值

(  ). 由图 7(b)和图 8(b) 表明, 随着旋转
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图 3    当无滑移边界条件时 , 幂律流体行为指数 n 对外加磁场的旋转电渗流速度的影响 , 其中  

 1

β = 0, K = 10, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, Ha = 1, S = 1

Fig. 3. When there is a no-slip boundary condition, the influence of power-law fluid behavior index n on rotating electroosmotic flow

velocity with the external magnetic field,   .
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图 4    当存在滑移边界条件时, 幂律流体行为指数 n 对外加磁场的旋转电渗流速度的影响, 其中  

 1

β = 0.1, K = 10, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, Ha = 1, S = 1

Fig. 4. When there is a slip boundary condition, the influence of the power-law fluid behavior index n on the rotating electroosmot-

ic flow velocity with an external magnetic field,   .
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图  5    哈特曼数 Ha 对外加磁场的旋转电渗流速度的影响 , 其中          
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n = 0.8, K = 10, β = 0.1, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, S = 1

Fig. 5. The  influence  of  Hartmann  number  Ha  on  the  velocity  of  rotating  electroosmotic  flow  with  external  magnetic  field,

   .
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n = 1.2, K = 10, β = 0.1, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, S = 1

Fig. 6. The  influence  of  Hartmann  number  Ha  on  the  velocity  of  rotating  electroosmotic  flow  with  external  magnetic  field,

   .
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图 7    旋转角速度   对外加磁场的旋转电渗流速度的影响 , 其中        (a) 

  (b)    (c)    (d) 

Ω

n = 0.8, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, Ha = 1, S = 1 K = 10, β = 0.1; K = 10, β = 0.1; K = 10, β = 0; K = 20,

β = 0.1

Fig. 7. The influence of the rotational angular velocity     on the rotational electroosmotic flow velocity of the external magnetic

field,        (a)     (b)     (c)     (d) 
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图 8    旋转角速度   对外加磁场的旋转电渗流速度的影响, 其中        (a)  
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Fig. 8. The influence of the rotational angular velocity     on the rotational electroosmotic flow velocity of the external magnetic

field,        (a)    (b)    (c)    (d)  
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Ω角速度    的进一步增大, y 方向的速度 v 的中心速度

表现出减小的特性. 其结果与Chang和Wang[9] 相似.

图 9、图 10和图 11分别呈现了当行为指数 n =

0.8 和 n = 1.2 时电动宽度 K 对外加磁场的旋转

电渗流速度分布的影响. 从图 9和图 10可以看出

电动宽度 K 的增大导致外加磁场的旋转电渗流速

度的增加, 并随着 n 的减小电动宽度 K 影响的效

果更加显著. 从图 10和图 11中可以看到, 在滑移

边界条件下 (见图 10) 出现与不存在滑移边界条件

下 (Xie 和 Jian[22], 见图 11) 不同的结论. 此外, 从

图 9(b)中, 当 n = 0.8 时, 速度 v 呈碗状, 其大小随

电动宽度 K 增加. 图 10(b)和图 11(b) 中, 当 n =

1.2 时, 速度 v 呈抛物线形状, 在滑移边界条件下

速度随电动宽度 K 增大而增大; 无滑移边界条件

下随电动宽度 K 增大导致速度减小.

β

β

β

β

β = 0

当幂律流体行为指数分别为 n = 0.8和 n =

1.2时, 不同的滑移参数   对外加磁场的旋转电渗

流速度分布的影响如图 12和图 13所示. 从图 12

和图 13可以发现, 随着滑移参数   的增加, x 方向

和 y 方向的速度均相应的增大. 由于壁面的滑移效

应, 变截面微管道的中心速度要较为平稳, 接近壁

面的速度受到  值的影响出现剧烈变化, 并快速减

小. 从图中可以发现由于滑移边界条件的存在, 壁

面上的速度分布出现差异,   值越小边界附近的速

度下降的越剧烈. 当滑移边界条件不存在时, 即

 , 边界处的速度将下降到 0.
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图 9    电动宽度 K 对外加磁场的旋转电渗流速度分布的影响, 其中        

 1

n = 0.8, β = 0.1, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, Ha = 1, S = 1

Fig. 9. The influence of the electric width K on the velocity distribution of rotating electroosmotic flow with external magnetic field,

   .
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图 10    电动宽度 K 对外加磁场的旋转电渗流速度分布的影响, 其中    

 1

n = 1.2, β = 0.1, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, Ha = 1, S = 1

Fig. 10. The  influence  of  the  electric  width K on  the  velocity  distribution  of  rotating  electroosmotic  flow with  external  magnetic

field,     .
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图 11    电动宽度 K 对外加磁场的旋转电渗流速度分布的影响 , 其中    

 1

n = 1.2, β = 0, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, Ha = 1, S = 1

Fig. 11. The  influence  of  the  electric  width K on  the  velocity  distribution  of  rotating  electroosmotic  flow with  external  magnetic

field,     .
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图  12    滑移参数   对外加磁场的旋转电渗流速度的影响 , 其中      

 1

β n = 0.8,

K = 10, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, Ha = 1, S = 1

Fig. 12. The influence of the slip parameter  on the rotating electroosmotic flow velocity with an external magnetic field,   

   .
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图  13    滑移参数   对外加磁场的旋转电渗流速度的影响 , 其中      

β n = 1.2,

K = 10, Ω = 100 rad/s, ψ̄ω = 5 V, a = 0.05, Ha = 1, S = 1

Fig. 13. The influence of the slip parameter  on the rotating electroosmotic flow velocity with an external magnetic field,   

   .
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5   结　论

Ω

本文建立了高 zeta势下具有滑移边界条件的

幂律流体在变截面微管道中的外加磁场的旋转电

渗流的数学模型, 利用有限差分法, 对幂律流体进

行了数值研究, 得到了速度分量的数值解. 结果表

明, 在相同的条件下, 变截面微管道中假塑性流体

(n＜1) 的速度比膨胀塑性流体 (n＞1) 的速度高.

当哈特曼数 Ha >1时, 速度随着哈特曼数 Ha 的

增加而减小; 但当哈特曼数 Ha<1时, x 方向速度

u 的大小随着 Ha 的增加而增加. 旋转角速度  越

大, 外加磁场旋转电渗流的速度逐渐减小, 影响效

果由壁面逐渐向中心区域增加, 且达到最大值的距

离逐渐靠近壁面. 旋转系统产生的科里奥利力对外

加磁场的电渗流起主导作用. 电动宽度 K 的增大

导致外加磁场的旋转电渗流速度的增加, 并随着

n 的减小电动宽度 K 影响的效果更加显著. 滑移

参数的增大使变截面微管道内的流动增强, 最大值

速度接近微管道壁面. 

附录 A
 

d2ψ
dz2

=
2n0z0e

ε
sinh

(
z0eψ

kBT

)
. (A1)

dψ/dz两边同时乘以  得到: 

d
dz

[(
dψ
dz

)2
]
=

4n0kBT

ε

d
dz

[
cosh

(
z0eψ

kBT

)]
. (A2)

cosh 2x = 2sinh2x+ 1

对上述表达式积分并应用边界条件 (8)式和公式

 , 可得到:  (
dψ
dz

)2

=
8n0kBT

ε
sinh2

(
z0eψ

2kBT

)
= 4

κ2

α2
sinh2

(
αψ

2

)
, (A3)

α = z0e/kBT κ2 = 2n0z02e2
/
εkBT其中   ,   .

sinhx

ψ

由于   是一个奇函数 , 并考虑边界条件 (7)式和

(8)式, 电势  由以下方程给出: 

dψ
dz

= 2
κ

α
sinh

(
αψ

2

)
. (A4)

利用不定积分表达式:  ∫
1

sinhx
dx = ln tanh

x

2
+ C. (A5)

d (αψ/2)/sinh (αψ/2) =

κdz [z, h] ψ

并对 (A4)式的等价形式进行变换,  

 , 在区间   上积分, 可以得到电势   分布的表达式,

即 (9)式: 

ψ =
4

α
tanh−1

[
tanh

(
αψω

4

)
e(κz−κh)

]
. (A6)
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Rotational electroosmotic slip flow of power-law fluid at high
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Abstract

n = 1

Ω

β

In  this  paper  we  study  the  rotating  electroosmotic  flow  of  a  power-law  fluid  with  Navier  slip  boundary

conditions  under  high  zeta  potential  subjected  to  the  action  of  a  vertical  magnetic  field  in  a  variable  cross-

section  microchannel.  Without  using  the  Debye –Hückel  linear  approximation,  the  finite  difference  method  is

used to numerically calculate the potential distribution and velocity distribution of the rotating electroosmotic

flow subjected to an external magnetic field. When the behavior index   , the fluid obtained is a Newtonian

fluid. The analysis results in this paper are compared with the analytical approximate solutions obtained in the

Debye–Hückel linear approximation to prove the feasibility of the numerical method in this paper. In addition,

the influence of behavior index n, Hartmann number Ha, rotation angular velocity   , electric width K and slip

parameters      on  the  velocity  distribution  are  discussed  in  detail.  It  is  obtained  that  when  the  Hartmann

number Ha > 1, the velocity decreases with the increase of the Hartmann number Ha; but when the Hartmann

number Ha < 1, the magnitude of the x-direction velocity u increases with the augment of Ha.

Keywords: high  zeta  potential,  Navier  slip  boundary  condition,  electro  magneto-hydrodynamic,  finite
difference method
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