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为解决非线性声表面波的求解难题, 本文从二阶非线性各向同性介质的超弹性本构方程出发, 采用位移

势函数法, 建立二维表面波的非线性势函数控制方程; 通过微扰法推导非线性表面波的准线性解和绝对非线

性系数, 讨论表面波二次谐波解的主要组成部分; 并建立模拟非线性表面波传播的有限元模型, 位移幅值的

仿真结果与理论符合良好, 验证了本文非线性表面波理论的准确性. 根据微扰解的数值结果, 探讨了非线性

表面波的传播以及非线性系数的特性, 结果表明: 表面波二次谐波由累积项及非累积项组成, 前者与表面波

纵波分量自相互作用相关, 但当初始条件和传播距离相同时, 该部分谐波幅值比纯纵波的二次谐波幅值大;

此外, 纵波和表面波的非线性系数存在正比关系, 该比例关系由材料的二阶弹性系数确定. 本文探究的非线

性表面波的传播特性及其绝对非线性系数的定义表达式, 对指导非线性表面波的实际应用具有一定意义.
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1   引　言

近年来, 非线性超声理论和技术得到了广泛的

研究, 并在工业无损检测领域开展了相关应用 [1].

材料的非线性系数对高阶弹性常数变化和声-微结

构作用十分敏感, 因此通过测量非线性超声的高次

谐波, 可有效检测和评价疲劳损伤、热损伤、粘接

分层和微裂纹等缺陷信息 [2,3]. 当前非线性超声检

测主要采用纵波 [4]、表面波 [5]、兰姆波 [6] 以及导波 [7]

等波形, 其中非线性表面波具有传播距离远、能量

集中和单边测量的特性, 更适用于实际检测应用,

因此相关理论和实验研究备受关注.

在非线性表面波的应用方面, 国内外学者开展

了一系列工作. 例如, 通过非线性表面波检测玻璃

的表面刮擦损伤, 体现了其快速评价表面损伤的潜

力 [8]; 相关实验表明非线性表面波系数与钛合金的

塑性形变程度呈正相关 [9]; 此外, 利用空耦探头测

量混凝土中的非线性表面波, 可有效区分因碱硅反

应导致的不同程度的损伤 [10]. 然而, 当前非线性表

面波的实验研究普遍测量损伤试块的相对非线性

系数, 并需要相同实验条件下的初始试样测量结果

作基准, 通过观测该系数的变化做出相对性评价 [11].

相关研究表明, 通过测量材料的绝对非线性系数,

不仅可以对材料弹性常数等特性进行评价, 还能够

对材料的损伤状态等进行定量或定性分析 [3]. 因此

利用绝对表面波非线性系数进行材料特性或损伤

评价具有更大的优势, 而研究非线性表面波的相关

理论并提出对应测量方法是保证其应用的基础.

纵波非线性特性已得到深入的研究和广泛认

知 [12,13], 但非线性表面波非线性的研究仍存在不同

的认识, 受当前相关理论差异的影响, 难以实现表
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面波绝对非线性系数的计算和进一步的实验测量.

针对非线性声波问题主要有两类研究方法, 一是数

值法, 以有限差分法或有限元法为代表 [14], 目前多

用于复杂结构的声信号模拟与定性分析 [15]; 另一

类是解析法, 通常可以给出理想问题的准确解或近

似解. 前者先将声波方程离散化, 输入相关材料参

数, 再求解出瞬态声场; 虽可获得特定复杂问题的

数值解, 但难以建立各物理参数之间的具体联系,

即探究相关问题的物理本质. 相比之下, 求非线性

表面波问题的解析解, 对于非线性表面波特性、计

算乃至测量表面波绝对非线性系数具有更重要的意义.

针对利用解析法进行非线性表面波求解的难

题, 有学者通过能流密度 [16] 等方法进行推导, 但重

点研究的是表面波的谐波产生和波形演化等特性,

研究中包含了多组表面波非线性系数, 且并未给出

具体的检测方法. Herrmann等 [17] 基于声表面波的

纵波分量推导出表面波非线性系数, 并给出该系数

的测量表达式, 在工程实践中得到一定应用. 但

Masurkar和 Tse [18] 指出仅利用表面波纵波分量推

导并不能得到真实的非线性系数, 他们认为横波分

量对表面波非线性存在贡献且不容忽视, 并提出一

种基于测量谐波幅值的表面波非线性系数, 然而该

方法与数值法类似, 无法解释谐波随距离增加的累

积效应, 且不能描述表面波的谐波传播特性.

针对当前研究中的不足, 本文在准线性理论成

立条件下开展非线性表面波传播特性研究, 并解决

表面波非线性系数定义等问题. 为了能够应用解析

法对非线性表面波方程进行求解, 引入位移势函数

描述非线性表面波的波动控制方程, 结合表面波的

边界条件和微扰法求得表面波基波和二次谐波解,

进而研究表面波非线性系数的定义和测量表达式.

为验证理论求解的正确性, 引入有限元模型仿真对

非线性表面波的传播进行模拟. 通过数值计算分析

表面波、纵波二次谐波的传播特性并探究几种非线

性系数的联系, 为后续非线性表面波技术的发展和

应用提供理论依据. 

2   理　论
 

2.1    二阶非线性表面波传播的控制方程

x1

本文主要研究在半无限大、各向同性的固体表

面传播的最典型的声表面波, 即瑞利波. 如图 1的

笛卡尔坐标系所示, 非线性表面波沿   方向传播,

x3

x2

并在   方向迅速衰减, 忽略声波传播时衍射的影

响, 即各物理量不随坐标  变化. 当该表面波传播

时满足平面应变条件, 质点的运动方程表示如下: 

Pij,j = ρ0ui,tt, (1)

Pij,j ∂Pij/∂xj ui,tt ∂2ui

/
∂t2

Pij

ui

xi t ρ0 i, j

式中   表示   ,    表示   (该简

写标记方式将贯穿本文);    为第一类皮奥拉-基

尔霍夫应力 (Piola-Kirchhoff stress, PK应力),   

为  方向的位移,   为时间,   为材料密度;式中 

满足爱因斯坦求和约定. 针对常见金属材料的超弹

性本构特性, 采用 Landau和 Liftshitz[19] 提出的应

变能表达式来描述: 

ρ0W = µe2ik +
λ

2
e2ll +

1

3
Aeikeilekl +Be2ikell +

1

3
Ce3ll,

(2)

W λ µ

A B C

e

式中  是弹性体每单位质量比应变能;  和  是材

料的拉梅常数;  ,   和  是材料的三阶弹性常数;

 是格林应变张量. 方程 (1)中的 PK应力与应变

能之间的关系为 

P = ρ0F
∂W

∂e
, (3)

F Fij = δij + ui,j式中  是变形梯度,   . 将方程 (2)和

方程 (3)代入到方程 (1), 仅考虑到二阶非线性项,

可得非线性表面波质点位移的运动方程: 

ρ0uα,tt − (λ+ 2µ)uα,αα − (λ+ µ)uβ,αβ − µuα,ββ

=

(
λ+ 2µ+

A

2
+B

)
(uα,αuα,ββ + uα,βuβ,ββ

+ uβ,βuα,ββ + uβ,αuβ,αα + 2uα,βuα,αβ)

+ [λ+ 2 (B + C)]uβ,βuα,αα +

(
µ+

A

2
+B

)
× (uα,βuβ,αα + 2uβ,αuα,αβ + uβ,αuβ,ββ)

+ [3 (λ+ 2µ) + 2 (A+ 3B + C)]uα,αuα,αα

+
(
λ+µ+

A

2
+3B+2C

)
(uα,αuβ,αβ + uβuβ,αβ) ,

(4)

α = β = α = β =

A B C

式中  1,   3或  3,   1. 方程 (4)等号右侧

表示为非线性项, 其中包含  ,   和  的项体现了

 

材料表面

3
2

1

图 1    表面波传播坐标系

Fig. 1. The coordinate for the propagation of the surface wave. 
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λ µ

x3 = 0

材料本构的非线性; 包含  和  的项体现了应力应

变关系的几何非线性. 当此项为 0时, 方程 (4)表

示为线性表面波的质点位移运动方程. 表面波在自

由边界传播时, 即在  处, 其应力满足: 

P13 = P L
13 + PNL

13 = 0, (5)
 

P33 = P L
33 + PNL

33 = 0, (6)

P13 P33式中   和   是应力分量, 二者均包括线性项和

非线性项, 在方程中分别用上标 L和 NL表示, 具

体表达式为 

P L
13 = µ (u1,3 + u3,1) , (7)

 

PNL
13 =

(
µ+

A

2
+B

)
(u1,1u1,3 + u1,3u3,3)

+

(
λ+ 2µ+

A

2
+B

)
(u1,1u3,1 + u3,1u3,3) ,

(8)
 

P L
33 = λu1,1 + (λ+ 2µ)u3,3, (9)

 

PNL
33 =

(
λ

2
+B + C

)
(u1,1u1,1 + 2u1,1u3,3)

+

(
3λ

2
+ 3µ+A+ 3B + C

)
u3,3u3,3

+

(
λ

2
+ µ+

B

2
+

A

4

)
(u3,1u3,1 + u1,3u1,3)

+

(
µ+

A

2
+B

)
u1,3u3,1. (10)

方程 (4)—方程 (10)构成了二维非线性表面波质

点运动位移场问题的控制方程. 

2.2    微扰法求解

引入位移势函数和微扰法推导非线性表面波

位移场的准线性解, 即二次谐波幅值远小于基波幅

φ

ϕ

值, 且谐波幅值处于累积范围中. 引入纵波势  和

横波势  , 他与位移有如下关系: 

u1 = φ,1 − ϕ,3, u3 = φ,3 + ϕ,1. (11)

ϕ = ϕ(1) + ϕ(2), φ =

φ(1) + φ(2) ϕ(2) ≪ ϕ(1), φ(2) ≪ φ(1)

根据二阶微扰近似法, 将方程的解表示为线性

解和二阶非线性解部分 , 即  

 , 且   , 结合方程

(4)—方程 (11), 可将描述质点位移的运动方程表

示为 [
ρ0φ

(1)
,tt − (λ+ 2µ)∆φ(1)

]
,1
+
(
ρ0ϕ

(1)
,tt − µ∆ϕ(1)

)
,3
=0,

(12)
 [
ρ0φ

(1)
,tt − (λ+ 2µ)∆φ(1)

]
,3
−
(
ρ0ϕ

(1)
,tt − µ∆ϕ(1)

)
,1
=0,

(13)
  [

ρ0φ
(2)
,tt − (λ+ 2µ)∆φ(2)

]
,1

−
(
ρ0ϕ

(2)
,tt − µ∆ϕ(2)

)
,3
= T1

(
φ(1),ϕ(1)

)
, (14)

  [
ρ0φ

(2)
,tt − (λ+ 2µ)∆φ(2)

]
,3

+
(
ρ0ϕ

(2)
,tt − µ∆ϕ(2)

)
,1
= T3

(
φ(1),ϕ(1)

)
, (15)

x3 = 0方程在  满足的边界条件为 

P L
13

(
φ(1), ϕ(1)

)
= 0, P L

33

(
φ(1), ϕ(1)

)
= 0, (16)

 

P L
13

(
φ(2), ϕ(2)

)
= −PNL

13

(
φ(1), ϕ(1)

)
,

P L
33

(
φ(2), ϕ(2)

)
= −PNL

33

(
φ(1), ϕ(1)

)
, (17)

∆ = ∂2
/
∂x2

1 + ∂2
/
∂x2

3

T1

(
φ(1),ϕ(1)

)
T3

(
φ(1),ϕ(1)

)式中   为二维拉普拉斯算符 ,

 和   代表非线性项 , 可通

过将方程 (11)代入方程 (4)中获得, 具体表达式

如下:
 

 

T1

(
ϕ(1), φ(1)

)
=

[3 (λ+ 2µ) + 2 (A+ 3B + C)]ϕ
(1)
,11ϕ

(1)
,111 + (λ+4µ+ 3A/2 + 3B)ϕ

(1)
,113φ

(1)
,11 + (λ+2B + 2C)ϕ

(1)
,33ϕ

(1)
,111

+ (λ+ 3µ+A+ 2B)
(
3ϕ

(1)
,13ϕ

(1)
,113 + ϕ

(1)
,13ϕ

(1)
,333 + 2φ

(1)
,13φ

(1)
,113 + ϕ

(1)
,13φ

(1)
,111 − ϕ

(1)
,13φ

(1)
,133 − 2ϕ

(1)
,111φ

(1)
,13

)
+ (2λ+3µ+A+ 4B + 2C)

(
ϕ
(1)
,11ϕ

(1)
,133 + ϕ

(1)
,33ϕ

(1)
,133

)
− (2λ+5µ+ 3A/2 + 3B)

(
ϕ
(1)
,113φ

(1)
,33 + ϕ

(1)
,11φ

(1)
,113

)
+ (λ+ 2µ+A/2 +B)

(
φ
(1)
,11φ

(1)
,111 + φ

(1)
,33φ

(1)
,133 − ϕ

(1)
,333φ

(1)
,33 − ϕ

(1)
,11φ

(1)
,333 − ϕ

(1)
,33φ

(1)
,333

)
− (µ+A/2 +B)

(
φ
(1)
,11φ

(1)
,133 + φ

(1)
,33φ

(1)
,111 − ϕ

(1)
,333φ

(1)
,11 − ϕ

(1)
,33φ

(1)
,113

)
, (18)
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T3

(
ϕ(1), φ(1)

)
=

[3 (λ+ 2µ) + 2 (A+ 3B + C)]ϕ
(1)
,33ϕ

(1)
,333 − (λ+4µ+ 3A/2 + 3B)ϕ

(1)
,133φ

(1)
,33 + (λ+2B + 2C)ϕ

(1)
,11ϕ

(1)
,333

+ (λ+3µ+A+ 2B)
(
3ϕ

(1)
,13ϕ

(1)
,133 + ϕ

(1)
,13ϕ

(1)
,111 + 2φ

(1)
,13φ

(1)
,133 − ϕ

(1)
,13φ

(1)
,333 + ϕ

(1)
,13φ

(1)
,113 + 2ϕ

(1)
,333φ

(1)
,13

)
+ (2λ+3µ+A+ 4B + 2C)

(
ϕ
(1)
,33ϕ

(1)
,113 + ϕ

(1)
,11ϕ

(1)
,113

)
+ (2λ+5µ+ 3A/2 + 3B)

(
ϕ
(1)
,133φ

(1)
,11 + ϕ

(1)
,33φ

(1)
,133

)
+ (λ+2µ+A/2 +B)

(
φ
(1)
,33φ

(1)
,333 + φ

(1)
,11φ

(1)
,113 + ϕ

(1)
,111φ

(1)
,11 + ϕ

(1)
,33φ

(1)
,111 + ϕ

(1)
,11φ

(1)
,111

)
− (µ+A/2 +B)

(
φ
(1)
,33φ

(1)
,113 + φ

(1)
,11φ

(1)
,333 + ϕ

(1)
,111φ

(1)
,33 + ϕ

(1)
,11φ

(1)
,133

)
. (19)

同理, 将方程 (11)代入方程 (8)和方程 (10)可得应力分量非线性项的具体表达式: 

PNL
13

(
φ(1), ϕ(1)

)
= (λ + 2µ+A+ 2B)

(
φ
(1)
,11φ

(1)
,13 + φ

(1)
,13φ

(1)
,33

)
+

(
λ + µ+

A

2
+B

)(
φ
(1)
,11ϕ

(1)
,11 + φ

(1)
,33ϕ

(1)
,11

)
−
(
µ+

A

2
+B

)(
φ
(1)
,11ϕ

(1)
,33 + φ

(1)
,33ϕ

(1)
,33

)
, (20)

 

PNL
33

(
φ(1), ϕ(1)

)
= (λ + 3µ+A+ 2B)

(
φ
(1)
,13φ

(1)
,13 +φ

(1)
,13ϕ

(1)
,11 + ϕ

(1)
,13ϕ

(1)
,13 − φ

(1)
,13ϕ

(1)
,33 + 2φ

(1)
,33ϕ

(1)
,13

)
+

(
λ

2
+ µ+

A

4
+

B

2

)(
ϕ
(1)
,33ϕ

(1)
,33 + ϕ

(1)
,11ϕ

(1)
,11

)
+

(
3λ

2
+ 3µ+A+ 3B + C

)
φ
(1)
,33φ

(1)
,33

+

(
λ

2
+B + C

)(
φ
(1)
,11φ

(1)
,11 + 2φ

(1)
,11φ

(1)
,33

)
−

(
µ+

A

2
+B

)
ϕ
(1)
,11ϕ

(1)
,33.

(21)

方程 (12)、方程 (13)和方程 (16)描述了线性

表面波的位移运动方程和边界条件问题, 方程的解

析解在相关文献 [20] 中描述如下:
 

φ(1) = Aφe−ηx3ei(krx1−ωt),

ϕ(1) = Aϕe−ξx3ei(krx1−ωt),
(22)

kr = ω/cr η =
√
k2r − k2l

ξ =
√

k2r − k2t kl = ω/cl

kt = ω/ct cl ct

ω = 2π f f Aφ

Aϕ

式中 ,    为表面波波数 ,    和

 是定义的常数 ,    为纵波波

数,     为横波波数,    为纵波声速,    为横

波声速,    为角频率,    为基波频率,    和

 分别表示纵波和横波分量的位移势幅值, 两者

间的关系可由边界条件方程 (16)确定:
 

Aϕ = − 2ikrη
2k2r − k2t

Aφ, (23)
 

2krη

2k2r − k2t
=

2k2r − k2t
2krξ

. (24)

φ(2) ϕ(2)

二次势函数谐波分量是基波解的修正, 即方

程 (14)、方程 (15)和方程 (17)的解. 求解之前, 首

先需获得仅含势函数  和  的解耦方程, 可将

线性表面波解方程 (22)代入方程 (14)和方程 (15),

x1 x3

x3

x1

接着方程 (14)对   求导, 方程 (15)对   求导, 二

者相加得到方程 (25); 方程 (14)对   求导, 方程

(15)对  求导, 二者相减得到方程 (26): 

∆

(
∆φ(2) − 1

c2l
φ
(2)
,tt

)
= R1

(
φ(1)

)2

+ R2

(
ϕ(1)

)2

+ iR3φ
(1)ϕ(1), (25)

 

∆

(
∆ϕ(2) − 1

c2t
ϕ
(2)
,tt

)
= R4φ

(1)ϕ(1), (26)

R1 −R4其中  表示如下: 

R1 = −2βl(kr − η)
3
(kr + η)

3
, (27)

 

R2 = 2
βt
κ2

(kr − ξ)
3
(kr + ξ)

3
, (28)

 

R3 =

(
2βt + κ2 − 1

κ2

)
(ξ − η)

×
(
3k2r − ξ2 − 2ηξ

) (
2k2r − η2 − ηξ

)
, (29)

 

R4 =−
(
k2r − η2

) [
βt
(
ξ4 + 4k4r + 2ηξ3 + η2ξ2

)
−

(
3βt − κ2 + 1

)
k2r ξ

2 −
(
3βt + κ2 − 1

)
4k2r ηξ

+
(
βt + κ2 − 1

)
k2r η

2
]
, (30)
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κ = cl/ct βl = −3− (2A+

6B + 2C)/(λ+ 2µ) βt = − (λ+

2µ+A/2 +B)/µ

其中,    为纵横波声速比,   

 为纵波非线性系数,  

 为横波非线性系数 [21]. 方程 (25)

和方程 (26)为非齐次偏微分方程, 可使用叠加原理 [22]

得到特解如下: 

φ(2) =
(ikrx1 − ηx3)R1

(
φ(1)

)2
8k4l

−
R2

(
ϕ(1)

)2
8 (k2l − k2t ) k

2
t

+
i2R3φ

(1)ϕ(1)

(ξ + 3η) (ξ − η) (ξ + η − 2kr) (ξ + η + 2kr)
,

(31)
 

ϕ(2) =
2R4φ

(1)ϕ(1)

(3ξ + η) (η − ξ) (ξ + η − 2kr) (ξ + η + 2kr)
.

(32)

φ(1)

至此, 方程 (22)、方程 (31)和方程 (32)组成

了非线性表面波传播的准线性解, 可见仅纵波位移

势   自谐振产生的二次分量 (即平方项)具有累

积效果, 这一结论与非线性表面波超声中可检测的

二次谐波来自于纵波分量的自相互作用 [23] 的认知

相符合.

需要注意到前面求解线性问题时曾利用线性

边界条件方程 (16)确定表面波声速; 而表面波在

各向同性材料是非频散波 [16], 且微扰法暗含瑞利

波波速不变的假设, 故不再对非线性边界条件方

程 (17)进行研究. 

2.3    基于微扰解的表面波非线性系数

β α = 1忽略方程 (4)含下标   的项并令   即可得

到一维非线性纵波的质点位移运动方程如下: 

u1,11 −
1

c2l
u1,tt = βlu1,1u1,11. (33)

u
(1)
l = U0ei(klx1−ωt)如前所述, 当线性基波解为  , 可

以得到纵波二次谐波解为 [24]
 

u
(2)
l =

βlU
2
0 k

2
l x1

8
ei(2klx1−2ωt), (34)

因此, 纵波非线性系数测量表达式为 

βl =
8u

(2)
l(

u
(1)
l

)2
k2l x1

. (35)

x3 = 0

通过对比纵波非线性系数的定义式及测量表

达式, 开展对表面波非线性系数的研究. 在非线性

表面波实验中, 测量信号一般是  表面的面外

位移分量. 结合方程 (18)、方程 (19)和方程 (22)—

u3 Aφ(27), 位移  可采用纵波势函数幅值  表示: 

u3 = A1 +A2 +AC
2

=
ηk2t

2k2r − k2t
Aφei(krx1−ωt) − ikrηx1R1

4k4l
A2

φe
i(2krx1−2ωt)

+DconstA
2
φe

i(2krx1−2ωt), (36)

A1 A2

AC
2

Dconst

式中, 右边第一部分   代表基波, 第二部分   代

表累积效应的二次谐波, 第三部分   代表无累积

效应的二次谐波. 其中  表示如下: 

Dconst =
−ηR1

8k4l

−
2η

(
2k2r − k2t

)
R3

ξkr (ξ + 3η) (ξ − η)(ξ + η − 2kr)(ξ + η + 2kr)

+

(
4k2r − 2k2t

)
R4

ξ (3ξ + η) (η − ξ) (ξ + η − 2kr) (ξ + η + 2kr)

− η2R2

4ζ (k2l − k2t ) k
2
t
. (37)

在实际应用中, 换能器的接收信号中二次谐波

相对较弱, 且二次以上的高次谐波更难获得, 所以

求得的摄动解仍具有参考意义. 此外, 需要说明的

是, 本文仅考虑在一定的传播距离内进行测量, 即

可检测随距离增加具有累积效应的二次谐波成分.

因此可以参考方程 (35)给出非线性表面波的测量

表达式: 

u
(2)
3 =

βrk
2
r x1

(
u
(1)
3

)2
8

. (38)

结合方程 (27)、方程 (36)和方程 (38), 可以得到非

线性表面波实验中测量的非线性系数 (定义式)为 

βr =

16krξ(kr − η)
3
(kr + η)

3
(−3λ− 6µ− 2A− 6B − 2C)

k4l k
4
t (λ+ 2µ)

.

(39)

kr η ξ

ω ρ0

βl

实际上, 消去表达式中的波数  , 以及  和  中包含

的角频率   和密度   , 可以看到方程 (39)与纵波

非线性系数  相似, 仅由材料的二、三阶弹性常数

确定. 

3   仿真分析

本节基于 COMSOL MultiphysicsR 有限元软

件验证第 2节中得到的非线性表面波解析解, 主要

应用该软件中“Murnaghan material”材料模型探究

材料非线性与声学非线性问题. 该模型需要指定材
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料二、三阶弹性常数数值以确定材料应力应变关系,

与前述理论推导得到非线性表面波仅由材料的二、

三阶弹性常数确定的结论相符, 且已有研究证实了

利用该软件验证非线性超声理论问题的可行性 [24]. 

3.1    表面波有限元模型

βl = 173.699, βr = 292.197

x3

忽略表面波传播过程中的衰减和衍射影响, 即

建立非衰减材料中的二维有限元模型, 如图 2所示,

选用纯铝作为仿真对象, 具体材料参数如表 1所列.

为了增强非线性声波的仿真效果, 提高信噪比, 仿

真中将材料三阶弹性常数设置为表 1中材料三阶弹

性常数的10倍[25](即  ). 根据

方程 (24)计算得到线性表面波声速为 2892.22 m/s,

采用位移幅值为 10 nm, 频率为 2 MHz的 8个周

期正弦波信号作为点声源. 模型宽度为 40 mm, 点

源设置在左端点 10 mm处, 避免将边界网格奇点

作为激发源, 同时降低反向传播的声波的干扰, 且

能保证足够的正向传播距离; 模型厚度大于表面波

传播距离的 2倍, 以消除反射的纵/横波的影响.

求解区域材料属性设置为超弹性, 采用直接求解器

中速度最快的 Pardiso求解器求解. 最后, 在表面

点源后以 1 mm间隔放置探针记录   方向位移,

采用 FFT算法将记录的时域位移信号转换为频域

信号进行分析.
  

指定位移

超弹性

40 mm

7
0
 
m

m

低反射边界

自由边界

6 mm

固定
约束

细网格
30 mm

预定义网格

1

3

探针点

图 2    非线性表面波二维有限元模型示意图

Fig. 2. Schematic  diagram  of  two-dimensional  (2D)  finite

element model for nonlinear surface wave.
 

dmax

dmin dmax/2

为保证计算精度和可靠性, 将近表面黄色区

域 (厚度大于 4倍波长)最大网格尺寸  设置为

最大解析频率 4 MHz时表面波波长的 1/20, 即

3.615×10–2 mm, 最小网格尺寸  设置为  ,

其余区域划分为预定义极细自由三角形网格. 时间

∆t步长   由关联最小网格尺寸和时间步长的 CFL

参数确定:
 

CFL = cr∆t/dmin, (40)

∆tCFL一般取值 0.2, 则  取值为 1.25×10–9 s.
 

3.2    有限元模型检验

x1

为了验证本文激励信号波形、材料参数和网格

时间步长设置的有效性, 开展非线性纵波传播数值

模拟的预验证实验. 采用线源和周期性边界条件,

使纵波能以平面波形式传播 . 相关传播模型如

图 3所示, 试块厚度设为 1个纵波波长以节省计算

量. 与 3.1节相比, 仿真材料参数数值设置不变. 时

间步长不变, 网格参数按照纵波波长做相应调整,

探针布置在试块中间记录  方向位移.
  

周期性条件

超弹性指定
位移

3.088 mm

3

探针点

1

自由
边界

40 mm

图 3    非线性纵波二维有限元模型示意图

Fig. 3. Schematic  diagram  of  2D  finite  element  model  for

the nonlinear longitudinal wave.
 

探针波形信号以及纵波中基波和二次谐波随

传播距离的变化情况如图 4所示. 基波幅值在传播

过程保持不变, 拟合幅值是 10 nm, 与所模拟纵波

为平面波的设置相符; 二次谐波幅值随距离线性增

加, 需要说明的是, 非 0截距来自数值离散误差.

βlU
2
0 k

2
l
/
8

βl kl

根据方程 (34), 二次波幅值-传播距离的斜率

理论系数应为   , 利用仿真结果拟合值以

及  和  的理论值可反算出基波幅值, 再将其与仿

真基波拟合幅值进行对比验证. 预测基波幅值为

9.98 nm, 而仿真结果为 10 nm. 纵波超声非线性具

有较为成熟的理论, 仿真结果与理论一致, 由此验

证了该仿真模型在非线性超声波传播特性模拟中

的有效性. 

 

表 1    纯铝和三种铝合金的密度和弹性常数
Table 1.    Densities  and  elastic  coefficients  of  pure

aluminum and three aluminum alloys.

材料
ρ0  /

(kg·m3)
λ  /
GPa

µ  /
GPa

A  /
GPa

B  /
GPa

C  /
GPa

Al[24] 2700 51 26 –350 –155 –95

Al2024[26] 2780 56.9 27.7 –305 –146 31

Al6061[27] 2705 59.5 26.1 –337 –129.5 16.5

Al7075[28] 2800 54.9 26.5 –351.2 –149.4 –102.8
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3.3    非线性表面波仿真

本小节对非线性表面波进行仿真研究. 仿真中

得到的非线性表面波的典型波形信号, 以及不同位

置处基波和二次波面外分量幅值随传播距离的变

化如图 5所示, 二次波幅值随传播距离增加近似线

性增长.

首先, 根据方程 (41)表示的波形重叠法确定

不同距离点信号的传播时间, 计算得到非线性表面

波声速 [29]: 

cr=
d

td
, td=argmax

(∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f1 (x) f2 (x− td)

∣∣∣∣) ,

(41)

f1 f2 d其中,   和  是距离为  的两个时域信号序列. 计

算得到非线性声表面波速度为 2892 m/s, 验证了

2.2节关于表面波传播声速不变的假设. 同时, 通

过声速可以确定图 5(a)所示波包为表面波. 假设

βrk
2
r
(
u
(1)
3

)2
/8

波包中的二次谐波仅源于纵波分量的纯纵波非线

性特性, 根据 3.2节该条件下计算所得的二次谐

波-距离斜率理论系数为 0.121, 与图 5(b)所示有

明显差异, 表明该二次谐波应来自非线性表面波传

播特性, 且该过程与纯纵波非线性效应区别较大.

最后, 根据方程 (38)和方程 (39), 二次波幅值-传

播距离斜率理论系数为  , 据此反算出

基波幅值为 1.452 nm, 与基波拟合幅值相比符合

良好. 综上所述, 有限元仿真结果验证了本文提出

的非线性表面波理论的准确性.
 

4   非线性表面波特性的数值计算与分析
 

4.1    谐波幅值的数值结果

首先利用微扰解的数值结果分析非线性表面
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图 4    纵波仿真结果图　(a)传播距离 15 mm处探针的信号图; (b) 基波和二次谐波幅值随距离变化图, 蓝色点是仿真结果, 黄

色实线是线性拟合结果

Fig. 4. Simulation results for the nonlinear longitudinal wave: (a) Typical signal at 15 mm propagation distance; (b) plots of funda-

mental wave and second harmonic amplitude versus propagation distance, where blue points denote the simulation results, and the

yellow solid line denotes the fitting line. 
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图 5    表面波仿真结果　(a) 传播距离 15 mm处探针的信号图; (b) 基波和二次谐波幅值随距离变化图, 蓝色点是仿真结果, 黄

色实线是拟合结果

Fig. 5. Simulation results for the nonlinear surface wave: (a) Typical signal at 15 mm propagation distance; (b) plots of fundament-

al wave and second harmonic amplitude versus propagation distance, where blue points denote the simulation results, and the yel-

low solid line denotes the fitting line. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 16 (2022)    164301

164301-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


波谐波传播特性, 并与非线性纵波谐波对比. 根据

方程 (36)和方程 (34), 采用表 1中纯铝的材料参

数, 分别计算不同初始条件和传播距离的表面波面

外分量, 以及同等条件下纵波传播时二次谐波幅

值, 结果如表 2所列.

A2

u
(2)
l

A2 u
(2)
l

AC
2 A2

由表 2可知, 累积二次表面波幅值   和纵波

二次幅值  均随基波幅值、频率或传播距离的变

化呈正相关, 具有相同的传播特性. 然而, 在相同

条件下, 由于表面波波数较大,   幅值会比  高

一个数量级; 在实际中, 低衰减和能量集中等特性

将使二次表面波可测量性更强. 因此, 非线性表面

波技术相比纵波具有更高的信噪比. 非积累二次谐

波幅值  幅值比  小两个数量级, 且可能包含边

界耦合非线性 [30] 和微扰法误差, 因此实际测量中

可以忽略. 

4.2    非线性系数的数值结果

本小节将根据表 1中的材料参数, 计算纵波和

表面波非线性系数数值结果并进行对比分析. 在此

之前, 首先列出当前学界应用较多的几种表面波非

线性系数定义, 并纳入比较范围. Herrmann等 [17]

基于非线性表面波纵波分量的近似推导得出: 

βl =
8iu(2)

3

k2l x1

(
u
(1)
3

)2 η

kr

[
1− 2k2r(

2k2r − k2t
)] . (42)

结合方程 (38), 其定义的表面波非线性系数可表示为 

β̄r = βl
ik2l

(
2k2r − k2t

)
ηk2t kr

. (43)

vn n = 1, 2, · · ·
β11

Shull等 [31] 基于 Zabolotskaya[16] 的理论体系,

以质点速度谐波幅值   (  )作为研究变

量, 参考流体情况, 定义表面波非线性系数  为 

β11 =
2crv2
krxv21

=
4µS11

ζρc2r
, (44)

S11 ζ vn u
(n)
3参数   和    的详细表达式见文献 [31],    和  

有如下关系 [16]: 

vn = inωu(n)
3

2k2r − k2t
2k2r − k2t − 2ηξ

. (45)

u
(n)
3 β̄11

结合方程 (38), 方程 (44)和方程 (45), 可得基于

 定义的  表示为
 

β̄11 =
8µS11

ζρc2r

2k2r − k2t
2k2r − k2t − 2ηξ

. (46)

δR

Masurkar和 Tse[18] 对二阶非线性应力应变关

系做进一步近似, 提出一种基于谐波实际测量幅值

的归一化非线性系数   . 该系数实际是将信号按

基波幅值归一化, 表示如下: 

δR =
u
(2)
3

u
(1)
3

F (kr, η, ξ) , (47)

F (kr, η, ξ)式中  是特征函数, 具体表达式见文献 [18].

将表 1中 4种金属的材料参数代入方程 (39)、

方程 (43)、方程 (46)和方程 (47)中计算上述相关

的非线性系数, 结果如表 3所列.
 
 

表 3    表 1中 4种材料的非线性系数

Table 3.    Nonlinear parameters of four materials listed in

Table 1.

材料 βl βr β̄r β̄11 δR 

Al 14.670 24.672 4.740 1.166 22.191

Al2024 9.680 15.799 3.044 0.674 13.892

Al6061 9.695 14.753 2.860 0.733 14.444

Al7075 13.723 22.271 4.293 1.024 21.227
 
 

βr βl β̄11

β̄11

δR βr

δR

由表 3可知,    数值比   大, 而   的数值最

小. 这是由于  推导过程主要是基于的质点速度

慢变幅值, 且其推导中存在近似, 不适用于实际测

量对象是面外位移分量的情况.   和  数值相近,

但对比方程 (47)和方程 (39), 不考虑衰减和衍射

效应时,    值会随初始条件和传播距离的变化而

表 2    初始条件和传播距离对面外分量和纵波二次谐波幅值的影响
Table 2.    The effects of  initial  conditions and propagation distance on the amplitudes of  out-of-plane component and the

second harmonic longitudinal wave.

序号 传播距离r/m 频率f/MHz A1基波幅值  /nm
二次谐波幅值

A2  /nm AC
2  /nm u

(2)
l  /nm

1 0.2 1 1 2.91×10–3 3.05×10–5 3.80×10–4

2 0.2 0.2 1 1.16×10–4 6.11×10–6 1.52×10–5

3 0.2 1 5 7.28×10–2 7.62×10–4 9.48×10–3

4 0.5 1 1 2.91×10–2 1.22×10–4 3.80×10–3
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变化; 反之, 当衰减或衍射影响成为主导因素时,

其数值可能会出现单个或多个局部峰值, 该现象还

有待深入理论研究. 此外, 由方程 (39)可知, 表面

波非线性系数与纵波非线性系数存在确定数值关

系, 与材料的二阶弹性常数相关, 随材料变化而改

变. 综上, 结果表明, 非线性表面波传播特性与纵

波相似, 但在初始条件相同时表面波谐波幅值比纵

波谐波幅值高, 因此在实际测量中信噪比更高. 

5   总　结

本文首先采用微扰法研究了准线性条件下材

料中的非线性表面波传播特性, 引入势函数描述非

线性表面波的波动控制方程, 推导了基波和二次谐

波解, 并得到了表面波非线性系数定义式. 结果显

示, 由纵波位移势自谐振产生的累积项幅值比纵波

的二次谐波幅值大, 而且具有能量集中、衰减低等

特性, 使非线性表面波检测技术在实际应用中比非

线性纵波具有更高的信噪比; 由横波分量引起的谐

波项幅值没有累积效应, 因此对表面波二次谐波的

影响可以忽略. 二维表面波有限元模型位移幅值仿

真结果与理论值符合良好, 证实了本文理论推导过

程的有效性以及所得谐波微扰解的准确性. 最后,

根据微扰解的数值结果探究了当前几种表面波相

关的非线性系数之间的联系, 对比计算结果可知表

面波非线性系数和纵波非线性系数存在正比关系,

并且该系数只与材料二次弹性常数有关. 目前仅限

于理论推导和数值模拟分析, 后续将继续研究实际

测量相对于当前理想情况的修正理论, 从而研发一

套可靠的测量设备及方法, 实现利用表面波绝对非

线性系数评价材料状态.
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Abstract

The properties of ultrasonic nonlinear surface wave in the quasilinear region are investigated. In this work

the governing equation of particle displacement potential is employed for surface wave in isotropic elastic solid

with  quadratic  nonlinearity.  Then,  the  quasilinear  solution  of  the  nonlinear  surface  wave  is  obtained  by  the

perturbation method,  and the absolute  nonlinear  parameter  of  the surface wave is  derived.  Subsequently,  the

main components of  the second harmonic surface wave solution are discussed.  A finite element model  for  the

propagating  nonlinear  surface  wave  is  developed,  and  simulation  results  of  the  nonlinear  surface  wave

displacements  agree  well  with  the  theoretical  solutions,  which  indicates  that  the  proposed  theory  is  effective.

Finally,  the  properties  of  wave  propagation  and  the  characteristic  of  the  nonlinear  parameter  for  the  surface

wave are analyzed based on the theoretical solutions. It is found that the second harmonic surface wave consists

of cumulative and non-cumulative displacement terms. The cumulative displacement term is related to the self-

interaction of the longitudinal wave component of the surface wave. However, its amplitude is larger than that

of  the  pure  longitudinal  wave  when  the  initial  excitation  conditions  and  propagation  distances  are  the  same.

The  nonlinear  parameters  for  surface  and  longitudinal  waves  are  related  to  each  other,  and  an  explicit

relationship  is  found,  which  can  be  determined  by  the  second-order  elastic  coefficients  of  the  material.  The

propagation  properties  of  nonlinear  surface  waves  and  the  measurement  method  of  absolute  nonlinear

parameters are also discussed, which will benefit the practical application of nonlinear surface waves.

Keywords: nonlinear  surface  wave,  perturbation  theory,  nonlinear  parameter,  finite  element  modeling
simulation
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