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专题: 低维材料的新奇物性

强关联电子体系的量子蒙特卡罗计算*

许霄琰†

(上海交通大学物理与天文学院, 上海　200240)

(2022 年 1 月 11日收到; 2022 年 2 月 12日收到修改稿)

理解强关联电子体系是一个长期的重要目标, 该体系的魅力不仅在于其背后蕴藏着深刻的物理, 还在于

其中涌现出的丰富物质态在量子调控、量子计算等领域具有巨大的潜在应用价值. 同时, 理论上非微扰地理

解强关联电子体系是极其困难的, 一直充满挑战. 量子蒙特卡罗计算是一类非微扰计算的标准方法, 有助于

对强关联电子体系提供非微扰的理解, 因而广泛运用于凝聚态和高能物理领域. 然而, 量子蒙特卡罗计算通

常会受到负符号问题的困扰. 本文将具体介绍一些无负符号关联电子模型的设计思路, 并讨论我们近期提出

的符号边界理论. 通过设计无负符号或者具有代数符号行为的强关联电子模型, 可以帮助人们研究很多重要

的量子多体问题, 包括巡游磁性量子临界行为、非常规超导和磁性序的竞争, 以及莫尔 (moiré)量子物质中的

关联物相与相变等.
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1   引　言

强关联电子体系的研究可以追溯到 80多年前

一些部分填充的过渡金属氧化物绝缘体的发现 [1].

众所周知, 晶格中的电子运动受到周期性晶格势场

的作用, 在近自由电子近似的框架下, 电子能级形

成以波矢标记的能带, 同时由于泡利不相容原理,

电子依能量从低往高填充能带, 占据费米面以下的

电子态. 这种近自由电子能带理论的图像帮助人们

对固体材料进行金属、绝缘体和半导体的划分. 进

一步, 朗道的费米液体唯象理论建立了相互作用下

的费米液体与无相互作用费米子体系的对应关系,

并论证了费米面附近的准粒子在低温下的稳定性,

后来的微扰重整化群的计算 [2−5], 也进一步论证了

费米面在短程库仑排斥相互作用下的稳定性. 朗道

的费米液体理论给出了关于金属很多性质的预言,

比如电阻与温度的二次方关系, 比热与温度的线性

关系等. 结合能带理论和费米液体理论, 通常认为

低温下金属是较为稳定的, 注意这里暂不讨论超导

不稳定性. 因此, 当实验上发现一些能带部分填充

的过渡金属氧化物不是金属反而是绝缘体时, 能带

理论和费米液体理论都遇到了困难. 超越能带理论

和费米液体理论实验现象的发现, 使得早期人们就

意识到了电子间强关联相互作用可能导致的不可

微扰性. 从电子间库仑相互作用出发, 可导出一些

图像简洁、物理极为丰富的强关联电子有效模型,

例如哈伯德模型和 t-J模型. 这些模型普遍被认为

可以用来描述过渡金属氧化物中电子关联驱动的

金属-绝缘体转变, 以及掺杂的莫特绝缘体等 [6−8].

20世纪 80年代末以来, 随着铜基高温超导材

料的发现 [9], 对于强关联电子模型的研究逐渐深入,

人们希望通过对这些强关联电子模型的研究揭示

铜基高温超导材料中丰富的物理性质 [6−8]. 铜基高

温超导材料具有非常丰富的相图 [10], 在欠掺杂区

存在所谓的赝能隙, 并且存在多种序的交织竞争,
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电荷涨落、反铁磁涨落和库珀对涨落等交织在一起 [11],

让问题变得复杂. 而在最佳掺杂超导相以上, 有所

谓的奇异金属行为, 在奇异金属中, 电阻与温度的

关系偏离费米液体理论所预言的二次方关系, 表现

出非费米液体行为. 除了过渡金属氧化物, 在铁基

超导、重费米子和过渡金属合金等材料磁序或电荷

序相变的边缘, 人们也观测到了比较普遍的费米液

体不稳定性, 并发现了奇异金属行为 [12]. 近年来,

人们对莫尔 (moiré)超晶格材料中可能存在的强

关联电子行为也产生了极大的研究兴趣 [13−18]. 强

关联电子中不仅蕴藏着丰富的物理特性, 其中涌现

出的新奇物态更是具有巨大的潜在应用价值. 以具

有量子阻挫的莫特绝缘体为例, 其中可能存在具有

长程纠缠的量子自旋液体态, 可支持具有非阿贝尔

统计的任意子激发 [19], 具有用于量子计算的潜力.

Zw =
∑

c
wc w

wc

c

wc

wc

wc

Zv =
∑

c
vc

vc

⟨O⟩ = ⟨O⟩v/⟨sign⟩v ⟨O⟩v
⟨O⟩v =

∑
c
Ocvc/Zv

尽管强关联电子体系已经发现数十年并且较

为普遍存在, 但如何理解其中的物理依然是如今凝

聚态物理研究的重要课题. 微扰论的角度是一个非

常好的出发点, 可惜很多强关联电子问题却是不可

微扰计算的 (本文中后面提到的巡游磁性量子临界

问题就是一个非常好的例子), 因而其中一条极其

艰难的道路就是寻找强关联电子模型的严格解, 无

论是解析上还是数值上的严格解均具有重要意义.

量子蒙特卡罗计算是一类标准的非微扰数值计算

方法, 广泛运用于凝聚态和高能物理中. 给定一个

体系 w, 在某个特定的表象下给出体系的配分函数

 , 这里给配分函数引入一个下标  , 用

以标记该配分函数是以  标记的权重对所有构型

 的求和, 这一标记对于后面的讨论会有帮助. 对

于一个量子问题, 如果可以找到一个表象使得  

总是非负实数, 那么  就可以被解释成经典概率,

从而可以设计蒙特卡罗算法来做重要性抽样计算;

如果不考虑可能会出现的抽样慢化等问题, 通常这

也就意味着找到了一个多项式复杂度的计算方法,

并且通过增加样本数, 大数定理可以保证观测量的

误差是可控收敛的. 但是, 对于很多模型我们目前

还不知道如何找到表象使得   总是非负实数, 通

常的做法就是引入一个具有同样构型空间的参考

系统 v, 其配分函数为   , 它的所有构型

的权重   都是非负实数. 依赖这个参考系统的抽

样, 观测量可写成  ,   是观测

量在该参考系统中的观测值   ;

⟨sign⟩v
⟨sign⟩v ≡ Zw

Zv
∼ e−βN∆f ∆f

∆f

vc = |wc|

 是所谓的符号观测值, 它等于两个系统配分

函数的比值,    , 这里   是

原始系统和参考系统的自由能密度差, 且通常  ≥

0 (例如通常取   , 可证 Zw≤Zv). 可见这个

符号观测值通常与系统尺寸成指数关系衰减到零,

使得观测量误差出现指数性的放大. 为了取得可控

的蒙特卡罗误差, 样本数也需要指数性地增大, 因

此计算复杂度变为指数型, 这就是所谓的负符号问

题, 以及人们对它的通常理解. 人们曾经证明如果

可以有效解决非确定性多项式 (non-deterministic

polynomial, NP)问题, 那么解决 NP问题的方案

可以用来解决符号问题 [20], 这样一来很多强关联

电子问题就可以迎刃而解, 然而这还未发生. 但

这一点并不表明负符号问题是一个 NP问题, 并且

事实上一些量子多体模型的负符号问题已经被解

决, 感兴趣的读者可以参考文献 [21]中引用的诸多

文献.

行列式量子蒙特卡罗方法是一类重要的量子

蒙特卡罗算法, 主要用于处理关联电子体系, 特别

是定义在晶格上的强关联电子模型. 行列式量子蒙

特卡罗方法又称 BSS (Blankenbecler-Scalapino-

Sugar)算法 [22], 可以直接用于计算费米子-玻色子

耦合格点模型, 也可以用于处理费米子多体相互作

用模型, 其中相互作用项可以通过 HS (Hubbard-

Stratonovich)变换转换成费米子与玻色子耦合的

形式. 行列式量子蒙特卡洛方法已经广泛运用于强

关联电子体系, 比较具有代表性的有求解半满二分

晶格上的哈伯德模型 [23−28]、Kane-Mele-哈伯德模

型 [29−31]、半满近藤模型 [32]、Holstein模型 [33,34]、t-V

模型 [35,36] 和规范场与费米子物质场耦合模型 [37−39]

等, 不一而足. 近年来随着对于去负符号的人工设

计模型的探索 [40−42], 行列式量子蒙特卡罗也推动

了巡游磁性量子临界行为的研究.

本文将总结我们在去负符号关联电子模型设

计方面的思路, 介绍我们提出的符号边界理论, 并

列举几个典型的量子蒙特卡罗计算的具体实例, 包

括: 1)研究巡游磁性量子临界行为, 观测巡游磁性

量子临界点上的非费米液体行为, 并在非微扰的数

值计算中发现巡游铁磁量子临界区中费米子自能

与频率的幂律关系; 2)研究有节点的 d-波超导和

反铁磁序的竞争, 以及可能产生的新的物质相和相

变; 3)研究魔角双层石墨烯相关有效模型中的丰
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富物质态. 限于篇幅, 这里无法具体介绍所有无负

符号强关联电子问题量子蒙特卡罗计算方向的重

要进展, 希望读者可以借助文中引用的一些最新的

综述类参考文献 [40−43], 获得一个更为全面的认识.

同时, 本文的侧重点主要分析负符号问题, 因此,

不会重点介绍具体的行列式量子蒙特卡罗算法, 感

兴趣的读者可以参考文献 [22, 44, 45]; 对于其中具

体模型的计算结果仅做简要介绍, 感兴趣的读者请

参考每个模型研究对应的特定文献. 

2   负符号问题与去负符号关联电子
模型的设计

 

2.1    行列式量子蒙特卡罗计算中的负符号
问题

Z = Tr
(
e−βH

)
β Lτ ∆τ β =

Lτ∆τ H

H = H0 +HI ∆τ

e−∆τH ≈e−∆τH0/2e−∆τHIe−∆τH0/2

HI=U
∑

i
(ni↑ −

1

2
)(ni↓ −

1

2
)

e−U∆τ (ni↑− 1
2 )(ni↓− 1

2 )=λ
∑

si,l=±1
eαsi,l(ni↑+ni↓−1)

α = acosh
(
e− 1

2U∆τ

)
λ =

1

2
e 1

4U∆τ U

ni↑ ni↓ i

si,l i

l

H0 K

HI

Vl Bl =

e−∆τK/2eVle−∆τK/2

Z =
∑

{si,l}
wb [{si,l}]wf [{ si,l }]

wf [{si,l}] = det(I +B) wb [{si,l}] = λNe−α
∑

i,lsi,l

B =
∏

lBl U < 0 α

wb [{si,l}] > 0

H0 wf [{si,l}]

接下来将借助于行列式量子蒙特卡罗方法的

框架具体讨论负符号问题, 其中的一些结论也可能

运用于其他量子蒙特卡罗方法. 以哈伯德模型为例,

介绍行列式量子蒙特卡罗方法的基本思路. 从系统

的配分函数出发,    , 对虚时作 Tro-

tter分解, 即把   分成   小份, 每小份为    ( 

 ), 同时把系统哈密顿量  写成无相互作用和

相互作用两部分,   . 在  很小时, 可作

近似  , 其中对于相

互作用部分  , 作 HS变

换  .

这里   ;    ,    是相互

作用强度,   和  分别是  格点上的上自旋和下

自旋的密度算符;   为辅助场,   是空间格点指标,

 是虚时格点指标. 方便起见, 记无相互作用部分哈

密顿量  的费米子双线性项的系数矩阵为  , 记

HS变换后相互作用部分哈密顿量   的费米子双

线性项系数矩阵为   , 并引入虚时演化矩阵  

 . 由于 HS变换之后系统中只含

有费米子双线性项, 费米子自由度可以很容易地被

求迹掉 [22,45],   , 其中

 ,      ,

 . 显然对于吸引相互作用  ,   是一

个实数, 所以   ; 对于费米子部分, 假

设  部分是自旋等价的且只含有实数, 那么 

可以写成两个相等的实数行列式的平方, 所以也是

非负实数. 可见吸引相互作用的哈伯德模型通常是

U > 0 α

wb [{si,l}] , wf [{ si,l }]
没有负符号问题的. 对于排斥相互作用   ,   

是一个纯虚数,   通常都不是非

负实数, 我们只能证明在特殊情况下, 例如在二分

晶格上仅具有不同子格间跃迁且半填充的时候是

没有负符号问题的. 以上讨论都是基于我们用的特

定的 HS变换, 对于不同的 HS变换, 负符号问题

的表现通常会不同. 但需要说明的一点是, 对于具

有一般填充的排斥相互作用的哈伯德模型, 目前还

没有找到一个可行的 HS变换来完全避免负符号

问题. 

2.2    去负符号关联电子模型的设计思路

ĥl (c)

U U2 = −1

ĥl (c) U ĥU−1 = ĥ W (c) = Tr
∏

le
ĥl(c) =

det (I +B) ⩾ 0

近年来人们对于负符号问题的理解取得了很

多重要进展, 特别是在寻找对称性或者数学操作用

来规避负符号问题方面有了很多新的见解, 其中较

为普遍的是反幺正对称性的使用 [46−49]. 我们继续

在行列式量子蒙特卡罗方法的框架下来讨论, 假

设 HS变换之后所有的费米子双线性算符均满足

粒子数守恒, 记为  . 可以证明, 如果存在反幺正

算符   , 且   , 对任意的费米子双线性算符

 均满足  , 那么 

 . 详细证明可以参考文献 [49].

c†hc

U = iσ2K U2 = −1 i σi=1,2,3

K

h ∼ σ0 + iσ1 + iσ2 + iσ3

σ0

h ∼ σ0

U2 = −1 U = iσ02K
U = iσ12K U = iσ23K σij = σi ⊗ σj

这一无负符号问题的充分条件在设计人工去

负符号问题关联电子模型方面具有较为广泛的指

导意义. 比如对于一个单轨道且考虑费米子自旋的

晶格模型, 在 HS变换之后, 粒子数守恒的费米子

双线性算符记为  , 可以通过给定一个反幺正算

符来约束费米子双线性算符的形式. 比如给定反幺

正算符  (  ,   为虚数单位,  

为泡利矩阵,   为复共轭操作), 与该反幺正算符对

易的费米子双线性算符在自旋空间具有通式

 , 这里省去了泡利矩阵前

的实数系数和格点指标,   表示单位矩阵. 符合该

通式的模型就是没有负符号问题的. 2.1节提到的

吸引相互作用的哈伯德模型, 其 HS变换后的费米

子双线性项   就符合以上通式, 所以从这个

角度看也是没有负符号问题的. 这种讨论可以很容

易推广到更多轨道问题, 比如对于一个两轨道问题,

可供选择的反幺正且  的算符有  ,

 和  , 这里  , 额外

引入的泡利矩阵用于表示轨道自由度. 利用这一规

则规避负符号问题的例子很多, 比如在文献 [50]
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σ00 + σ11 + σ12 + σ13

iσ32K
σ00 + σ03

iσ20K
σ00 + σ01 + σ02

iσ21K

中, 费米子双线性算符具有  

的形式, 与反幺正算符  对易; 在文献 [51]中,

费米子双线性算符具有   的形式, 与反幺

正算符   对易; 在文献 [52]中, 费米子双线性

算符具有   的形式, 与反幺正算符

 对易.

c̃i,↑ = ci,↑

c̃i,↓ = (−)
i
c†i,↓

U

2

∑
i
(ni,↑ + ni,↓ − 1)

2

U

2

∑
i
(ñi,↑ − ñi,↓)

2

σ0 + iσ3

iσ2K

同时, 还要补充一点, 对于二分晶格体系上具

有粒子空穴对称性的模型, 有时可以通过部分粒子

空穴变换来获得无负符号的费米子双线性算符形

式. 例如对于二分晶格上半填充排斥相互作用的费

米子哈伯德模型, 如果仅有不同子格间跃迁, 那么

可以重新定义费米子产生和湮灭算符, 例如定义新

的上自旋湮灭算符   , 新的下自旋湮灭算

符    , 新的产生算符由新的湮灭算符

取厄密共轭得到, 在该定义下跃迁部分的形式不

变 , 相互作用部分从   变为

 , 当 HS变换到新的“自旋”通道

时费米子双线性算符在自旋空间具有   的

形式, 与反幺正算符   对易, 因而没有负符号

问题.

自从 2013年以来, 又发现了更多类型对称保

护的无负符号问题. 首先是半满的自旋极化的具有

排斥相互作用的电子模型 (t-V模型)的负符号问

题被通过所谓的费米口袋方法所解决 [53]. 之后又

发现了更多新的框架可解决 t-V模型的负符号问

题, 包括连续时间蒙特卡罗 [54] 以及突破性地采用

Majorana表象 [35] 等, 更有意思的是这些新的框架

显示了一定的可拓展性, 可用于解决一些其他类型

模型的负符号问题. 这些发展也启发了后续总结和

发现分裂正交群 [36]、Majorana时间反演 [55]、Majo-

rana反射正性 [56]、半群 [57]、赝幺正群 [39] 等一系列无

负符号问题指导规则, 限于篇幅我们不能一一介绍. 

2.3    符号边界理论

尽管规避负符号问题的指导规则非常有用, 但

是还有很多重要模型的负符号问题没有得到解决,

极具代表性的有一般填充的排斥相互作用哈伯德

模型、t-J模型等. 因此, 很有必要搞清楚负符号问

题本身的特性, 可惜人们在这方面的见解还很有限.

正如引言中的说明, 人们通常认为如果无法找

到一个表象使得任意构型的权重都是非负的, 那么

需要引入权重非负的参考系统, 在参考系统中符号

测量平均值会随着系统大小指数衰减为零. 然而,

我们近期的研究发现符号测量平均值的行为是很

丰富的, 在一些情况下呈指数衰减, 而在另外一些

情况下却可以是多项式衰减 [58]. 基于此, 我们提出

了符号边界理论 [21], 认为低温下符号问题的表现

与原始系统以及参考系统的基态能量和基态简并

度有关, 这建立了负符号问题与模型本身物理性质

的直接联系, 对于规避、减轻、甚至运用负符号问

题均具有重要意义.

Ew

gw Zw = gwe−βEw

Ev

gv

⟨sign⟩v ≡ Zw

Zv
=

gwe−βEw

gve−βEv

v = |Rw| Rw

w |Rw|
|w|2 |w|

⟨Rw⟩ ⩽

⟨|Rw|⟩ ⩽
√
⟨|w|2⟩ ⟨Rw⟩ ⩽ ⟨|Rw|⟩ ⩽ ⟨|w|⟩

⟨·⟩ w

wc → pcwc

vc → pcvc

pc ⩾ 0
∑

c
pc = 1 ⟨·⟩

pc

具体来说, 考虑一个有能隙的厄密体系 (蒙特

卡罗计算中考虑的有限大小体系都是有能隙的),

其配分函数在低温极限下与系统的基态能量  和

基态简并度   的关系为:    . 假设原

始体系是有负符号问题的, 引入参考体系 v, 并假

设可以找到它对应的物理系统, 其基态能量为  ,

基态简并度为  , 则参考体系中符号测量值在低温

极限下为   . 在计算中, 通

常定义参考系统的权重为  , 这里  表示

取  的实部, 但是寻找  对应的物理系统是很困

难的, 实际发现权重为  或者  的参考系统可能

更容易找到其对应的物理系统. 利用关系  

 , 以及   (不

带下标的  表示算术平均, 有时可以从体系  中分

离出一个依赖构型的归一化因子,    , 参

考系统中也分离出同样的归一化因子,    ,

其中   , 且   , 此时   表示在该归一

化因子  下的加权平均 [21]), 可以得到符号测量值

的不等关系为 

gwe−βEw√
g|w|2e

−βE|w|2
⩽ ⟨sign⟩|Rw| ⩽ 1, (1)

 

gwe−βEw

g|w|e−βE|w|
⩽ ⟨sign⟩|Rw| ⩽ 1. (2)

Ew = Ev

Ew ̸= Ev

以上关系意味着: 1)如果  , 符号的测量值

的边界仅与两个系统的基态简并度比值有关, 而系

统的基态简并度通常可能只是系统大小的多项式

函数; 2)如果   , 符号测量值指数趋于零;

3)通过对符号的有限尺度行为分析和参考系统的

基态能量和基态简并度的计算, 可以反推系统的基

态性质.

在第 5节中, 结合 (1)式和 (2)式, 构造了两类

模型, 其参考系统与目标系统的基态能量相等, 并
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且基态简并度是系统尺寸的多项式函数, 因而具有

代数符号边界行为. 需要指出, 如何从一般意义上

构造与目标系统具有相同基态能量的参考系统是

极其困难的问题, 也是后续研究努力的方向之一. 

3   去负符号自旋-费米子耦合模型
 

3.1    巡游磁性量子临界行为

z = 2 z = 3

d+ z

ω2/3

ω2/3

z = 2

巡游磁性量子临界现象通常发生在铜基和铁

基超导、重费米子以及过渡金属合金中磁性连续相

变的边缘, 在巡游磁性量子临界区里准粒子权重随

着温度降低趋于零, 说明在这里面建立在准粒子图

像上的费米液体理论不再适用, 表现出非费米液体

行为, 又称奇异金属行为. 解析上的工作可以追溯

到著名的基于单圈图计算的 Hertz-Millis-Moriya

理论框架 [59−61], 在这一框架下, 无论动力学临界指

数  (对应反铁磁情况), 还是  (对应铁磁或

者向列序的情况), 当维度 d ≥ 2时,   总是大

于等于上临界维度 4, 因此它会预言平均场型的临

界指数. 虽然单圈图计算对于费米液体是可靠的,

但对于非费米液体却还未有定论. 对于巡游铁磁量

子临界问题, 二阶微扰理论发现费米子自能具有

 的形式, 数幂次也表明在任意阶微扰都能重现

费米子自能的   形式 [62], 并且早期人们相信大

N展开可以让任意阶的微扰收敛可控 [63−65], 似乎

问题已经解决. 但是来自 McMaster大学的 Lee[66]

发现了前人遗漏的一类费曼图使得大 N展开不再

是收敛的, 所以巡游铁磁量子临界问题仍然是未解

谜题. 后续的代表性工作还包括更多圈图的计算,

发现可能存在的对数修正 [67]. 对于巡游反铁磁量

子临界问题, 微扰重整化群的计算 [68,69] 发现了反

常维度的存在 , 且动力学临界指数显示出偏离

 . 这些解析工作极大推动了我们对于巡游磁

性量子临界问题的理解. 在数值上, 一般填充的哈

伯德模型等强关联电子模型在已知的量子蒙特卡

罗计算框架下是有负符号问题的, 因此直接通过求

解这些关联电子模型来获得巡游磁性量子临界问

题的非微扰的数值理解目前还不可行. 但这并不表

明我们无法取得任何进展, 特别是如果我们主要只

关心巡游磁性量子临界区里的普适物理, 那么可以

忽略很多材料细节, 设计出一个有效模型, 它描写

了巡游费米子和磁性涨落的耦合, 同时还可以设计

成无负符号问题. 有了这样的无负符号问题的自

旋-费米子耦合模型, 通过研究它们的相图, 找出量

子临界点的位置, 就可以具体研究巡游量子临界点

上的普适性质. 这一数值研究的路径似乎是很完美

的, 2012年 Berg等 [50] 发表在科学杂志上的工作以

及后续工作 [70, 71] 首次进行了这样的尝试. 然而可

惜的是在这些研究中巡游磁性量子临界区被很大

的超导区域掩盖, 从而难以研究临界点本身的性

质. 可见, 设计一个超导区域被极大压制的巡游磁

性量子模型是很有必要的. 接下来将介绍我们围绕

这个方向进行的探索 [51].

σ00 + σ03

U (2)

U (2)× U (2)× Z2

Z2

U (1)

H=Hf +Hb +Hc Hf

µ

在介绍反幺正对称性保护无负符号问题中, 提

到费米子双线性算符具有  的形式是没有

负符号问题的, 这一形式可用于设计费米子与伊辛

自旋耦合格点模型. 这是一个两轨道简并的模型,

并且对于每个自旋均具有一个轨道空间的  对

称性, 即体系的对称性为   , 这里

的  是伊辛对称性. 并且发现, 其中最易于发生配

对的通道是两分量的轨道单态-自旋三重态, 由于

在我们的模型中自旋仅有  对称性, 轨道单态-

自旋三重态在有限温是可以存在的, 但在很低的温

度下都没有发现超导转变, 表明这个模型非常适合

用来研究量子临界点的性质. 具体的晶格模型为

 , 其中  是费米子项, 描写了晶格

上费米子的跃迁, 费米面的大小由化学势  来调控, 

Hf = −
∑

⟨i,j⟩
tij(c

†
iσ

00cj + h.c.)− µ
∑
i

ni;

Hb

h/J

  是横场伊辛项, 伊辛量子涨落由横场和伊辛自

旋相互作用的比值  来调控, 

Hb = J
∑
⟨i,j⟩

ZiZj − h
∑
i

Xi;

Hc ξ  是耦合项, 伊辛自旋涨落和费米子的耦合由  来

调控, 

Hc = −ξ
∑
i

Zi

(
c†iσ

03ci

)
.

ci

ni = c†iσ
00ci

X,Y, Z J

h/J

这里, 费米子算符   是四分量的 (两自旋和两轨

道), i是格点指标;   是单格点密度算符;

 表示自旋算符的 3个分量. 根据  的正负可

以研究反铁磁或铁磁的情况.   可以调控伊辛自

旋的磁有序到无序的相变, 通过耦合项, 费米子也

会发生磁有序到无序的相变. 计算发现, 耦合项会

驱动磁性相变偏离普通的伊辛相变, 实现巡游磁性

量子临界点. 
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3.2    反铁磁自旋-费米子模型中的非费米液体
行为

J > 0

Q = (±π,

±π)

λ = 1, 2

(±π,

±π)

首先考虑   , 即反铁磁的情况, 并且选择

类似铜基超导材料的费米面. 费米面上被 

 联系的热点附近的物理是我们关注的, 为了更

有效地抓住这部分的物理, 我们提出了动量选择的

超大尺寸 (EMUS)量子蒙特卡罗方法 [72]. 图 1(a)是

巡游反铁磁量子临界模型示意图 [73], 其中  

是上下层 (轨道)指标, 费米子仅在层 (轨道)内跃

迁 , 中间层为横场伊辛自旋模型 , 与上下层 (轨

道)通过自旋相互作用耦合. 图 1(b)所示为 EMUS

动量空间网络, 其中 K和 K' 都是热点, 通过  

 联系起来, 在 EMUS的框架下, 只关注热点附

近的费米子, 从而大大减少了参与计算的费米子自

由度. 图 1(c)是巡游反铁磁量子临界模型的相图,

DQMC表示利用常规行列式量子蒙特卡罗方法计

算的结果, EQMC表示利用 EMUS计算的结果,

发现虽然 EMUS给出相变点的位置不同, 但具有

和 DQMC结果类似的临界行为. 此外, 热点附近

的准粒子权重随着温度趋于零, 表现出非费米液体

行为, 并且通过对自旋关联的标度分析发现可能存

在反常维度的修正 [73]. 

3.3    铁磁自旋-费米子模型中的非费米液体
行为

在巡游反铁磁问题中, 费米面上仅有有限个热

点, 而在巡游铁磁中整个费米面都是热点, 这是二

者的根本区别. 在巡游铁磁模型的计算中, 发现整

1/ωn

个费米面上的准粒子权重都随温度趋于零, 表现出

非费米液体行为. 通过对自旋关联的标度分析发

现, 自旋磁化率具有类似 Hertz-Millis的形式, 并

且可能存在反常维度 [51]. 进一步的数据分析表明,

费米子的自能和频率的关系可以很好地被修正的

Eliashberg理论所描述 [74], 有限温费米子的自能可

以分成两部分. 其中一部分来自于热涨落的贡献,

在低频下具有类似   的行为, 如图 2(b)所示;

另一部分来自于量子贡献, 在低频极限下逼近费米

子自能和频率的 2/3幂律行为, 如图 2(c)所示. 

4   非常规超导无负符号问题模型

在强关联体系中非常规超导的出现通常伴随

着和磁序的交织竞争, 因此非微扰地理解非常规超

导和磁序间可能存在的相变是非常重要的. 非常规

超导可以通过掺杂莫特绝缘体来实现, 比如铜基中

有节点的 d-波超导. 从数值计算的角度来说, 这是

非常具有挑战性的. 同时考虑关联和掺杂通常会带

来负符号问题, 因此数值上还不能非微扰地研究有

节点的超导和反铁磁序的竞争. 但是需要注意的是

有节点的 d-波超导和反铁磁的实现并不一定需要

掺杂, 因此可能存在半满的无负符号问题的关联电

子模型可以实现它们的竞争. 从实验上来说, 人们

的确发现一些材料在压力调控下可以实现反铁磁

莫特绝缘体到非常规超导的转变 [75−80].

图 3(a)是 d-波超导和反铁磁竞争晶格模型示

意图 [81]. 考虑方格子上的关联电子模型, 为了实现
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图 1    巡游反铁磁量子临界晶格模型和计算结果 [73]　(a) 巡游反铁磁量子临界模型示意图; (b) EMUS动量空间网格; (c) 巡游反

铁磁量子临界模型的相图

Fig. 1. Itinerant antiferromagnetic quantum critical lattice model and results[73]: (a) Schematic diagram of itinerant antiferromagnet-

ic quantum critical lattice model; (b) momentum mesh for EMUS; (c) phase diagram of itinerant antiferromagnetic quantum critic-

al lattice model. 
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Ht+HU =−t
∑

⟨ij⟩,σ

(
c†i,σcj,σ+

h.c.
)
+

U

2

∑
i
(ρi,↑ + ρi,↓ − 1)

2 ρi,σ i

σ ↑ ↓

HXY =

K
∑

⟨ij⟩
n2
ij − J

∑
⟨ij,il⟩

cos (θij − θil) nij

e±iθij[
nij , e±iθij

]
= ±e±iθij

HV = V
∑

⟨ij⟩
[τijeiθij×(

c†i,↑c
†
j,↓ − c†i,↓c

†
j,↑

)
+ h.c.] τi,i±x̂ = 1 τi,i±ŷ =

H = Ht +HU +HXY +

HV

SU (2) U (1) U (1)

ci,σ → ci,σeiϕ θ → θ + 2ϕ

ci,σ → ϵic
†
i,σ θ → −θ

U ci,↑ → ϵic
†
i,↓

ci,↓ → −ϵic
†
i,↑ i → −i U2 = −1

c̃i,↑ = ci,↑ c̃i,↓ = (−)
i
c†i,↓

σ01

iσ30

(σ22 + σ12)

U = iσ20K

U2 = −1

莫特绝缘体, 哈密顿量的一部分是仅有最近邻跃迁

的半满哈伯德模型,  

 , 这里   是格点   上

自旋为   (  或  ) 的密度算符. 为了描述 d-波超导,

引入了玻色子自由度, 具体来说是引入一个量子转

子哈密顿量 , 用来描写库珀对的涨落 ,   

 , 其中   是转

子的角动量;    具有库珀对产生湮灭的意义,

 . 最后把库珀对的涨落和费米

子库珀对算符耦合起来 ,   

 , 其中   ,   

–1. 如上构造的哈密顿量  

 具有哈伯德模型同样的对称性 , 包括自旋

 对称、电荷  对称. 其中电荷  对称为

 ,    . 该模型还具有粒子空

穴对称性,   ,   . 尤其重要的是该

模型还具有一个反幺正对称性   :    ,

 ,   , 且  , 使得没有负符

号问题. 具体到蒙特卡罗计算, 首先重新定义费米

子基   ,   , 在该定义下跃迁部

分的形式不变 (在自旋/子格空间为   ), 哈伯德

相互作用通过 HS变换到新的基底下的“自旋”通

道 (在自旋/子格空间为  ), 耦合项部分的形式

变为   (自旋/子格空间), 因此费米子双

线性算符均与反幺正算符   对易 , 且

 , 故没有负符号问题.

U/t ≫ 1 K/J ≫ 1

U/t ≪ 1 K/J ≪ 1

通过考虑几种特殊情况可以获得以上模型相

图的初步认识. 当   且   , 体系处于

反铁磁态; 当   且   , 体系处于 d-波

超导态. 平均场的计算也表明了这一点, 如图 3(b)

所示, 除了反铁磁态 (AFM)和 d-波超导态 (dSC),

还存在一个有能隙的 d-波超导和反铁磁共存态

(dSCg+AFM).

由于该模型没有负符号问题, 进一步进行量子

蒙特卡罗计算, 确认了 dSCg+AFM态的存在, 更
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图 2    巡游铁磁量子临界晶格模型计算结果 [74]　(a) 巡游铁磁量子临界晶格模型示意图; (b) 巡游铁磁量子临界点上费米子自能

虚部和频率的关系; (c) 扣除热涨落的贡献之后, 费米子自能虚部与频率的关系

Fig. 2. Results of itinerant ferromagnetic quantum critical lattice model[74]: (a) Schematic phase diagram of itinerant ferromagnetic

quantum critical lattice model; (b) the relation between imaginary part of fermionic self-energy at itinerant ferromagnetic quantum

critical point and Matsubara frequency; (c) after deducting the thermal effect, the relation between the imaginary part of the fermi-

onic self-energy at itinerant ferromagnetic quantum critical point and Matsubara frequency. 
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图 3    d-波超导和反铁磁竞争晶格模型 [81]　(a) 模型示意

图 (黑色圆点表示费米子格点 , 上面定义了一个仅有最近

邻跃迁的哈伯德模型 ; 菱形点上定义了量子转子模型 , 红

色和蓝色表示转子与费米子横向和纵向库珀对算符的耦

合具有相反的相位); (b) V/t = 0.5时, 模型的平均场相图

Fig. 3. Lattice model with competition of d-wave supercon-

ductivity  and  antiferromagnetic[81]:  (a)  Schematic  diagram

of  the  lattice  model  (The  black  dots  denote  fermion  sites,

onside is a Hubbard model with only nearest neighbor hop-

ping. A quantum rotor model is defined on diamond points,

where  red  and  blue  colors  denote  opposite  phase  of  the

coupling between the rotors and the cooper pairing operat-

or  along  horizontal  direction  and  the  vertical  direction);

(b)  the  mean-field  phase  diagram  of  the  model  at V/t  =

0.5. 
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有意思的是发现 dSCg+AFM态到反铁磁态的相

变属于 3维 XY相变, d-波超导态到 dSCg+AFM

态的相变可以被 Heisenberg-Gross-Neveu理论所

描述. 

5   量子莫尔材料关联电子模型

通过晶格失配或者转角产生莫尔势场对电子

态的调控是近几年的热点问题 [13, 14]. 目前得到热

点关注的石墨烯和过渡金属二硫化物莫尔体系的

莫尔势场的周期通常都在几十个晶格常数的量级,

由于能带折叠和杂化, 费米面附近出现窄带, 电子

动能受到压制, 相互作用的效果显现出来. 比如在

转角双层石墨烯中, 当转角在所谓的魔角 (约为

1.1°)附近时, 库仑相互作用大概为 25 meV左右,

而根据能带计算费米面附近的能带带宽在 10 meV

以下, 可见体系可能处在一个中间到强关联的区

域 [82]. 魔角双层石墨烯的另一个显著特征是由于

电子态的拓扑性质而缺乏一个尽可能对称且简洁

的紧束缚的描述 [83−85]. 在魔角双层石墨烯的早期

研究中主要考虑关联效应, 发现定义在蜂窝晶格上

的团簇电荷关联模型可能是一个出发点 [85,86], 更进

一步的理论分析发现在团簇电荷相互作用的基础

上, 还需要考虑修正 [82], 这一修正显著改变了基态

的相图, 可能用于理解半满的魔角石墨烯的基态.

除了实空间模型, 另一条互补的路径是考虑动量

空间的模型 [87,88,21]. 基于 Bistritzer-MacDonald模

型 [89], 仅考虑费米面附近的四条窄带 (谷自由度

(又称为轨道自由度)和子格自由度)以及自旋自由

度, 并考虑相互作用在这四条窄带上的投影, 这样

构造的模型在粒子空穴对称近似和半满情况下也

是没有负符号问题的. 

5.1    团簇电荷关联模型

接下来介绍团簇电荷关联模型 [85,86,90,91]. 团簇

电荷关联模型的建立与魔角双层石墨烯的瓦尼尔

函数形状有关. 如果将瓦尼尔函数的中心放在一个

三角格子上, 那么布洛赫波函数在 K点和 G 点应

该具有同样的对称变换性质, 而计算表明 K点和

G 点上布洛赫波函数属于不同的表示, 恰好可以将

瓦尼尔函数的中心放在一个蜂窝格子上, 尽管粒子

数密度的中心是在蜂窝格子的对偶格子 (三角格

子)上 [83−85]. 这种瓦尼尔函数具有指尖陀螺的形

QP =
1

3

∑
i∈P

ρi HU =

U
∑

P
(QP − ν)

2

ρi

ρi = c†iσ
0ci ρi = c†iσ

00ci

c̃i,↑ = ci,↑

c̃i,↓ = (−)
i
c†i,↓

σ0 + iσ3

U = iσ2K U2 = −1

状, 使得在位、近邻、次近邻和次次近邻相互作用

都很重要. 团簇电荷关联模型可以将这些相互作用

都囊括其中. 具体来说我们考虑的团簇电荷关联模

型是定义在一个蜂窝晶格上. 把每个最小六角单

元 (用 P标记)上各格点电荷之和定义为团簇电

荷   ; 团簇电荷相互作用项为  

 . 分别考虑了单谷和双谷模型, 分

别对应只考虑一个谷自由度和两个谷自由度的情

况.    是电子数密度算符, 对于单轨道模型, 定义

 ; 对于双轨道模型 , 定义   .

文献 [86]中, 我们考虑电子动能部分简单被最近邻

跃迁描述, 研究此时该模型本身可以实现什么样的

基态 . 对于半填充的情况 , 如果定义     ,

 , 那么在 HS变换之后, 费米子双线

性算符在自旋空间具有形式  , 与反幺正算

符  对易, 且  , 所以是没有负符号

问题的. 通过量子蒙特卡罗计算, 发现对于单谷模

型, 增大相互作用体系实现从狄拉克半金属态 (SM)

到具有 Kekulé图案的柱状价键固体态 (cVBS)转

变, 进一步增大相互作用体系进入反铁磁绝缘体

态 (AFMI) (如图 4(a)和图 4(b)所示); 对于双谷

模型增大相互作用体系从 SM到块状价键固体态

(pVBS), 进一步增大相互作用体系进入 cVBS态

(如图 4(c)和图 4(d)所示). 

5.2    修正的团簇电荷关联模型

HU = U
∑

P
(QP + αTP − ν)

2
TP

TP =
∑

j∈P,λ
eiηj,λc†j+1,λcj,λ + h.c.

λ

eiηj,λ = (−)
j−1ei(−)j−1θλ θλ=1 = −θλ=2 = θ

θλ

c̃j,↑ = cj,↑ c̃j,↓ = (−)
j
c†j,↓

iσ300 + iσ332sinθ + iσ001cosθ
U = iσ203K U2 = −1

σ001 θ = π/2

U = iσ210K U2 = −1

Kang和 Vafek[82] 进一步指出在团簇电荷相互

作用之外, 还有修正项, 这一修正项来源于近邻瓦

尼尔函数的交叠. 修正后的相互作用部分具有形式

 ,   是定义在最小六角

单元上的跃迁 ,    ,

其中隐含了对自旋指标的求和,   标记了谷自由度,

 ,    . 这里

的   可以通过对瓦尼尔函数的 U(1)变换吸收掉.

定义     ,    , 考虑半填充 , 那

么 HS变换后的费米子双线性算符在自旋/谷/子

格空间具有   的形式 ,

与反幺正算符   对易, 且   , 所以

是没有负符号问题的. 在这基础上加上子格间的动

能跃迁项 (具有  的形式), 同时取  时, 则

与反幺正算符   对易, 且   , 所以

也是没有负符号问题的. 修正项极大改变了团簇电
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荷的基态相图 (如图 4(e)和图 4(f)所示), 在很弱

的相互作用下基态是量子谷霍尔态 (QVH), 增大

相互作用体系相继进入谷间相干态 (IVC), cVBS,

以及最终再次进入 IVC. 这丰富的相图可能帮助我

们理解魔角双层石墨烯半填充时的基态.

要进一步指出对于修正的团簇电荷关联模型

的强耦合极限, 即仅考虑相互作用部分, 对于非半

填充是有负符号问题的, 但其 1/4填充时的符号测

量值具有代数标度行为 [58]. 这一代数标度行为可

以由我们提出的符号边界理论加以理解.

∑
A
(A− µ)

2

µ

µ

⟨sign⟩|Rw| ⩾
gwe−βEw

g|w|e−βE|w|
|w|

µ Ew =

E|w| ⟨sign⟩|Rw| ⩾ gw/g|w|

这里给出符号边界理论的一个推论 [21]: 考虑

一个哈密顿量其动能部分为 K, 其相互作用部分具

有半正定的形式   , 其中 K和 A都是

费米子双线性算符,   是化学势. 如果对于某个特

定的  没有负符号问题, 那么在低温下, 符号测量

值的平均值   , 其中   对应

于没有负符号问题的系统 (特定的   ). 如果  

 , 那么  .

E|w| = 0

N

g|w|=(N + 3) (N + 2)
2
(N + 1)/12 N

Ew = 0

N

gw = (N + 3) (N + 2)(N + 1)/6

对于强耦合极限下修正的团簇电荷关联模型,

其半填充时的基态是能量   的 SU(4)极化

态, 基态可以用两行长度为  的杨图表示 [88, 93, 94],

不可约表示个数可以用钩长公式求出, 所以基态简

并度是   ,    是总

格点数 ; 其 1/4填充时的基态是能量   的

SU(4)极化态, 基态可以用一行长度为  的杨图表

示, 基态简并度是   .

⟨sign⟩|Rw| ⩾
2

N + 2
因此  .
 

5.3    动量空间关联模型

∑
q ̸=0

V (q) ρ−qρq =
∑

q ̸=0
V (q) ρ†

qρq V (q)

V (q) = V (−q) >

0 ρq ρq =
∑

k,k′
δk′−k,q×(

λk,k′ (q) c†kck′ − 1

2
µq

)
λk,k′ (q)

Tr (λ (q)) =

µq µq

H=
∑

q ̸=0
V (q) ρ−qρq

H=
∑′

q ̸=0

V (q)

2
(ρ−q+ρq)

2

−(ρ−q − ρq)
2

∑′
q

i(ρ−q

+ρq) (ρ−q − ρq) V (q)

Tr (λ (q)) = µq

除了实空间模型, 一条互补的路径就是考虑

动量空间关联模型. 在动量空间, 库仑相互作用为

 , 其中   是

库仑相互作用的傅里叶变换形式,    

 ;    是动量空间密度算符 ,   

 ,   是所谓的形状因子

(form factors), 并且对于半填充系统有 

 ,   是化学势的傅里叶变换形式. 接下来考虑平

带极限的物理, 此时  . 为了方

便 HS变换, 把它重写为 

 , 其中   表示求和仅限于一半的  

取值. HS变换后费米子双线性算符具有形式 

 和  , 其中依赖  和构型的实系数

省略没写. 由于其是反厄密的, 且   ,

可以证明其构型权重是实数 [87]. 实际计算发现, 尽

管该模型具有负符号问题, 但其符号问题并不严

重, 也可以由符号边界理论加以理解.

U (2) E|w|2

g|w|2

⟨sign⟩|w| ⩾ gwe−βEw
/√

g|w|2e
−βE|w|2 Ew =

这里给出符号边界理论的另一个推论 [21]: 对

于一个相互作用费米子哈密顿量 , 如果其蒙特

卡罗权重均为实数 , 可以通过引入一个额外的

 自由度作为参考系统 , 其基态能量为   ,

基态简并度为   , 那么对于原始系统其符号平

均值   . 若  
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图  4    团簇电荷关联模型示意图 (a), (c), (e)和相图 (b), (d), (f)[92]　 (a), (b) 单谷 (轨道 )模型 ; (c), (d) 双谷 (轨道 )模型 ; (e),

(f) 修正后的双谷 (轨道)模型

Fig. 4. Schematic diagram (a), (c), (e) and phase diagram (b), (d), (f) of cluster charge correlation model[92]: (a), (b) Single-valley

(orbital) model; (c), (d) two-valley (orbital) model; (e), (f) modified two-valley (orbital) model. 
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E|w|2/2 ⟨sign⟩|w|⩾gw/
√
g|w|2 , 那么  .

λ (q)

U (2)

N + 3 ⟨sign⟩|w| ⩾ 2/
√
N + 3

⟨sign⟩|w|⩾2/

√
(N+1)

2
+2

可以证明对于前述的平带极限动量空间关联

模型, 考虑最低对称性即  是随机时, 其基态能

量为 0, 基态简并度为 2, 此时引入额外的   自

由度作为参考系统 [21], 也可以证明其基态能量为 0,

基态简并度为   , 因此   .

类似地, 对于魔角石墨烯的手性和平带极限, 并考虑

自旋极化和谷极化情形,   .
 

6   结　语

本文总结了部分去负符号关联电子模型的设

计思路, 其中基于反幺正对称性的无负符号条件具

有广泛的运用场景, 包括设计巡游磁性量子临界模

型和非常规超导与磁性序竞争模型等. 总结了最近

提出的符号边界理论, 它为负符号问题提供了新的

认识, 将负符号问题与模型的物理性质直接联系起

来, 指出符号观测值的尺寸依赖是很丰富的, 除了

已知的指数衰减行为, 还可以表现出代数衰减行

为, 为进一步规避、减轻、甚至运用负符号问题提

供了新的方向. 通过列举具体的具有代数符号行为

的模型, 说明符号边界理论是可以用于莫尔量子物

质等关联电子模型的计算.

通过去负符号的量子蒙特卡罗计算, 可以从非

微扰数值的角度加深对于强关联电子体系的理解.

通过设计无负符号巡游磁性量子临界模型, 观察到

了巡游磁性量子临界点上的非费米液体行为, 并发

现了巡游铁磁量子临界区中费米子自能与频率的

幂律关系. 通过设计无负符号的关联电子模型研究

了具有节点的 d-波超导到反铁磁的相变, 并发现

了其相变普适类. 借助符号边界理论, 还研究了量

子莫尔材料关联电子模型中的丰富物态, 可能帮助

理解量子莫尔材料中发现的新奇物态.

我们进一步展望, 通过调节原始系统和参考系

统的基态能量差, 符号边界理论可能用于减弱很多

模型中存在的负符号问题.
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达、潘高培、张栩、Yoni Schattner、Erez Berg、康健、张
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Abstract

Understanding  strongly  correlated  electrons  is  an  important  long-term  goal,  not  only  for  uncovering

fundamental  physics  behind,  but  also  for  their  emergence  of  lots  of  novel  states  which  have  potential

applications in quantum control  and quantum computations.  Meanwhile,  the strongly correlated electrons are

usually  extremely  hard  problems,  and  it  is  generally  impossible  to  understand  them  unbiasedly.  Quantum

Monte Carlo is a typical unbiased numeric method, which does not depend on any perturbation, and it can help

us  to  exactly  understand  the  strongly  correlated  electrons,  so  that  it  is  widely  used  in  high  energy  and

condensed matter physics. However, quantum Monte Carlo usually suffers from the notorious sign problem. In

this paper, we introduce general ideas to design sign problem free models and discuss the sign bound theory we

proposed  recently.  In  the  sign  bound  theory,  we  build  a  direct  connection  between  the  average  sign  and  the

ground state properties of the system. We find usually the average sign has the conventional exponential decay

with system size increasing, leading to exponential complexity; but for some cases it can have algebraic decay,

so  that  quantum Monte  Carlo  simulation  still  has  polynomial  complexity.  By  designing  sign  problem free  or

algebraic  sign  behaved  strongly  correlated  electron  models,  we  can  approach  to  several  long  outstanding

problems, such as the itinerant quantum criticality, the competition between unconventional superconductivity

and magnetism, as well as the recently found correlated phases and phase transitions in moiré quantum matter.

Keywords: sign problem, quantum phase transition, non-Fermi liquid, moiré quantum matter
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