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已有的椭圆拟合算法利用李萨如图形解决了非理想 3×3耦合器所引入的解调结果误差, 但在研究中没

有充分考虑电路噪声与相位噪声对李萨如图形的影响 . 针对噪声影响提出了基于局部异常因子优化的

3×3耦合器椭圆拟合解调方法, 可以有效地消除李萨如图形中因噪声产生的离群点. 仿真结果表明, 该方法

能够实现准确解调, 利用蒙特卡洛分析得出综合误差率约为 0.13%, 验证了方法的稳定性. 与传统最小二乘拟

合方法相比, 所提方法有效地提高了信号解调的稳定性和精确度.
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1   背　景

随着光纤通信技术的发展, 光纤传感技术也成

为国内外研究的热点 [1−7]. 光纤传感器因其稳定性

好、可靠性高、对电磁波的不敏感性等特点, 广泛

应用于高温、腐蚀性或危险性的环境中 [8,9]. 信号解

调是光纤传感器应用中的一个重要研究方向, 而干

涉法解调以其高分辨率的独特优势深受青睐, 是最

常用到的解调方法之一. 其中, 基于 3×3耦合器的

解调算法对激光源的要求较低, 稳定性高 [10], 在实

践中得到广泛应用 . 常用的基于 3×3耦合器解

调方法有反正切法、微分交叉相乘法 (differential

cross multiplication, DCM)[11] 和椭圆拟合估计法

等 [12]. 微分交叉相乘法要求三路输出信号相差

120°, 但在实际应用中 3×3耦合器无法达到完全

对称, 各路输出功率有所差别, 加上插入损耗等因

素, 需要对信号进行归一化处理 [13], 增加了算法难

度. 椭圆拟合估计法相比于 DCM不要求耦合器完

全对称, 增强了系统的适应性; 无需对信号直流补

偿, 简化了算法.

Liu等 [14] 利用最小二乘法对每两路输出信号

构成的李萨如图形进行椭圆拟合反解出交直流项

系数, 进而求解相位变化量. 王伟等 [15] 利用双参数

椭圆拟合算法实现了法布里-珀罗腔长的解调. 梅

泽等 [16] 聚焦弱信号解调, 改进后的算法可以准确

解调弱振动信号, 提升了探测分辨率. 但以上研究

只考虑了 3×3耦合器两路信号不完全相差 120°这

一情况, 未考虑实际解调中电路噪声和相位噪声的

干扰, 噪声干扰会直接影响椭圆拟合算法中的核
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心—李萨如图形, 从而影响解调精度. 高晓文为

降低信号畸变提出的改进方案中考虑了噪声干扰

这一实际因素 [17], 但设定的干扰信号极其微弱, 几

乎相当于理想状态. 综合考虑 3×3耦合器两路信

号不完全相差 120°以及实际中噪声干扰的问题,

本文提出了一种基于局部异常因子算法 (local

outlier factor, LOF)的 3×3耦合器椭圆拟合解调

方法, 该方法相较于传统直接利用最小二乘拟合的

方法, 能够有效地降低电路噪声和相位噪声对椭圆

拟合解调的影响, 提高解调精度. 

2   系统光路

光纤振动传感中基于 3×3耦合器的迈克尔逊

干涉仪结构如图 1所示. 它由环形器、3×3耦合

器、压电陶瓷 (piezoelectric  transducer,  PZT)和

法拉第反射镜组成. 光信号通过环形器 1—2端口,

首先经 3×3耦合器的两臂分为 2束光进入干涉仪,

然后分别被法拉第反射镜反射之后, 在 3×3 耦合

器重新会合发生干涉, 最终包含振动相位调制信息

的光信号分别由 3个光电探测器接收. 引入法拉第

反射镜的目的是消除偏振态对干涉信号的影响. 

3   椭圆拟合解调
 

3.1    基于椭圆拟合的 3×3 光纤耦合器的
解调原理

对于理想的 3×3耦合器, 假设条纹可见性相

等, 则耦合器三路输出信号中的两路经光电转换

后为 [18]
 

{
u1 = I1 (1 + cosφ) ,

u2 = I2 (1 + cosφ+ θ) ,
(1)

θ = 120°; I1 I2其中  ,   与耦合器性能有关.

θ 120°

实际工程应用中, 理想的３×３耦合器并不存

在, 3×3耦合器输出信号的条纹可见性不相等, 信

号之间的相位差  也不稳定在  , 因此耦合器的

输出为:  {
u1 = A1 +B′

1 (cosφ) ,

u2 = A2 +B′
2 (cosφ+ θ′) ,

(2)

A1 ̸= A2 B′
1 ̸= B′

2 θ′ = 120°− δ δ

A1 A2 B′
1 B′

2 δ

A1 A2 B′
1 B′

2

δ

其中   ,    ,    ,    是由耦

合器非对称性造成的微小相位偏差. 由于光纤传感

器受到外界环境如温度改变、大地蠕变等的影响,

 ,    ,    ,    ,    会随时间发生缓慢的变化. 但

由于在本系统中, 每次解调计算都是针对 1 s所采

集的数据, 而温度和大地条件的变化则要缓慢得

多, 可以认为是同一次解调运算,   ,   ,   ,   ,

 均是常数. (1)式可展开成:  {
u1 = A1 +B1 (cosφ) ,

u2 = A2 +B2 cosφ+ C2 sinφ,
(3)

A1 A2 B1 B2 C2

u1 u2

φ

θ′

120°

u1 u2

检测信号系数  ,   ,   ,   ,   的求解建立

在椭圆拟合的基础上, 椭圆合成遵循李萨如图的性

质和规律. 由 (2)式可知, 耦合器输出信号  和 

对同一相位函数  进行调制, 其变化形式与简谐振

动一致, 变化频率相同, 相位差   恒定, 符合李萨

如图的形成条件. 此外, 由于两路信号的相位差接

近  , 如果在互相垂直的两个坐标轴上同时画出

 ,   , 其轨迹能形成一个椭圆, 椭圆方程可表示为 

au2
1 + bu1u2 + cu2

2 + du1 + eu2 + f = 0, (4)

 

1
Laser

OSC

2

3 PZT

FRM

PD: Photodiode 

TIA: Transimpedance amplifier

OSC: Oscilloscope

PZT: Piezoelectric transducer

FRM: Faraday rotator mirror

-

+

-

+
-

+

PD1 PD2 PD3
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3T3
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图 1    基于 3×3耦合器解调的迈克尔逊干涉仪结构

Fig. 1. The structure of Michelson interferometer based on 3×3 coupler. 
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g = [a, b, c, d, e, f ]
T

b2 − 4ac < 0

b2 − 4ac = 0

式中,    为椭圆的系数矢量. 对于

(4)式所示的二次曲线, 当且仅当   时,

曲线为椭圆. 为方便计算, 选取  , 采用

一种适当的椭圆拟合方法解得椭圆方程系数, 再与

信号系数对应, 计算出信号系数, 传统主要采用最

小二乘拟合. 信号系数计算公式为  

A1 =
2cd− be

b2 − 4ac
, A2 =

2ae− bd

b2 − 4ac
,

C2
1 =

4c

b2 − 4ac

(
f +

cd2 + ae2 − bde

b2 − 4ac

)
B2

1= C2
2 − b2/4,

B2
2 = −1

2
bB1.

, (5)

cosφ(̂t) sinφ(̂t) 3× 3

将 (5)式解得的信号系数代入信号方程 (3),

可以获得   与   信号. 采用   耦合器

的微分交叉相乘还原算法, 解得相位变化: 

φ(t)=

∫ {
cosφ(t) [sinφ(t)]− cosφ(̂t)

[
sinφ(̂t)

]}
dt.

(6)
 

3.2    噪声对于椭圆拟合的影响

在实际解调中, 噪声的干扰会影响最终解调结

果. 迈克尔逊干涉仪的噪声来源主要分为两个方

面: 一是激光器的强度噪声和频率噪声; 二是解调

系统中通过解调干涉仪引入的相位噪声、环境噪

声、信号采集电路中光电探测器引起的噪声等. 这

些噪声在所有基于 3×3光纤耦合器的解调结构中

都存在, 研究的泛用性较广.

系统解调过程中, 输出信号经过光电转换变为

电流信号, 再通过电路转换成电压信号, 这一过程

不可避免地会引入电路噪声, 电路噪声会形成随机

3× 3

nε (t) nc (t)

噪声, 随机噪声还与光电探测器性能和环境因素有

关, 而在解调过程中还存在相位偏移量即相位噪

声, 相位噪声与  耦合器的实际性能有关. 这些

噪声都会对解调产生不利影响 . 假设相位噪声

 和加性电路噪声  都用正态分布随机噪声

模拟, 两路信号可表示为  {
u1 = A1 +B′

1 (cosφ+ nε (t)) + nc (t) ,

u2 = A2 +B′
2 (cosφ+ θ′ + nε (t)) + nc (t) .

(7)

A1, A2

10 V, 12 V B′
1 B′

2 9 V 6 V
0.5 V 1.5 V

nε (t) nc (t)

为了验证噪声对干涉信号的影响, 在仿真中信

号幅值的单位选为电压幅值, 假设直流量  分

别为和   ,    ,    的值分别为   和   ;

分别用幅值为   和   的随机噪声来模拟相

位噪声  和加性电路噪声  
[19,20], 在传感光

纤上叠加扰动信号: 

φ (t) = 5 + sin (100πt) . (8)

fs = 20000Hz
N = 10000

令仿真系统的采样频率为  , 采样

数为  , 则两路仿真信号如图 2所示.

u1 u2

图 2显示了 (7)式表示的两路信号, 其中绿色

曲线代表信号   , 蓝色曲线代表   . 通过图 2(a)

和图 2(b)两图的对比可以看出, 噪声对两路信号

均有明显干扰. 而两路信号形成的李萨如图是椭圆

拟合的基础, 两路信号受噪声干扰, 由两路信号形

成的李萨如图也势必受到影响. 两路信号的李萨如

图形如图 3所示.

从图 3可以看出, 噪声产生的离群点在理想椭

圆曲线周围不规则分布, 椭圆内外轮廓的离群点使

得椭圆边界变 “厚”, 导致很难直接利用最小二乘

等数值估计方法准确获取椭圆表达式, 对比可以看

出, 最小二乘法拟合的椭圆曲线椭圆与理想椭圆曲

线相比倾角有明显偏差. 
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图 2    两路仿真信号　(a) 无噪声干扰信号; (b) 有噪声干扰信号

Fig. 2. Two simulated signals: (a) Without noise interference; (b) with noise interference. 
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4   利用局部异常因子算法 (LOF)对
椭圆拟合进行优化

 

4.1    LOF 算法原理

局部离群因子 (local outlier factor)检测算法

是一种无监督的异常检测方法, 是基于密度的局部

离群点检测算法 [21]. 算法内核是比较目标点与相

邻点的局部密度偏差, 通过计算局部密度偏差的比

值来判断目标点是否为离群点. 由于算法在计算目

标点的同时计算了相邻点, 目标点的局部密度偏差

比值包含了邻近点的信息, 算法的精度较高. LOF

算法的相关定义和计算方法如下. 

4.1.1    样本点之间的距离

对于样本集合中的 n个监测样本, 任意的两个

样本数据点之间的距离可以采用欧氏 (Eucildean)

距离、汉明 (Hamming)距离、马氏 (Mahalanobis)

距离、切比雪夫 (Chebyshev)距离、闵可夫斯基

(Minkowski)距离和球面距离等. 其中, 闵可夫斯

基距离公式如 (9)式所示: 

d (o, p) =

{
n∑

i=1

|oi − pi|q
}1/q

. (9)

q当 (9)式中  为 2时, 即为欧式距离. 

k4.1.2    第  距离

p k

oi ∈ C{x ̸= p} d(p, o′) ⩽ d(p, o)

p k − 1 o′ ∈ C{x ̸= p}
d(p, o′) ⩽ d(p, o) p k dk (p)

p k p

如果数据集中至少有不包括  在内的  个数据

点   , 满足   , 并且至多

有不包括   在内的   个点   , 满足

 , 即数据点  的第  距离  就是

指数据集中距离  第  远的点与  之间的距离. 

k4.1.3    第  距离领域

p k Nk (p)

p dk (p)

Nk (p) k

数据点  的第  距离领域  就是指在数据

集中所有与  点之间的距离小于或等于  的数

据点的集合. 所以  中的元素个数大于或等于  .
 

4.1.4    可达距离

o p o p k

o p

o k o

k

如果点  是远离点  的, 那么点  到点  的第 

可达距离就是  ,   间的真实距离, 否则可达距离用

 的第  距离表示 (见图 4). 也就是说,   到距离它

最近的  个点的可达距离可以认为是相等的, 并且

都等于 dk(o). 所以可达距离的公式定义是:
 

Reachdk(p,o) = max {d (p, o) , dk (o)} . (10)
 

4.1.5    局部可达密度

p点  的局部可达密度公式可以表示为
 

lrdk (p) = 1

/
∑

o∈Nk(p)
Reach_dk(p, o)

|Nk (p)|

 . (11)

p k p

d(p, o1)

dk (o)

局部可达密度是指点  的第  邻域内的点到 

的平均可达距离的倒数. 局部可达密度越高则越有

可能属于正常数据点, 局部可达密度越低则越有可

能是离群点. 如果样本点与其近邻域的点不属于同

一个聚簇 , 那么它的可达距离就是数值较大的

 , 所以局部可达密度更小, 但如果样本点与

其近邻域的点属于同一个聚簇, 那么可达距离就是

值较小的  , 所以局部可达密度会更大.
 

4.1.6    局部异常因子

p点  的局部异常因子公式可以表示为
 

 

振幅 1/V

振
幅

 
2
/
V
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2
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最小二乘拟合曲线
理想椭圆曲线

图 3    两路信号的李萨如图形及拟合曲线

Fig. 3. Lissajous figure and fitted curves of two signals. 
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k = 5 p, o1 p, o2图 4      时, 对象   的可达距离和对象   的可达

距离的示意图

p, o1 p, o2

Fig. 4. The  schematic  diagram  of  the  reach-distances  of

  and    when k = 5. 
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LOFk (p) =

∑
o∈Nk(p)

lrdk (o)

lrdk (p)

|Nk (p)|

=

∑
o∈Nk(p)

lrdk (o)

|Nk (p)|

/
lrdk (p) . (12)

p p

p

p

p

p

p

p

p

点   的局部异常因子表示点   的领域点 Nk(p)

的局部可达密度与点  的局部可达密度之比的平均

数. 如果局部异常因子小于 1, 则表示点  的局部可

达密度高于它的领域点的局部可达密度, 那么点 

属于密集点; 如果局部异常因子等于 1, 则表示点 

的局部可达密度与它的领域点的局部可达密度差

不多, 那么点   与它的邻近点可能属于同一聚簇;

如果局部异常因子大于 1, 则表示点  的局部可达

密度低于它的领域点的局部可达密度, 那么点  属

于离群点. 

4.2    局部异常因子算法 (LOF) 对椭圆拟合
进行优化

3.2节讨论了噪声对于椭圆拟合的影响, 指出

由于噪声影响无法直接利用最小二乘等数值估计

方法来准确获取椭圆表达式. 由图 3可以看出, 噪

声会在标准拟合曲线内外侧形成无规则的离散点,

利用 LOF算法可以判断这些离散点哪些为离群

点, 并且将这些离群点剔除. 将离群点剔除后, 可

以使得李萨如图形趋向于无噪声干扰时所合成的

椭圆. 从而可以较准确地获取有效信号的李萨如图

形椭圆表达式, 再反解椭圆系数, 从而消除电路噪

声和相位偏移对信号解调的影响. LOF算法处理

李萨如图形中离群点可以看作图像处理类方法, 所

以首先要将两路信号生成的图像矩阵转化为灰度

图像再转化为二值图, 通过 LOF算法处理减少噪

声的影响. 最后利用最小二乘拟合求出椭圆系数并

利用微分交叉相乘方法 (DCM)完成扰动信号的相

位还原. 系统的总体设计流程图如图 5所示. 

5   仿真验证

A1, A2 10V和12V B′
1 B′

2

9 V 6 V 0.5 V 1.5 V

nε (t)

nc (t) φ (t) = 5 + sin (100πt)

利用数值仿真进行验证, 按照 3.2小节部分设

置信号参数,    分别为   ,    ,    的

值分别为   和   ; 分别用幅值为   和  

的随机噪声来模拟相位噪声  和加性电路噪声

 , 扰动信号设置为:    . 两

路信号形成的李萨如图像进行灰度化和二值化处

理, 再经 LOF算法处理, 处理结果如图 6(b)所示,

处理前的李萨如图像如图 6(a)所示.

通过 LOF算法处理前后对比可以看出, 经过

LOF算法处理后的李萨如图像离群点得到有效去

除, 图像左下部离群点较少, 椭圆轮廓明显“收窄”,

从而有利于后续椭圆拟合. 经过 LOF算法处理并

 

开始

结束

最小二乘拟合求出相应
系数, DCM解调

将图像矩阵灰度化

将灰度化的矩阵二值化

LOF算法处理

12合成李萨如图像

图 5    系统流程图

Fig. 5. System flowchart. 
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图 6    LOF算法处理前后的李萨如图像　(a) 处理前的李萨如图像; (b)处理后的李萨如图像

Fig. 6. Lissajous figures with/without LOF processing: (a) Before processing; (b) after processing. 
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采用微分交叉相乘法得到的解调后的完整信号如

图 7(a)所示, 其中红色曲线代表原始扰动信号即

(8)式所代表的信号, 绿色曲线代表利用最小二乘

法得到的解调信号, 蓝色曲线是利用 LOF算法得

到的解调信号. 为清晰起见, 图 7(b)给出了图 7(a)

中红色虚线框部分的放大图.

由图 7可见, 经 LOF处理的椭圆拟合解调法

与直接利用最小二乘算法的解调法相比, 前者所得

的解调信号更接近原始信号. 故该方法可以较好地

还原扰动信号, 降低解调信号的误差. 对比其他改

进最小二乘解调法, 可以看到文献 [20]中系数误差

最小为 0.1%, 最大误差为 1.7%, 平均误差为 0.63%,

而本文所提方法系数误差最小为 0.001%, 最大误

差为 0.4%, 平均误差为 0.13%, 解调性能得到了极

大提高. 

6   蒙特卡洛分析

蒙特卡洛模拟法 (Monte Carlo simulation)又

称随机模拟法 (random simulation) [22], 随机抽样

技术 (random sampling)或统计实验方法 (statis-

tical testing). 和传统数学方法相比, 蒙特卡洛模

拟法具有思想新颖、直观性强、简便易行的优点,

便于解决难以用数学分析方法求解的动态系统复

杂问题 [23]. 当所要求解的问题是某种事件出现的

概率, 或者是某个随机变量的期望值时, 可以通过

某种“试验”的方法, 得到这种事件出现的频率, 或

者这个随机变数的平均值, 并用它们作为问题的

解. 这就是蒙特卡罗方法的基本思想.

nε (t)由于信号中包含了相位噪声  和加性电路

nc (t)噪声   , 所以每次仿真信号中的离群点分布都

不尽相同, 最后由椭圆拟合求出的椭圆系数也不

同. 通过蒙特卡洛分析将椭圆系数定量化评定可以

得到该方法的规律, 同时也验证了方法的稳定性.

n A1 P1 = [x1,

x2, x3 · · ·xi · · ·xn] p1

A2, C1, B1, B2 P2, P3, P4, P5

p2, p3, p4, p5

E = 5/ (P1 + P2 + P3 + P4 + P5)

e

假设经过   次仿真,    的误差值为  

 , 误差概率密度函数为   , 同理

 的误差值分别为   , 误差

概率密度函数分别为   . 由于各系数的

误差都会影响最后的解调, 综合评定系数的误差

为  , 可以通过相关

函数拟合得到综合评定系数误差概率密度函数   .

本文所提方法在第 5节仿真参数下各系数的误差

概率密度以及综合评定系数误差概率密度如图 8

所示.

从图 8可以看出, 综合评定系数呈正态分布,

误差范围在 0.13%附近. 试验样本数为 20000, 即通

过 20000次试验验证, 该方法的误差率约为 0.13%. 
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图 7    解调信号　(a) 完整解调信号; (b) 解调信号局部

Fig. 7. The demodulated signals: (a) Full signals; (b) partially-amplified signals. 
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7   结　论

本文以光纤振动传感中基于 3×3耦合器的迈

克尔逊干涉仪结构为例, 分析了在实际应用中电路

噪声和相位偏移对 3×3耦合器椭圆拟合解调的影

响, 提出了利用 LOF算法来处理噪声干扰的椭圆

拟合问题, 相比传统直接利用最小二乘拟合的方

法, 本文所提方法使信号解调的精度得到了较大提

高. 通过仿真解调结果对比, 验证了所提方法的有

效性. 然后进一步利用蒙特卡洛方法, 计算得到了

该方法的误差率约为 0.13%. 证明了所提方法的稳

定性.
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Abstract

In the existing ellipse fitting algorithms, the Lissajous figure is used to solve the demodulation error caused

by the non-ideal 3×3 couplers. However, the influence of circuit noise and phase noise on Lissajous figure are

not fully considered in the studies. In this work, an ellipse fitting demodulation method based on local outlier

factor (LOF) algorithm is proposed, which can effectively eliminate the outlier points in Lissajous figure caused

by  noises.  The  proposed  method  proves  to  achieve  the  accurate  demodulation  of  the  signals  by  numerical

simulations.  In  addition,  the  Monte  Carlo  analysis  is  used  to  obtain  the  comprehensive  error  rate  of  about

0.13%, which verifies the stability of the proposed method. Compared with the traditional least square fitting

method, this method improves the stability and accuracy of demodulated signals.
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