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最近一级相变动力学的研究在早期宇宙、致密星体和相对论重离子对撞实验等方面得到了广泛的关注,

特别是与一级相变相关的引力波方面的研究, 是当前宇宙学研究的热点问题. 本文利用有限温度场论, 在有

限温度和密度下, 研究了 Friedberg-Lee模型下的单圈有效势能和量子色动力学退禁闭相变的动力学机制, 结

果表明在全相图中存在一级相变, 在µ = 0 MeV时, 临界温度    = 119.8 MeV; 在 T = 50 MeV时, 临界化学

势   = 256.4 MeV. 在薄壁近似下, 通过液滴核合成唯象模型研究了均质气泡成核的强子夸克一级相变的动

力学过程, 在适当的边界条件下, 求解场的运动方程, 计算不同温度和密度下气泡临界位形随半径的演化, 获

得了表面张力、临界半径和核合成自由能等物理量随温度与夸克化学势密度的变化关系. 为了证明薄壁近似

的可靠性和优势, 本文将薄壁近似的分析结果与相应的精确解进行了对比, 讨论了薄壁近似的适用条件, 以

及薄壁近似的优缺点等问题. 虽然本文的计算结果是模型相关的, 但是一般性的研发方法和结论具有普适性,

所获得的结果对其他领域一级相变动力学研究有较大的参考价值和现实意义.
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1   引　言

当温度和重子数密度达到一定程度时, 夸克和

胶子将不再属于某一个强子, 而是形成一种新的物

质状态, 即夸克胶子等离子体 (quark-gluon plasma,

QGP), 目前正在运行的相对论重离子对撞实验可

以从实验上揭示 QGP和强相互作用的物理特性.

理论上, 虽然量子色动力学 (quantum chromodyna-

mics,  QCD)是描述强相互作用的基本理论 , 可

以用来描述强子夸克相变的动力学, 但由于色禁

闭的存在, 使得中低能非微扰区域 QCD的理论和

数值计算都受到了极大地限制 [1], 因此, 通常需要

借助有效模型或理论来理解量子色动力学的非微

扰性质, 比如夸克介子模型 (quark meson, QM)[2],

Nambu-Jona-Lasinio (NJL)模型 [3,4]、以及它们的

Polyakov loop拓展模型 [5,6] 等.

对于一级相变, 亚稳态真空可通过气泡核合成

的机制隧穿至稳定真空, 而气泡的成核率等相变动

力学的问题可利用标准的量子场论方法计算出

来 [7−11]. 另一方面, 对于相变动力学机制的研究,

有效势能是一个十分重要和有效的理论工具. 基于

朗道的相变理论, 在相变临界区域, 有效势能可以

按照系统序参量的阶数进行展开, 得到关于相变动

力学机制的普适性特征, 而不必太关注相变背后具

体的物理背景和动力学过程. 一般性而言, 对于二

级相变, 通常保留序参量的二阶项和四阶项, 不过

对于一级相变, 还需要加入非常关键的三阶项, 当

然, 如果要研究存在三相点的相变体系, 比如存在

过渡相变和一级相变的交叉点的问题, 需要把有效

势能按照序参量展开成二阶项、四阶项和六阶项的

形式 [12]. 所以, 对于研究强相互作用一级相变的动
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力学问题, 只要把系统的有效势能按照序参量展开

到二阶、三阶和最高阶四阶即可. 从这个意义上讲,

Friedberg-Lee模型及其衍生的模型对于研究一级

相变动力学有着天生的优势和得天独厚的条件 [13−15].

当然, 这里需要指出的是, 利用该模型计算得到的

结果从定量上看肯定是模型依赖的, 但是关于一级

相变动力学的定性结论却是普适的和一般的, 可被

广泛应用于宇宙学、凝聚态物理和致密星体等领域.

特别是在近期, 一级相变动力学的研究越来越

受到重视, 在致密星体的研究中, 可以通过引力波

来研究混合中子星的一级相变下的物态方程, 而在

宇宙学中, 一级相变被认为是引力波 (GWs)的潜

在来源之一, 并且在不久的将来可能被直接探测

到 [16−18]. 另外, 在早期宇宙的研究中, 一级相变在

弱电重子数核合成和暗物质的研究中也占据着非

常重要的地位. 对于强子夸克相变, 由于对弱一级

强子夸克相变的性质已经进行了大量深入的研究 [19],

利用薄壁近似, 本文将采用解析的近似方法深入研

究 Friedberg-Lee模型在有限温度、有限密度下强

一级强子夸克相变动力学机制, 并与前期的数值结

果进行比较, 得到普适和一般性的结论 [20].

本文首先简要介绍了 Friedberg-Lee模型, 然

后基于有限温度场论, 给出了 Friedberg-Lee模型

的有效势能, 并计算得出了相图结构. 通过介绍薄

壁近似后计算得出稳定真空相气泡的临界位形、

表面张力、临界半径和核合成自由能随温度与化

学势密度的变化关系, 并将结果与精确解进行对比

讨论. 

2   Friedberg-Lee 模型

σ

σ

1977年 Friedberg和李政道提出 Friedberg-

Lee (FL)模型, 在过去的数十年里, 被广泛应用于

研究真空中单个核子的静态物理性质, 并取得了很

大的成功 [13−15,21]. 此外, 在有限温度场论框架下,

该模型还被用于研究 QCD强一级退禁闭相变的

热力学和动力学性质 [20,22−26]. FL模型的基本物理

框架是把核子看成非拓扑孤子, 通过引用唯象标量

场  来描述量子色动力学真空的非微扰特性, 同时,

该标量场代表核子内各个成分之间的相互作用, 包

括夸克之间、胶子之间以及夸克和胶子之间, 直观

展示了夸克禁闭和退禁闭相变的物理特性. 当系统

处于真空态时, 标量场  的数值很大, 使得组分夸

σ

克质量超过 1 GeV, 这时夸克就被囚禁在核子中.

但随着系统温度或密度的升高, 标量场  的数值减

小, 并在临界温度处标量场有效值变为零, 夸克变

成了自由夸克, 即实现了退禁闭相变的动力学过程.

FL模型的拉格朗日密度表示如下: 

L = ψ̄ (iγµ∂µ −m− gσ)ψ +
1

2
∂µσ∂

µσ − U(σ). (1)

ψ 1/2 u, d σ

g

m u, d

γµ U(σ)

σ

方程 (1)中,    表示自旋   的   夸克场;    就是

唯象标量场, 用以表征真空的非微扰特性;    为耦

合常数;    为夸克的流质量, 在 FL模型中取  

夸克的流夸克质量为零;    为狄拉克矩阵.   

为  场的非线性自相互作用势能, 取到四次项: 

U(σ) =
a

2!
σ2 +

b

3!
σ3 +

c

4!
σ4. (2)

U(σ)对  求极值, 可求得
 

σ0 = 0, (3)
 

σv =
3|b|
2c

[
1 +

(
1− 8ac

3b2

) 1
2
]
, (4)

σ0

σv

σ gσv

σv ̸= 0 a, b, c

b2 > 3ac ε

U(0) = 0 ε

其中  为局域最小值, 对应为亚稳态真空 (或称为

伪真空), 此处的夸克的有效质量为零; 而   为绝

对最小值, 对应为稳定真空 (或称为真真空), 此时

夸克与  耦合而得到非常大的有效质量  , 从而

实现夸克的禁闭. 为使   , 参数   需满足

 . 将两个真空的有效势能之差记为   , 取

 , 则真空态下口袋常数  表示为
 

ε = −
(
a

2!
σ2
v +

b

3!
σ3
v +

c

4!
σ4
v

)
. (5)

a, b, c, gFL模型中有 4个可调参数, 分别为   .

为了拟合这 4个参数, 基于非拓扑孤子理论 [27], 先

求得系统的 Euler-Lagrange方程: 

Ωσ +
dU
dσ

+ gψ̄ψ = 0, (6)
 

(iγµ∂µ − gσ)ψ = 0. (7)

σ在平均场近似条件下, 将  看作与时间无关的

经典场: 

σ(r, t) = σ(r). (8)

考虑球对称情形, 用一组完备的狄拉克函数将夸克

场算符展开: 

ψ(r, t) = e−iεt
∑

k
φk, (9)

其中夸克的基态波函数形式为 
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φ =

(
u(r)

iσ · r̂v(r)

)
χ, (10)

χ χ =

(
1

0

)
χ =

(
0

1

)
σ r̂ r u(r)

v(r)

  为自旋波函数, 分别为  或  ;

 是泡利矩阵;    表示   矢量的单位矢量;    和

 为径向波函数的分量. 整理 (6)式—(10)式可

得到 3个互相关联的运动方程: 

du(r)
dr

= −[ε+ gσ(r)]v(r), (11)
 

dv(r)
dr

= −2

r
v(r) + [ε− gσ(r)]u(r), (12)

 

d2σ(r)
dr2

+
2

r

dσ(r)
dr

− dU
dσ

= Ng
[
u2(r)− v2(r)

]
, (13)

加上波函数归一化条件为 

4π
∫
r2
[
u2(r) + v2(r)

]
dr = 1. (14)

N

c = 20000 g = 12.16

对于核子, (13)式中的  取 3. 通过求解联立的方

程组 (11)—(13), 可以求得核子的质量、半径、轴向

向量常数和磁矩等物理量, 并与实验数值进行比

较, 从而确定模型的参数. 选择不同参数得到定量

的物理结果会有所差异, 但基本的物理图像和结论

不依赖于具体的参数. 本文选取了一组在文献中被

广泛采用的参数: a = 17.70 fm–2, b = –1457.4 fm–1,

 ,   , 该组参数可以很好地拟合单

个核子真空的物理性质 [25]. 

3   Frieberg-Lee模型的有效势能及相图

有效势能是量子场论中的一个重要的理论工

具, 非常适合用来研究对称性自发破缺和热力学相

变等物理问题. 在有限温度场论中 [28,29], 通过系统

的巨配分函数, 热力学量都可以通过系统的巨正则

势能得到: 

Ω(T, µ) = −T lnZ
V

, (15)

Z V其中,   是体系热力学配分函数, 分母  为系统体

积. 根据热力学关系, 系统的压强为 

p = −Ω(σ;β, µ) = Veff(σ;β, µ). (16)

利用标准的有限温度场论方法, FL模型在有

限温度、有限密度下的单圈有效势能形式如下: 

Veff(σ;β, µ) = U(σ) + VB(σ;β) + VF(σ;β, µ), (17)

β = 1/T µ VB(σ;β)其中  ,   是夸克数化学势.   是有限

VF(σ;β, µ)温度下玻色子的单圈贡献,   是有限温度

和密度下费米子的单圈贡献. 玻色项和费米项的具

体形式是: 

VB(σ;T ) = T

∫
d3p
(2π)3

ln
(
1− e−Eσ/T

)
, (18)

 

VF(σ;T ) = − 2NfNcT

∫
d3p
(2π)3

[
ln
(
1 + e−(Eq−µ)/T

)
+ ln

(
1 + e−(Eq+µ)/T

)]
, (19)

Nf = 2 Nc = 3 Eσ =
√
p2 +m2

σ Eq =√
p2 +m2

q p

mq = gσ m2
σ = a+

bσ +
c

2
σ2 mσ

σ mσ

式中   ,    ;     和    

 是介子和夸克的能量, 其中   为粒子动

量 , 夸克的质量   , 而介子质量  

 . 为保证  始终为正值, 本文选取稳定真

空状态下  场的有效质量  作为其固定取值.

获得系统的有效势能之后, 类比于 MIT口袋

模型, FL模型的口袋常数定义为亚稳态真空与稳

定真空的有效势能之差为 

ε(T, µ) = Veff(0;T, µ)− Veff (σv;T, µ) . (20)

T = Tc

ε(T, µ) = 0

当体系的温度和密度比较小的时候, 亚稳态真空的

能量大于稳定真空的能量, 系统的口袋常数大于

零, 自由夸克被束缚在核子内部, 而随着温度和密

度的升高, 这个口袋常数逐渐减小, 并在  的

时候,   . 此时, 意味着自由夸克将不再被

囚禁在核子内部, 从而变成了自由的夸克, 进而实

现了夸克的退禁闭相变.

T - µ图 1给出了   下 FL模型的退禁闭相变相

图结构. 图中的曲线为强子相和夸克相的临界线,

在曲线上, 亚稳态真空和稳定真空的有效势能相

等, 如果温度继续上升, 两个真空之间将实现了反

转. 此外, 对于 FL模型, 在整个相图的相变临界点,
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图 1    FL模型下的 QCD相图结构

Fig. 1. QCD phase diagram structure under FL model. 
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T µc µ

Tc Tc

µc

由于两个真空之间还被一个势垒隔开, FL模型只

能给出强一级强子夸克相变. 从图 1可得到, 任何

温度   下的临界化学势   或任何化学势   下的临

界温度   , 可知在µ = 0 MeV时, 临界温度    =

119.8 MeV; 在 T = 50 MeV时, 临界化学势   =

256.4 MeV. 

4   薄壁近似下的核合成

σ ≃ 0

σ ≃ σv

对于典型的一级相变, 当系统达到相变临界温

度或临界化学势时, 模型的热力学有效势能具有两

个相等的极小值, 在这两个极小值之间有一个势垒

将它们隔开. 随着温度或化学势的降低, 两个极小

值将不再保持相等, 其中,    处的极小值称为

局域极小值, 该数值较大, 所以对应的真空定义为

亚稳态真空, 而   处的极小值为绝对最小值,

对应的真空定义为稳定真空. 亚稳态真空在经典物

理中是稳定的, 但在量子物理中, 亚稳态真空有一

定的概率通过量子隧穿效应变成稳定真空 [30,31].

T < Tc µ < µc

R3

R2 R R

R

Rc

Rc

当  或  时, 由热涨落产生稳定真空

的气泡在亚稳态真空中可能增长也可能收缩, 这取

决于系统两种能量之间的竞争. 亚稳态真空中的体

自由能密度高于稳定真空中的体自由能密度, 因

此, 从亚稳态真空到稳定真空的转变, 即气泡膨胀

过程中, 会降低整个系统的能量. 但是, 稳定真空

的气泡需要一个界面将稳定真空与亚稳态真空隔

开, 界面的表面张力使得整个系统的能量增大. 因

此, 从亚稳态真空到稳定真空的相变机制取决于体

系自由能密度与表面张力之间的竞争. 稳定真空的

气泡的体自由能与   成正比, 两真空相之间的表

面张力与  成正比, 其中  为气泡半径. 当  比较

小的时候, 两个真空相直接的转换使得整个体系的

能量增大, 气泡将会收缩直至最终消失, 反之, 当 

较大时, 气泡将不断膨胀, 直至占据整个系统, 从

而完成相变整个过程. 所以是否能完成相变取决于

气泡半径是否大于临界半径   , 只有半径大于临

界半径  的气泡在一级相变中起决定性作用.

根据液滴核合成模型的标准场论方法 [7,8,10,32],

对于 FL模型, 系统自由能如下: 

F (σ) =

∫
dr3

[
1

2
(∇σ)2 + Veff(σ;T, µ)

]
, (21)

σ

F (σ) σ

气泡临界位形是自由能函数对于标量场   的一个

极值解. 将系统自由能  对  进行变分, 得到一

个非线性常微分方程: 

d2σ(r)
dr2

+
2

r

dσ(r)
dr

=
∂Veff(σ;T, µ)

∂σ
. (22)

lim
r→∞

σ(r) = 0
dσ(0)
dr

= 0

σ σ ≃ 0

σb

其满足的边界条件为  ,   , 第 1

个边界条件源于气泡嵌在亚稳态真空中, 所以无穷

远的地方标量场   取亚稳态真空   , 第 2个边

界条件源于原点处方程要满足无奇异性这一要求.

结合边界条件对 (22)式进行求解, 可求得一个鞍

点解  , 则此时系统的自由能变为 

Fb = 4π
∫
r2dr

[
1

2

(
dσb
dr

)2

+ Veff (σb;T, µ)

]
. (23)

Veff(0;T, µ)为了便于后续讨论, 通常将  固定为

0. 故系统单位时间、单位体积的临界气泡成核率

可以表示为 

Γ = Pe−Fb/T , (24)

P T 4其中 T 为系统的温度,    通常近似表示为   . 亚

稳态真空与稳定真空之间界面的表面张力定义为 

Σ =

∫
dr

[
1

2

(
dσb
dr

)2

+ Veff (σb;T, µ)

]
. (25)

Veff

T ≃ Tc µ ≃ µc

ε

对于一般的有效势  , (22)式通常难以解析

求解, 一般要通过计算机求得该方程的数值解. 但

是对于数值求解, 由于这是一个典型的两点边值二

阶微分方程, 数值求解难度通常也很大, 主要取决

于猜测值是否合适, 如果猜测值与实际值很接近,

那么很容易得到正确的结果, 但是如果猜测值与实

际值相差较大, 那么数值计算收敛性就很差, 一般

很难得到正确的结果. 所以运气和经验对于数值求

解孤子运动方程显得尤为重要. 当然, 还有第二种

方案可以选择, 就是求该运动方程的近似解. 对于

处于临界状态的系统, 在  或  时, 亚稳

态真空和稳定真空的势能之差  远小于隔开两个真

空的势垒, 此时稳定真空气泡的半径远大于气泡壁

厚. 在这种情况下, 可以将 (22)式中的第 2项舍

去, 则 (22)式变为如下形式: 

d2σ(r)
dr2

=
∂Veff(σ;T, µ)

∂σ
. (26)

对其进行化简, 可得 

dσ(r)
dr

= ±
√

2Veff, (27)

两边进行积分, 可得 
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r =

∫ σv

0

dσ√
2Veff

. (28)

σb

可以发现, 只要将 (22)式中的第 2项舍去, 即使没

有求解运动方程 (22)式, 也可以解析地得到体系

运动方程的解, 从而进一步得到系统的表面张力、

鞍点解  的场位形和临界气泡成核率等物理量. 这

种近似称为薄壁近似 (thin-wall approximation),

被广泛地运用于各种体系的一级相变动力学机制

的研究中.

R

在薄壁近似的情况下, 考虑到体自由能和表面

张力的竞争, 可以将半径为  的气泡的系统自由能

表示为 

F (R) = 4π R2Σ − 4

3
π R3ε, (29)

Σ

ε

F (R)

Rc

其中  是亚稳态真空与稳定真空之间界面的表面

张力,   表示亚稳态真空与稳定真空的有效势能之

差. 当  为最小值时, 气泡有临界半径, 对 (29)式

进行求导, 可得临界半径  : 

Rc = 2Σ/ε, (30)

Rc只有当稳定真空气泡半径大于临界半径   , 才对

系统一级相变起作用.

ε = 0当   时, 将 (27)式代入 (25)式, 可求得薄

壁近似下的表面张力表达式: 

Σ =

∫ σv

0

dσ
√

2Veff. (31)

从 (24)式可以看出指数因子对气泡成核率有

着重要影响, 将 (30)式代入 (29)式, 可得 

Fb = 16πΣ3/(3ε2). (32)

运用 (32)式可近似求解相变动力学的相关物理量,

甚至不需要求解运动方程 (22). 所以薄壁近似是一

个非常高效、快捷的研究方法. 

5   近似解及其与精确解的讨论

σ r

µ = 0 MeV T = 0, 70, 100, 105, 109 MeV
50 MeV µ = 0, 150, 200, 230, 240 MeV
σ

运用方程 (28)可以得到不同温度和化学势密

度下   场随半径   的演化关系 . 图 2分别绘制出

了   ,    及 T =

 ,    时的标量场

 场位形图.

T

从图 2(a)可以看出, 随着半径的增大, 所有曲

线都趋向于零, 且稳定真空气泡的半径随着温度 

的增大而增大, 这一趋势与文献 [20]中精确数值解

的结论一致, 只是近似解析解求得的气泡半径比精

T < 109 MeV σ(0)

σv σ(0) σv

σ(0) σv/2

0 < r < R σ(r) = σv r > R σ(r) = 0

R

109 MeV σ(0)

σv

确数值解略小. 此外, 从图 2(a)还可以发现, 当温

度  时, 气泡内部  的数值开始慢慢

从  偏离, 并且随着温度的降低,   偏离  越来

越大, 当温度等于零的时候,    略微大于   .

根据薄壁近似的结果, 由 (28)式不难得到, 当温

度在临界温度或者非常接近临界温度的时候, 对于

 有  , 而对于  , 则  ,

这里   是稳定真空气泡的半径. 所以从图 2(a)可

知, 当温度小于   时, 由于   开始偏离其

预期值   , 说明此时表面薄壁近似的适用性有待

重新评估.

µ

µ

µ < 230 MeV σ(0)

σv σ(0)

σv

对图 2(b)可做类似的分析, 可以发现随着化

学势  的增大, 所有曲线都趋向于零, 且稳定真空

气泡的半径随着化学势  的增大而增大, 但利用薄

壁近似计算得到的半径值略小于精确解. 从图 2(b)

可以看出, 当化学势   时,    开始偏

离其预期值  , 并且随着化学势的降低,   偏离

 的程度越来越大, 故此时表面薄壁近似的适用性

需要重新考虑.
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0
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0.6

0.8
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1.2
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(

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 

100 MeV

(a)

70 MeV

105 MeV
109 MeV
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(

)/

 

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

/fm

0 MeV(b)

200 MeV
230 MeV
240 MeV

150 MeV

µ = 0 MeV T = 0, 70, 100, 105, 109 MeV
T = 50 MeV µ = 0, 150, 200, 230, 240 MeV

图 2    (a)   ,   时气泡

临界位形; (b)   ,  

时气泡临界位形

µ = 0 MeV
T = 0, 70, 100, 105, 109 MeV

T = 50 MeV µ = 0, 150, 200, 230, 240 MeV

Fig. 2. (a)  Bubble  critical  configuration  at    ,

 ; (b) bubble critical configura-

tion at   ,   . 
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Tc

µ

T = Tc

14.73 MeV/fm2

同样, 利用前面得到的有效势能, 根据 (31)式

可以计算薄壁近似下的气泡表面张力. 图 3给出了

在临界温度   下, 夸克强子一级相变的表面张力

随化学势密度   的变化关系. 从图 3可以看出, 当

 时, 强子相的表面张力随着化学势密度的

增大而增大, 温度接近零度时, 表面张力大约为

 .

 
 

0 50 100 150 200 250 300 350

10

11

12

13

14

15

16


/
(M
e
V
Sf
m
-
2
)

/MeV

T = Tc µ图 3      时表面张力随化学势   的变化关系

µ

T = Tc

Fig. 3. Surface tension as a function of chemical potential  

when   .
 

µ = 0 MeV
50 MeV µ =

0 MeV T

T > 60 MeV

T 109 MeV T = 109 MeV
Σ(T ) ≃ 7.38 MeV/fm2 109 MeV <

T < 119.8 MeV

Tc = 119.8 MeV
Tc = 119.8 MeV Σ(T ) ≃

9.17 MeV/fm2

运用同样的方法, 也可以计算出非临界状态

下的表面张力, 图 4分别给出了  及 T =

 时表面张力的变化 . 图 4(a)给出了  

 时表面张力与温度的演化关系, 随着温度 

升高, 表面张力先缓慢增长, 当  时, 表

面张力快速增长, 这与文献 [20]中的精确解得到

的结果一致. 不同的是, 精确解给出的表面张力在

 趋于  时快速增大, 并在  时

达到最大值   , 在  

 范围内 , 表面张力随着温度的升

高而减小. 而薄壁近似给出的结果显示, 温度接

近于临界温度   时 , 表面张力迅速

增加 , 并在   时达到最大值  

 , 大于精确解给出的临界温度时的表

面张力.

T = 50 MeV
µ

µ

µc = 256.4 MeV
Σ(T ) ≃ 12.64 MeV/fm2

µ = 230 MeV Σ(T ) ≃
7.73 MeV/fm2

图 4(b)给出了   时表面张力与化

学势  的演化关系, 显示出了相似的曲线, 薄壁近

似下表面张力随着化学势   的增加而持续增加 ,

并在临界化学势   时达到最大值

 ; 而对于精确解, 表面张力

的最大值出现在  处, 其数值为 

 , 小于薄壁近似给出的近似解. 可知,

薄壁近似下, 临界化学势下的表面张力大于精确解.

dσ
dr

Veff
dσ
dr

dσ
dr

Veff

µ = 0 MeV

0 MeV < T < 109 MeV
dσ
dr

0 MeV <

T <109 MeV 109 MeV<

T < 119.8 MeV
dσ
dr

T = 109 MeV
T = 109 MeV

表面张力精确解与近似解的差别主要来源于

运动方程的“阻力”项  . 对于薄壁近似, 通常忽略

了这一阻力项, 而对于精确解, 表面张力的大小不

仅与有效势  有关, 还与  有关, 并且  项对表

面张力的影响大于有效势  . 从文献 [20]给出的

临界气泡位形图可以看出, 当化学势  时,

在   范围内 ,    随着温度的

升高而增大 , 因此表面张力在此温度 ( 

 )范围内一直单调递增, 但在 

 范围内,    逐渐变小, 因此表面张

力从   开始变小. 故精确解结果是表

面张力在   时达到最大值, 随后减小.

但是, 薄壁近似下表面张力随着温度的降低单调

递减.

T = 50 MeV
T = 50 MeV Veff µ

T = 50 MeV

0 MeV < µ < 230 MeV
dσ
dr

对   的情况可做类似分析: 在温度

 时, 有效势  随着化学势  的升高而

增大, 故在薄壁近似下, 表面张力呈现出单调递增

的趋势; 而对于精确求解情况, 在温度 

时, 当  时,   随着温度的升
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
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(b)


/
(M
e
V
Sf
m
-
2
)

µ = 0 MeV T

50 MeV µ

图 4    (a)   时表面张力与温度  的关系; (b) T =

 时表面张力与化学势   的关系

T

µ = 0 MeV
µ T = 50 MeV

Fig. 4. (a)  Surface  tension  as  a  function  of  temperature   

when    ;  (b)  surface  tension  as  a  function  of

chemical potential    when   . 
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0 MeV < µ < 230 MeV
230 MeV < µ <

256.4 MeV
dσ
dr

µ = 256.4 MeV
µ = 256.4 MeV

高而增大, 因此在   范围内,

表面张力一直单调递增 , 但在  

 范围内,   逐渐变小, 因此表面张力从

 开始变小. 故精确解结果是表面张

力在  时达到最大值, 随后减小.

µ = 0 MeV T = 50 MeV
计算得到表面张力后, 可利用 (30)式分别计

算出  及  情况下气泡临界半

径的演变关系, 如图 5所示. 根据液滴核合成唯象

模型, 半径小于临界半径的气泡会在亚稳态真空中

收缩并且消失, 只有半径大于临界半径的气泡会增

长并推动相变, 因此半径大于临界半径的气泡在相

变中起着决定性作用.

T → Tc

µ→ µc

从图 5可以看出, 气泡的临界半径随着温度或

化学势的升高, 先缓慢增大, 当趋近于临界温度或

临界化学势时, 气泡的临界半径迅速增加至无穷

大. 这个现象可以根据 (30)式作出解释, 当 

或   时, 亚稳态真空和稳定真空的有效势之

ε→ 0差   , 这导致了气泡临界半径分散, 该结果与

精确解一致.

Fb/T

µ =

0 MeV T = 50 MeV Fb/T

从亚稳态真空向稳定真空相变的过程会使

系统自由能降低, 薄壁近似下自由能的转变可由

(32)式算出. 从 (24)式可以看出指数因子  对

气泡成核率有着重要影响, 图 6分别绘制了  

 及  下  的演变关系.

µ = 0 MeV Fb/T

T ≃ 114.5 MeV Fb/T ≈ 1

Γ Fb/T

T < 114.5 MeV

T < 114.5 MeV Rc

114.4 MeV < T < 119.8 MeV

Rc

从图 6(a)可以看出 , 当   时 ,   

随着温度升高先减小后增大, 在接近临界温度时迅

速增大至发散. 当  时,   , 则

成核率   将受到指数因子   的强烈抑制, 系统

将会在亚稳态真空中保持较长的时间. 当系统温

度   . 从图 5(a)也可以看出, 当温度

 时, 临界半径   很小, 任何半径大

于临界半径的气泡都将膨胀完成亚稳态真空到稳

定真空的相变 , 而当  

时, 临界半径  迅速增大并发散, 任何半径小于临
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(b)

µ = 0 MeV T T = 50 MeV µ图 5    (a)   时临界半径与温度   的关系; (b)   时临界半径与化学势   的关系

T µ = 0 MeV
µ T = 50 MeV

Fig. 5. (a) Typical radius of the critical bubble as a function of temperature    when   ; (b) typical radius of the critical

bubble as a function of chemical potential    when   . 
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(b)

µ = 0 MeV Fb/T T T = 50 MeV Fb/T µ图 6    (a)   时   与温度   的关系; (b)   时   与化学势   的关系

Fb/T T µ = 0 MeV Fb/T µ

T = 50 MeV
Fig. 6. (a)      as  a  function  of  temperature      when    ;  (b)      as  a  function  of  chemical  potential      when

 . 
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界半径的气泡都将收缩并消失, 故此时成核率受到

抑制.

T = 50 MeV
T = 50 MeV Fb/T

µ ≃ 229.4 MeV Fb/T ≈ 1

Γ Fb/T

µ < 229.4 MeV
Rc

229.4 MeV <

µ < 256.4 MeV Rc

针对图 6(b)中   的情况可做类似

分析, 从图 6(b)可以看出, 当  时,  

随着化学势升高单调递增, 在接近临界化学势时迅

速增大至发散. 当  时,   , 成

核率   受到指数因子   的强烈抑制, 系统将会

在亚稳态真空中保持较长的时间. 从图 5(b)也可

看出, 当化学势   时, 临界半径很小,

任何半径大于临界半径  的气泡都将膨胀完成亚

稳态真空到稳定真空的相变 , 而当  

 时, 临界半径  迅速增大并发散, 任

何半径小于临界半径的气泡都将收缩并消失, 故此

时成核率受到抑制. 上述结果与精确解保持一致. 

6   总　结

基于 Frieberg-Lee模型, 本文采用薄壁近似,

通过液滴核合成唯象模型研究了均质气泡成核的

强子夸克一级相变的动力学过程, 并将薄壁近似得

到的结果与精确解进行了比较和讨论, 同时给出

了 Friedberg-Lee模型的相图.

µ = 0 MeV
Σ(T ) ≃ 9.17 MeV/fm2

µ = 0 MeV
Rc T

µ = 0 MeV Fb/T

T = 50 MeV

Σ(T ) ≃ 12.64 MeV/fm2

T = 50 MeV Rc

µ T =

50 MeV Fb/T µ

在化学势  时, 气泡表张力呈现递增

趋势 , 表面张力最大值为   ,

近似结果略大于精确解结果, 同时解释了两者存在

差别的原因. 此外发现  时气泡临界半径

 与温度   的演化关系是先缓慢增大, 临近临界

温度时迅速增大至发散, 而   时   与

温度 T 的演化关系是先减小后增大, 在接近临界

温度时迅速增大至发散. 进一步, 对于 

的情况进行了分析, 在此情况下, 气泡表面张力也

呈现递增趋势, 最大值为   .

本文还给出了   时气泡临界半径  

与化学势   的演化关系是先缓慢增大 , 而  

 时   与化学势   的演化关系是持续增

大, 两者在接近临界化学势时均迅速增大至发散.

表面张力在 QCD相变、宇宙学和致密星体的

研究中有重要作用, 被广泛关注和讨论. 在合适的

边界条件下, 数值求解方程 (22)是一个典型的两

点边值问题, 求解此类问题最关键的是找到方程解

的猜测值, 猜测值与真实值越接近, 方程越容易求

解, 反之则很困难. 此外, 由于存在数值计算的不

确定性, 对于某些温度, 找到正确的精确解仍是一

个挑战, 故难以求得整个相图的表面张力. 考虑到

精确数值求解运动方程的困难, 通常可以采用薄壁

近似来解析求解该运动方程, 从而得到表面张力、

临界半径和系统自由能的近似值, 通过与精确解析

结果的比对, 发现即使温度低于或者远小于临界温

度, 解析解与数值解的差别也不大, 说明对于一级

相变的大部分问题, 都可以采用薄壁近似来处理,

进而可以避开难以求解的两点边值问题. 此外, 对

于缺乏精确解, 只有近似解的模型, 如 QM模型和

PQM模型 (Polyakov-quark-meson model), 知道

近似解和精确解之间的差别是十分重要的, 本文利

用 FL模型讨论发现, 虽然近似解会抹掉一些重要

的信息, 比如表面张力随温度变化的非线性行为,

但在定性的结论上两者差别并不是很大, 这从侧面

反映出其他模型的近似解和精确解在定性结论上

的差异.

此外, 通过比对解析解和数值解的场位形, 对

于那些一定需要精确求解的物理体系, 解析解也可

以作为精确求解方程的猜测值, 从而更容易得到收

敛的数值解. 比如对于 QM模型、NJL模型以及其

拓展模型, 通常数值求解运动方程非常困难, 薄壁

近似有助于更快得到精确的数值解, 目前所有的这

些研究工作正在进行中.
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Abstract

σ

r

By  using  the  finite  temperature  field  theory,  the  one-loop  effective  potential  and  the  dynamics  of  the

quantum chromodynamics deconfinement phase transition in the framework of Friedberg-Lee model are studied

at finite temperature and density. Our results show that there is a first-order deconfinement phase transition for

the full phase diagram, and the critical temperature is about 119.8 MeV for a zero chemical potential whereas

the critical chemical is around 256.4 MeV when the temperature is fixed at T = 50 MeV. Moreover, in the thin-

wall  approximation,  we  investigate  the  dynamics  of  a  strong  first-order  quark-hadron  transition  via

homogeneous  bubble  nucleation  in  the  Friedberg-Lee  model.  Under  an  appropriate  boundary  condition,  the

equation of motion for the    field is solved, then the evolutions of the bubble critical configuration with radius

  at different temperatures and densities are calculated. The surface tension, the typical radius of the critical

bubble and the shift in the coarse-grained free energy each as a function of temperature and chemical potential

are  obtained.  In  order  to  gain  the  reliability  and  advantages  of  the  thin-wall  approximation,  our  analytical

results based on the thin-wall approximation are compared with those obtained by the exact numerical method

accordingly. Finally, some consequences and possible applications of our results in the quark meson model and

Polyakov quark meson model are also presented in the end of this paper.
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