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R0

提出了一个考虑空间扩散与发酵期时滞的社交网络谣言传播模型, 重点研究了扩散与时滞对在线社交网

络中谣言时空传播的影响. 首先, 分析了谣言传播平衡点的存在性, 并得到了基本再生数   ; 其次, 运用 Roth-

Hurwitz稳定判据分析了谣言传播平衡点的局部稳定性, 并讨论了扩散诱导的 Turing不稳定; 最后, 选取时滞

为分岔参数, 建立了谣言传播模型的 Hopf 分岔条件. 数值仿真结果表明, 扩散和时滞的出现都能使得谣言传播

模型的稳定性发生根本性改变. 本文从时间和空间两个维度扩展了传统谣言传播动力学仅考虑时间演化的局

限, 更加真实地模拟了谣言在现实社会中的时空传播规律, 为谣言传播的治理提供了全新的角度和思路.
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1   引　言

2022年 2月, 中国网民规模达 10.32亿, 互联

网普及率达 73.0%, 形成了全球最为庞大的数字社

区. 在线社交网络的发展一方面使得网民之间的交

流变得更加便捷, 另一方面也为谣言传播提供了新

的途径 [1−3]. 网络谣言传播比传统途径传播速度更

快, 范围更广, 不加以阻断可能会在短时间内占用

大量社会资源, 引发民众恐慌甚至造成巨大的经济

损失 [4,5]. 特别是在突发性公共卫生事件中, 由于民

众对事件本身不了解, 往往会被谣言和不实信息所

吸引, 甚至成为谣言传播者, 极大地破坏了社会的

稳定 [6,7]. 因此, 定性和定量地研究社交网络中虚假

信息的传播规律, 成为谣言治理工作的重中之重.

如何建立符合现实的社交网络谣言传播模型

受到广大学者的高度关注. 谣言在网络中传播具有

隐蔽性强、传播范围广、传播途径复杂以及传播过

程难以控制等特征, 这与传染病在人群中扩散有着

极大的相似. 因此, 谣言经常被称作互联网中的传

染病. 现有的网络谣言传播模型大多借鉴了传染病

模型 [8−10]. 例如, 利用传染病动力学中仓室模型 [11,12]

的概念将社交网络中的人群区分为谣言易感者、谣

言已知者和谣言恢复者等基本类型, 并在 SIR (sus-

ceptible-infected-recovered)模型的基础上建立起

各类网络谣言传播模型. 这些数学模型能够精准而

直观地描述网络谣言的传播规律, 充分而深刻地揭

示网络谣言传播的危害. 因此, 基于传染病模型的

谣言传播动力学已引起广泛关注. 例如, Moreno等 [13]

在 2004年首次研究虚假信息在随机无标度网络中

的扩散过程, 通过对参数时间分布的数值计算区分

不同的谣言传播算法; Zhou等 [14] 考虑网络拓扑结

构及感染节点的邻近节点之间的差异对谣言传播

的影响, 发现感染节点的总数取决于网络的拓扑
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结构; 张芳等 [15] 指出, 谣言是一种典型的社会群体

心理现象, 在建立传播模型时应引入心理学因素,

如感知、情绪、记忆、决策等; 赵来军等 [16] 考虑了记忆

因素对谣言传播过程的影响, 提出了具有遗忘机制

的谣言传播模型, 并且发现网络的平均度存在阈

值, 超过这个阈值, 谣言的影响就会达到饱和; 顾

亦然和夏玲玲 [17] 注意到重要熟人免疫策略能有效

地抑制谣言传播, 建立了新的 SEIR (spreader-ex-

posed-ignorant-recovered)谣言模型并根据真实在

线社交平台 Facebook的用户数据进行数值模拟;

万佑红和王小初 [18] 基于现实社交网络中存在的从

众效应进行模拟仿真, 研究个体影响力对谣言扩散

的作用; 朱霖河和李玲 [19] 在传统的网络谣言传播

模型中引入饱和辟谣函数用以刻画政府辟谣行为

对谣言传播的约束能力; Ruan等 [20] 研究在简单传

播模型里引入智能节点研究恶意节点对谣言传播

的影响, 结果表明恶意节点紧密度的增加会助长虚

假信息的传播; Chen和Wang[21] 将谣言未知者按

性格分为稳重型未知者和激进型未知者, 提出了

新的 SEIsIrR (spreader-exposed-steady ignorant-

radical ignorant-recovered)谣言传播模型 , 通过

对 Twitter上真实传播的谣言数据集进行仿真, 证

明人的性格、谣言的可信度及谣言与生活的相关性

影响着谣言传播的范围与速度.

βSI
/
(1 + αI)

随着近些年移动互联网设备的迅猛发展, 人们

早已突破时空限制, 可以随时随地通过社交网络参

与到公共事件的讨论中. 因此建立反应扩散方程 [22,23]

来描述网络信息的时空扩散变得具有现实意义. 反

应扩散网络谣言传播模型不仅能够反映谣言的网

络分布特征, 还可以描述其发展趋势: 扩散项刻画

了网络谣言在一维空间中沿着某一固定传播方向

进行扩散的过程; 在传播方向上的某一固定空间位

置内, 网民自行传播谣言, 由于位置不变, 该过程

与谣言传播的时间紧密关联. 一些学者也建立了相

应的反应扩散谣言传播模型, 研究其丰富的时空动

力学特征. 例如, 赵洪涌和朱霖河 [24] 针对媒体报道

与空间扩散等因素, 建立了反应扩散 SIM (sprea-

der-ignorant-medium)谣言传播模型, 并给出系统

稳定与 Hopf分岔产生的条件; Zhu 等 [25] 为了使得

模型更加贴合真实的传播机制 , 在反应扩散 SI

(spreader-ignorant)谣言传播模型中加入非线性发

生率  , 并分析了扩散系数对谣言传播

稳态的影响.

在实际的网络谣言传播过程中, 时间滞后同样

不可忽视. 在网络谣言从产生、传播、治理到消失

的各个阶段中都可能存在着时滞 [26,27]. 谣言刚出现

时一般只在小范围内传播, 但借助开放的社交网

络, 其在人群的讨论中酝酿发酵, 甚至会在更大范

围内传播. 发酵期时滞指的是网络谣言从产生到传

播的过程中会在谣言易感者群体中存在时间滞后

的现象, 忽视谣言传播的发酵期可能会导致谣言治

理的不及时.

但是目前同时考虑空间扩散效应与发酵期时滞

的谣言传播模型并不多见. 为了更好地刻画不同人

群在谣言传播模型中相互转化的过程, 本文考虑在

谣言传播过程中谣言未知者会以不同类型的发生率

分别转化为谣言感染者及恢复者, 并且谣言感染者

会在社交网络中接收到辟谣信息从而转化为恢复

者. 基于上述分析, 从时空维度建立一个具有饱和

发生函数、发酵期时滞以及扩散项的谣言传播模型,

研究时滞与扩散项对谣言传播模型稳定性的影响.

本文结构组织如下. 在第 2节中, 提出一个具

有扩散效应和时滞的谣言传播模型. 在第 3节中,

对模型进行稳定性分析, 并研究无时滞反应扩散谣

言传播模型的 Turing 不稳定性. 选取时滞为分岔

参数, 给出了模型在平衡点处发生 Hopf分岔的条

件. 在第 4节中, 通过数值仿真来验证前文的理论

结果. 在第 5节中, 对本文工作进行总结并展望未

来的工作. 

2   模型建立

文献 [10]将网民分为谣言未知者 S、谣言已知

者 I 和谣言恢复者 R 这三种状态, 其描述的 SIR

谣言传播模型如下:  

dS(t)
dt

= Λ− γS(t)I(t)− µS(t),

dI(t)
dt

= θγS(t)I(t)− βI(t)− µI(t),

dR(t)

dt
= (1− θ)γS(t)I(t) + βI(t)− µR(t),

(1)

1− θ

其中, 未知者 S 未收到谣言, 已知者 I 收到谣言并

传播, 恢复者 R 收到谣言但不传播. 由于社交网络

具有开放性, 未知者 S 以 L 的人口输入率自然增

长, g 表示谣言在社交网络上传播的速率, 接触到

谣言的未知者 S 以 q 和  的概率分别转为已知
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R0

R0 = 1 R0 > 1

R0

者 I 和恢复者 R, 辟谣信息以 b 的速度在社交网络

中传播. 同时三种状态的网民均以µ的概率离开.

考虑现实意义, 以上参数均为正. 文献 [10]通过计

算给出了模型 (1)的平衡点和基本再生数  的表

达式, 讨论该模型的稳定性和分岔点, 并通过几何

方法分析了局部平衡点的全局稳定性. 仿真结果表

明, 模型 (1)在   处存在分岔, 并且当  

时, 已知者 I 密度随着  的增加而逐渐增加; q 的

变化对稳定状态下 I 密度的峰值有较大影响, 但

对 I 密度的收敛时间影响较弱. 这为谣言治理工作

提供了新的思路.

h(I) = βI
/
(1 + αI)

然而模型 (1)没有考虑扩散和时滞对于网络

谣言传播的影响. 为了使模型更加贴合现实, 我们

在模型 (1)的基础上引入扩散项、时滞与饱和发生

率. 文献 [19]提出用饱和函数  

来描述辟谣信息在社交网络中的传播, 其中 b 表示

辟谣信息在社交网络上的传播速度, a 是衡量已知

者种群数量对于辟谣信息传播效果的饱和因子,

这与现实中网络谣言的传播规律十分贴合. 于是得

到了以下具有饱和函数的时滞反应扩散谣言传播

模型:  

∂S(x, t)

∂t
= d1∆S(x, t) + Λ− µS(x, t)

− γS(x, t− τ)I(x, t),

∂I(x, t)

∂t
= d2∆I(x, t)− µI(x, t)

+ θγS(x, t− τ)I(x, t)

− βI(x, t)

1 + αI(x, t)
,

∂R(x, t)

∂t
= d3∆R(x, t)− µR(x, t)

+ (1− θ)γS(x, t− τ)I(x, t)

+
βI(x, t)

1 + αI(x, t)
,

(2)

t > 0, x ∈ Ω = (0, π)其中  . 初始条件为
  

S(x, t) = S0(x, t) ⩾ 0, (x, t) ∈ (−τ, 0]×Ω,

I(x, t) = I0(x, t) ⩾ 0, (x, t) ∈ (−τ, 0]×Ω,

R(x, t) = R0(x, t) ⩾ 0, (x, t) ∈ (−τ, 0]×Ω,

Neumann边界条件为 

∂S(x, t)

∂η
=

∂I(x, t)

∂η
=

∂R(x, t)

∂η
=0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

S(x, t) I(x, t) R(x, t)

γS(x, t− τ)I(x, t)

βI(x, t)/(1 + αI(x, t))

S0(x, t) I0(x, t) R0(x, t) ∆ =

∂2/∂x2 d1 > 0 d2 > 0 d3 > 0

S(x, t) I(x, t) R(x, t)

∂Ω ∂Ω

  ,    和   分别表示谣言未知者、谣

言已知者和谣言恢复者在 t 时刻 x 位置处的密度.

 表示谣言已知者 I 在谣言未知者

S 种群中传播谣言的能力, t 是谣言未知者 S 种群

在接收到谣言后经过讨论和思考而决定是否传播

谣言的反应时间.    是辟谣信

息在谣言已知者 I 数量的饱和作用下将谣言已知

者 I 转化为谣言恢复者 R 的辟谣能力. 初始条件

 ,    和   为非负连续函数 .   

 是拉普拉斯算子.    ,    和  

分别是   ,     和   的空间扩散系数.

W 是一个有界域,   是 W 的光滑边界, h 是  的

单位外法向量. Neumann边界条件表示谣言传播

系统是封闭的, 谣言在网络边界没有流进与流出. 

3   时空动力学分析

根据现实意义, 本文研究模型 (2)的两个非负

平衡点:

E0 = (Λ/µ, 0, 0)(i)无谣言平衡点  , 此时模型 (2)

中仅存在谣言易感者, 谣言未能在人群中传播;

E∗ = (S∗, I∗, R∗)(ii)谣言传播平衡点  , 此时存

在谣言传播者, 谣言已在人群中持续传播, 其中 

S∗ =
Λ

γI∗ + µ
, R∗ =

Λ

µ
− S∗ − I∗,

I∗并且  满足方程 

A1I
∗2 +A2I

∗ +A3 = 0,

其中 

A1 = αγµ > 0,

A2 = αµ2 + γµ+ γβ − Λγθα,

A3 = βµ+ µ2 − Λθγ.

假设: 

(H1) : βµ+ µ2 − Λθγ < 0.

(H1)当  成立时, 则有 

I∗ =
−A2 +

√
A2

2 − 4A1A3

2A1
> 0,

E∗ = (S∗, I∗, R∗)此时  为模型 (2)的唯一正平衡点.

R0

R0 < 1 R0 > 1

基本再生数  是谣言传播模型中一个重要参

量, 用于衡量网络谣言在人群中传播扩散的能力.

当  时, 谣言在人群中会自行消亡; 当 

时, 谣言则会持续存在下去. 本文根据文献 [28]的
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R0 X = (i, r)T再生矩阵的方法计算  . 令  , 不考虑扩

散项, 由模型 (2)可得
 

dX
dt

= F − V ,

其中,
 

F =

 θγSI

(1− θ)γSI +
βI

1 + αI

, V =

 βI

1 + αI
+ µI

µR

,
E0在无谣言平衡点  处的雅克比矩阵分别为

 

JF =


Λθγ

µ
0

Λ(1− θ)γ

µ
+ β 0

 , JV =

[
β + µ 0

0 µ

]
,

于是有
 

JFJ
−1
V =


Λθγ

µ(µ+ β)
0

Λ(1− θ)γ + µβ

µ(µ+ β)
0

 .

JFJ
−1
V因此, 得到矩阵   的谱半径, 即模型 (2)的基

本再生数为
 

R0 =
Λθγ

µ(µ+ β)
.

令
 

S̄(x, t) = S(x, t)− S∗,

Ī(x, t) = I(x, t)− I∗,

R̄(x, t) = R(x, t)−R∗,

则模型 (2)的线性化系统为
 

U̇1 = (D∆+L1)U1 +L2U2, (3)

其中
 

D = diag {d1, d2, d3} ,

U1 = (S̄(x, t), Ī(x, t), R̄(x, t))T,

U2 = (S̄(x, t− τ), Ī(x, t− τ), R̄(x, t− τ))T,

L1 =

a11 a12 0

0 a22 0

0 a32 a33

 , L2 =

b11 0 0

b21 0 0

b31 0 0

 .

并且
 

a11 = −µ, a12 = −γS∗,

a22 = θγS∗ − β

(1 + αI∗)2
− µ,

a32 = (1− θ)γS∗ +
β

(1 + αI∗)2
,

a33 = −µ, b11 = −γI∗,

b21 = θγI∗, b31 = (1− θ)γI∗.

−k2(k ∈ {0, 1, 2, · · · })
对于所满足的纽曼边界条件 , 易知 D 有特征值

 , 模型 (2)的特征方程为
 

det(λI −Mk −L1 −L2e−λτ ) = 0, (4)

3× 3其中 I是  的单位矩阵, 且 

Mk = −Dk2, k ∈ 0, 1, 2, · · ·.

将特征方程 (4)展开, 得到如下表达式: 

λ3 +m2(k
2)λ2 +m1(k

2)λ+m0(k
2)

+ e−τλ[n2(k
2)λ2 + n1(k

2)λ+ n0(k
2)] = 0, (5)

其中 

m2(k
2) = d1k

2 + d2k
2 + d3k

2 − a11 − a22 − a33,

m1(k
2) = (d1k

2 − a11)(d2k
2 − a22)

+ (d1k
2 − a11)(d3k

2 − a33)

+ (d2k
2 − a22)(d3k

2 − a33),

m0(k
2) = (d1k

2 − a11)(d2k
2 − a22)(d3k

2 − a33),

n2(k
2) = − b11,

n1(k
2) = − b11(d2k

2 + d3k
2 − a22 − a33)− a12b21,

n0(k
2) = − b11(d2k

2 − a22)(d3k
2 − a33)

− a12b21(d3k
2 − a33).

 

3.1    Turing 不稳定

τ = 0本小节重点研究在无时滞的情形下, 即  

时, 扩散项对模型 (2)稳定性的影响.

d1 = d2 = d3 = 0

E∗

当无扩散, 即   时, 模型 (2)在

 处的特征方程为 

λ3 +B3λ
2 +B2λ+B1 = 0, (6)

其中 

B3 = − a11 − a22 − a33 − b11,

B2 = a11a22 + a11a33 + a22a33 + a22b11

+ a33b11 − a12b21,

B1 = − a11a22a33 − a22a33b11 + a12a33b21.
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由 Roth-Hurwitz稳定判据可知, 当假设 

(H2) : B3 > 0, B2 > 0, B1 > 0, B3B2 −B1 > 0

E∗

成立时, 方程 (6)所有的根都具有负实部. 因此, 模

型 (2)在平衡点  处是局部渐近稳定的.

di > 0 (i = 1, 2, 3)

E∗

当扩散效应出现时 , 即   时 ,

模型 (2)在  处的特征方程为 

λ3 + C3(k
2)λ2 + C2(k

2)λ+ C1(k
2) = 0, (7)

其中 

C3(k
2) = C31k

2 +B3,

C2(k
2) = C22k

4 + C21k
2 +B2,

C1(k
2) = C13k

6 + C12k
4 + C11k

2 +B1, (8)

并且 

C31 = d1 + d2 + d3 > 0,

C22 = d1d2 + d1d3 + d2d3 > 0,

C21 = − a33(d1 + d2)− a22(d1 + d3)

− (a11 + b11)(d2 + d3),

C13 = d1d2d3 > 0,

C12 = − a33d1d2 − a22d1d3 − (a11 + b11)d2d3,

C11 = a22a33d1 + (a11a22 + a33b11)d2

+ (a11a22 + a22b11 − a12b21)d3.

定义 

g1(x) = C13x
3 + C12x

2 + C11x+B1.

做如下假设: 

(H3) : a22 < 0, C11 < 0, g1(x
∗
+) < 0,

其中 

x∗
+ =

−C12 +
√
C2

12 − 3C11C13

3C13
.

B1 > 0 (H3) g1(x) =

0 x− x+(0 < x− < x+) x ∈

(x−, x+) g1(x) < 0

引理 1　当  和  成立时, 方程 

 有两个正根   和   , 使得当  

 时, 有  .

a22 < 0 C12 > 0 C12 > 0

C11 < 0 g′1(x) = 3C13x
2 + 2C12x+ C11

x∗
− = −C12 −

√
C2

12 − 3C11C13/3C13 < 0

x∗
+ = −C12 +

√
C2

12 − 3C11C13/3C13 > 0 g1(x)

x∗
− x∗

+

g1(0) = B1 > 0 lim
x→+∞

g1(x) = +∞ g1(x
∗
+) < 0

g1(x) = 0 x− x+(x− < x+)

证明　当  时, 可得  . 由  ,

 可知 ,    存在

两个零点  

和  . 故 

分别在   和   处取得极小值和极大值 . 另有

 ,    . 当  

时 , 方程   有两个正根   和  

x ∈ (x−, x+) g1(x) < 0且当  时, 有  . 引理 1得证.

令 

g2(λ; k) = λ3 + C3(k
2)λ2 + C2(k

2)λ+ C1(k
2),

lim
λ→+∞

g2(λ; k) = +∞易知  . 做出如下假设:

(H4) : k0 ∈ (
√
x−,

√
x+)   存在正整数  .

B1 > 0 (H3) (H4)

g1(k
2
0) = C1(k

2
0) < 0. g2(λ; k0) = 0

由引理 1可知, 若   ,    和   成立,

则    因此, 方程   至

少有一个正根.

R0 > 1 τ = 0 (H1)—(H4)定理 1　假设  ,   , 并且 

成立. 对于模型 (2), 以下结论成立 :

di = 0 (i = 1, 2, 3)

E∗

1) 当   时, 模型 (2)的谣言传

播平衡点  是局部渐近稳定的;

di > 0 (i = 1, 2, 3)

E∗

2) 当   时, 模型 (2)在谣言传

播平衡点  处发生 Turing不稳定. 

3.2    Hopf 分岔

本小节主要研究反应扩散谣言传播模型 (2)

的时滞诱导 Hopf分岔.

τ = 0, di > 0 (i = 1, 2, 3)当   时 , 模型 (2)的特

征方程为 (7)式. 做出如下假设: 

(H5) : a22 < 0, g1(x
∗
+) > 0.

B3 > 0 C3(k
2) > 0

B2 > 0 (H5) C2(k
2) > 0 B1 > 0

(H5) x > 0 g1(x) > 0

C1(k
2) > 0

由 (8)式可知, 若  成立, 则有  ; 若

 和   成立, 则有   ; 若   和

 成立, 对于任意的  , 都有  , 于是

得  .

计算可得 

C3(k
2)C2(k

2)− C1(k
2)=C∗

4k
6+C∗

3k
4+C∗

2k
2+C∗

1 ,

其中 

C∗
4 = C31C22 − C13 = d21(d2 + d3) + d22(d1 + d3)

+ d23(d1 + d2) + 2d1d2d3 > 0,

C∗
3 = C31C21 + C22B3 − C12,

C∗
2 = C31B2 + C21B3 − C11,

C∗
1 = B3B2 −B1.

做出如下假设: 

(H6) : C
∗
3 > 0, C∗

2 > 0.

B3B2 −B1 > 0 (H6) k ∈ {0, 1,
2, 3, · · · }
若   和   成立, 则对任意    

 , 有 

C3(k
2)C2(k

2)− C1(k
2) > 0.

(H2) (H5) (H6)根据Routh-Hurwitz稳定判据, 若  ,   和 
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k ∈ {0, 1, 2, 3, · · · }

E∗

均成立 , 对于任意的   , 方程 (7)

的根均具有负实部. 此时, 无时滞模型 (2)在谣言

传播平衡点  处是局部渐近稳定的.

τ > 0, di > 0 (i = 1, 2, 3)

λ = iω (ω > 0)

当   时 , 模型 (2)的特

征方程为 (5)式 . 令   并代入 (5)式 ,

分离实虚部得到 

cos(τω) =
−M2(k

2)N2(k
2)−M1(k

2)N1(k
2)

N2
1 (k

2) +N2
2 (k

2)
,

sin(τω) =
M1(k

2)N2(k
2)−M2(k

2)N1(k
2)

N2
1 (k

2) +N2
2 (k

2)
, (9)

其中 

M1(k
2) = −ω3 +m1(k

2)ω,

M2(k
2) = −m2(k

2)ω2 +m0(k
2),

N1(k
2) = n1(k

2)ω,

N2(k
2) = −n2(k

2)ω2 + n0(k
2).

cos2(τω) + sin2(τω) = 1根据  可得
 

ω6 +D3(k
2)ω4 +D2(k

2)ω2 +D1(k
2) = 0, (10)

其中 

D3(k
2) = m2

2(k
2)− n2

2(k
2)− 2m1(k

2)

= (d1k
2 − a11)

2 + (d2k
2 − a22)

2

+ (d3k
2 − a33)

2 − b211,

D2(k
2) = m2

1(k
2)− n2

1(k
2)− 2m2(k

2)m0(k
2)

+ 2n2(k
2)n0(k

2)

= (d1k
2 − a11)

2(d2k
2 − a22)

2

+ (d1k
2 − a11)

2(d3k
2 − a33)

2

+ (d2k
2 − a22)

2(d3k
2 − a33)

2

− b211(d2k
2 − a22)

2 − b211(d3k
2 − a33)

2

− a212b
2
21 − 2a12b11b21(d2k

2 − a22),

D1(k
2) = m2

0(k
2)− n2

0(k
2)

= (d1k
2 − a11)

2(d2k
2 − a22)

2(d3k
2 − a33)

2

− (d3k
2 − a33)

2[b11(d2k
2 − a22) + a12b21]

2.

z = ω2令  , 则 (10)式变为 

z3 +D3(k
2)z2 +D2(k

2)z +D1(k
2) = 0, (11)

令 

g3(z) = z3 +D3(k
2)z2 +D2(k

2)z +D1(k
2). (12)

k = 0当  时, 若以下条件成立: 

(H7) : D1(0) < 0,

g3(0)|k=0 = D1(0) < 0 lim
x→+∞

g3(x)|k=0 =

+∞ g3(x)|k=0 = 0

g3(x)|k=0 = 0 xn (n = 1, 2, 3)

iωn ωn =
√
xn

(n = 1, 2, 3)

则 有   , 且  

 , 根据零点定理可知, 此时方程  

内至少存在一个正根 . 不失一般性 , 假设方程

 存在三个正根  , 则特征

方程 (5)|k = 0 存在三个纯虚根  , 其中 

 .

由 (9)式可得
 

τ (l)n =
1

ωn
arccos

(
G1(ωn)

G2(ωn)

)
+
2lπ
ωn

, l=0, 1, 2, · · · ,

(13)

其中
 

G1(ω) = [m2(0)ω
2 −m0(0)][−n2(0)ω

2 + n0(0)]

+ n1(0)ω[ω
3 −m1(0)ω],

G2(ω) = n2
1(0)ω

2 + [n2(0)ω
2 − n0(0)]

2.

定义
 

τ0 = τ0n0 = min
n∈{1,2,3}

{τ0n}, ω0 = ωn0.

k ⩾ 1 j = k2当  时, 令  . 定义
 

E3(j) = m2
2(j)− n2

2(j)− 2m1(j),

E2(j) = m2
1(j)− n2

1(j)− 2m2(j)m0(j)

+ 2n2(j)n0(j),

E1(j) = m2
0(j)− n2

0(j).

假设:

(H8) : j ⩾ 1 E′
i(j) (i = 1, 2, 3) > 0.   对于  , 有 

(H8) j ⩾ 1 Ei(j) (i = 1, 2, 3)若   成立, 那么当   时,    是

单调递增的, 有
 

E3(j) ⩾ E3(1)

= (d1 − a11)
2 + (d2 − a22)

2 + (d3 − a33)
2 − b211,

E2(j) ⩾ E2(1)

= (d1 − a11)
2(d2 − a22)

2 + (d1 − a11)
2(d3 − a33)

2

+ (d2 − a22)
2(d3 − a33)

2 − b211(d2 − a22)
2

− b211(d3 − a33)
2 − a212b

2
21 − 2a12b11b21(d2 − a22),

E1(j) ⩾ E1(1)

= (d1 − a11)
2(d2 − a22)

2(d3 − a33)
2

− (d3 − a33)
2[b11(d2 − a22) + a12b21]

2.

做如下假设:
 

(H9) : E3(1) > 0, E2(1) > 0, E1(1) > 0.
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(H9) Di(k
2) = Ei(j) ⩾ Ei(1)>0 (i=1,

2, 3) k⩾1

若  成立, 则有 

 , 于是有方程 (11)|  无正根.

k = 0验证   时的穿越条件, 对 (5)式两边同时

关于 t 求导, 于是有  (
dλ
dτ

)−1

=
K ′

1(λ)eτλ +K ′
2(λ)

λK2(λ)
− τ

λ
, (14)

其中 

K1(λ) = λ3 +m2(0)λ
2 +m1(0)λ+m0(0),

K2(λ) = n2(0)λ
2 + n1(0)λ+ n0(0),

K ′
1(λ) = 3λ2 + 2m2(0)λ+m1(0),

K ′
2(λ) = 2n2(0)λ+ n1(0).

τ = τ0 λ = iω0将  和  代入 (14)式, 得到  (
dλ
dτ

)−1

=
P1 + iP2

Q1 + iQ2
− τ0

iω0
, (15)

其中 

P1 = (m1(0)− 3ω2
0) cos(τ0ω0) + n1(0)

− 2m2(0)ω0 sin(τ0ω0),

P2 = (m1(0)− 3ω2
0) sin(τ0ω0) + 2n2(0)ω0

+ 2m2(0)ω0 cos(τ0ω0),

Q1 = − n1(0)ω
2
0 ,

Q2 = − n2(0)ω
3
0 + n0(0)ω0.

于是, 

Re
(
dλ
dτ

)−1

=
P1Q1 + P2Q2

Q2
1 +Q2

2

. (16)

则, 

sign

{
Re

(
dλ
dτ

)
τ=τ0

}
= sign

{
Re

(
dλ
dτ

)−1

τ=τ0

}
.

做如下假设: 

(H10) : P1Q1 + P2Q2 > 0.

(H10) Re
(
dλ
dτ

)
τ=τ0

> 0若满足  , 则  . 基于上述讨论,

得到如下定理:

R0 > 1 di > 0 (i = 1, 2, 3)

(H1) (H2) (H5)—(H10)

定理 2　假设  ,   , 并且

 ,   ,   成立. 对于反应扩散谣言

传播模型 (2), 以下结论成立:

τ ∈ [0, τ0) E∗1) 当  时, 谣言传播平衡点  是局部

渐近稳定的;

τ >τ0 E∗

τ0 E∗

2) 当  时, 谣言传播平衡点  是不稳定的;

且当 t 穿越  时, 模型 (2)在  附近发生 Hopf分岔. 

4   数值仿真

本节在文献 [10]的基础上选取参数, 通过数值

计算与分析来验证上述理论的正确性, 并研究谣言

已知者 I 种群数量对辟谣信息传播的饱和作用.

Λ = 0.8, γ = 0.6, µ =

0.3, α = 0.5, β = 0.2, θ = 0.7 (H1)

R0 = 2.24 > 1

E∗ = (1.0595, 0.7584, 0.8487)

选取模型 (2)的参数为  

 . 此时假设   成立.

通过计算得   以及谣言传播平衡点

 .

τ = 0

S(x, 0) = 1.0595 + 0.1 cosx I(x, 0) = 0.7584+

0.1 cosx R(x, 0) = 0.8487 + 0.1 cosx d1 = d2 =

d3 = 0 (H2)

E∗

d1 = 6, d2 = 0.01,

d3 = 0.01 (H3) (H4)

E∗

下面首先研究空间扩散对无时滞谣言传播模

型稳定性的影响, 此时   . 研究选取的初始条

件为   ,   

 ,    . 当  

  时, 通过验证可以得到假设  成立. 由定

理 1可知, 模型 (2)平衡点   处是局部渐近稳定

的, 数值仿真结果如图 1所示; 当 

  时, 通过验证知假设  和  均成立.

根据定理 1, 模型 (2)在  处失去其稳定性, 发生

Turing不稳定, 数值仿真结果如图 2所示. 图 3是

模型 (2)发生 Turing不稳定时的 Turing斑图.

从图 1可以看出, 在无扩散时, 随着时间的推

移, 社交网络中未知者 S、已知者 I 和恢复者 R 这

三类人群的密度分别快速收敛于 1.0595, 0.7584
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τ = 0, d1 = d2 = d3 = 0 E∗图 1    当    时, 模型 (2)在   处是局部渐近稳定的

E∗ τ = 0, d1 = d2 = d3 = 0Fig. 1. Model (2) is locally asymptotically stable at    when   . 
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和 0.8487, 这说明谣言在人群中稳定持续地存在

着. 从图 2可以看出, 引入扩散项后, 谣言传播在

空间上呈现周期振荡的趋势, 这意味着谣言于短时

间内大规模地在社交网络中快速地传播开来.

d1 =

d2 = d3 = 0.1 S(x, 0) = 1.25

I(x, 0) = 0.85 R(x, 0) = 0.74 ω0 =

0.5513 τ0 = 2.6332 (H5)—

(H10) τ = 2.6 < τ0 = 2.6332

E∗

τ = 2.655 > τ0 = 2.6332

E∗

其次, 验证由时滞诱发的 Hopf分岔. 令  

 , 并选取初始条件为   ,

 ,    . 计算可知此时  

 ,   , 通过验证可以得到假设 

 均成立. 根据定理 2, 当 

时, 模型 (2)在  处是局部渐近稳定的, 仿真结果

如图 4所示; 当  时, 模型 (2)

在  处变得不稳定, 仿真结果如图 5所示.

τ0

τ0

τ = 2.6

x = 4 τ = 2.655

x = 4

从图 4和图 5可以看出, 当时滞 t 小于分岔阈

值  时, 三种状态的网民密度趋于固定值, 这表明

此时人群中始终存在固定数量的谣言已知者; 当时

滞 t 大于分岔阈值    时, 三种状态的网民密度呈

现出周期振荡, 意味着谣言在社交网络中持续存在

且周期性地传播, 在增加谣言治理难度的同时也带

来了新的风险. 图 6(a)是   时模型 (2)在位

置  处的相图, 图 6(b)则是   时模型 (2)

在位置  处的相图.

d1 = d2 = d3 = 0

最后, 研究饱和因子 a 对模型 (2)稳定性的影

响. 为方便讨论, 取   , 其他参数不

变, 选取不同的 a. 从表 1可以看出, 随着 I 种群数
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Fig. 3. Turing patterns of model (2) when Turing instability occurs. 
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τ0

量的饱和因子 a 增大, 对辟谣效果的抑制作用也

增大, 人群中谣言已知者 I 的密度变大, 谣言未知

者 S 和恢复者 R 的密度则减小, 并且谣言在社交

网络中发酵期时滞的分岔阈值  减小.

τ = 2.4图 7是  时谣言已知者 I 的密度在 a 不

同取值情况下的波形图. 显然, a 的增大不仅会使

得谣言在更大范围内传播, 还会延长谣言从产生到

趋于稳定的时间, 并且带来更大的传播峰值. 

5   结　论

τ0 τ < τ0

τ > τ0

τ0

本文将发酵期时滞、空间扩散以及饱和辟谣函

数引入到传统 SIR谣言传播模型中, 研究了谣言

在社交网络中传播的时空动态演化特性. 首先, 在

稳定的无时滞谣言传播模型中引入扩散项, 给出模

型发生 Turing不稳定的条件, 证明了 Turing不稳

定正是由扩散诱导的. 其次, 选取发酵期时滞作为

分岔参数, 给出模型产生 Hopf分岔的条件及分岔

阈值   的表达式. 当   时, 含有扩散项的谣言

传播模型是稳定的; 当   时, 模型失去稳定性

并发生 Hopf分岔. 最后, 在数值仿真部分验证了

前文的结论, 并且模拟了 I 种群数量的饱和因子

a 对于谣言传播的影响. a 的增长表示 I 出现严重

的拥挤现象, 辟谣效果被削减, 分岔阈值   减小,

传播峰值增大. 这些结论为谣言预防和治理提供了

新的理论依据. 因此, 监管仍处于发酵期的谣言,

提高辟谣信息发布的时效性, 加大对特定人群的辟

谣力度, 是构建良好社交网络环境的重要内容. 当

前, 本文主要研究的是时间滞后与空间扩散对社交
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表 1    不同 a 对应的平衡点与分岔阈值
Table 1.    Equilibrium  point  and  bifurcation

threshold for different a.

饱和因子a (S∗, I∗, R∗)平衡点 τ0分岔阈值 

0.1 (1.1615, 0.6479, 0.8572) 2.8331

0.3 (1.1074, 0.7040, 0.8552) 2.7589

0.5 (1.0596, 0.7584, 0.8487) 2.7048

0.7 (1.0182, 0.8094, 0.8390) 2.6436

0.9 (0.9833, 0.8560, 0.8274) 2.5143

 

0 50 100 150 200 250 300 350 400

/s

=0.9
=0.7
=0.5

=0.3
=0.1

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

0.50

0.60

0.70

0.80

0.90

1.00



图 7    不同 a 取值时 I 的波形图
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网络中谣言传播的影响, 在未来的工作中将进一步

考虑多渠道对谣言传播的影响并继续研究分岔方

向与分岔周期解的稳定性.
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Abstract
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Rumors  in  social  networks  are  often  referred  to  as  infectious  diseases  of  the  Internet,  because  rumors

spreading  in  networks  feature  strong  concealment,  fast  transmission  speed  and  wide  spread.  With  the

development  of  mobile  devices,  online  rumors  nowadays  are  far  more  harmful  than  before.  Rumors  in  social

networks  show  completely  different  spatiotemporal  dynamics  from  traditional  rumor  spreading  dynamics.  A

social network rumor spreading model with considering both reaction diffusion and fermentation time delay is

proposed  in  this  paper.  The  effects  of  spatial  diffusion  and  time  delay  on  rumor  spreading  in  online  social

networks are studied. Firstly, the existence of equilibrium point of the reaction-diffusion rumor spreading model

is analyzed, and the basic regeneration number     is calculated. When    , the rumor stops spreading and

disappears in social networks; when    , the rumor persists in social networks. Secondly, the local stability

of  the  rumor  spreading  equilibrium  is  investigated  by  using  the  Roth-Hurwitz  stability  criterion,  and  the

influence of diffusion on the system stability is discussed. When the diffusion is introduced into a stable rumor

spreading  model  without  time  delay,  the  model  becomes  unstable,  indicating  that  the  Turing  instability  is

caused  by  diffusion.  Thirdly,  the  Hopf  bifurcation  condition  of  the  rumor  spreading  model  is  established  by

selecting the time delay t as the bifurcation parameter, and the expression of bifurcation threshold     is given.

When    ,  the  rumor  propagation  model  with  diffusion  term  is  stable;  when    ,  the  model  loses  the

stability and the Hopf bifurcation occurs. The numerical simulation results show that both diffusion and time

delay play an important role in the dynamic evolution of rumor spreading. At the same time, the influence of

the crowding degree of spreaders on rumor propagation is also simulated. As the crowding gets worse and worse,

the rumor refuting effect weakens, the bifurcation threshold     decreases, and the propagation peak increases.

Therefore, it is important to build an excellent social network environment to supervise the rumors that are still

in the fermentation stage, improve the timeliness of the release of rumor refuting information, and strengthen

the refuting of rumors among key groups. This paper breaks through the limitation considering only the time

evolution, explores the spatiotemporal spreading law of rumor in real society, and provides a new perspective

and idea for governing the rumor spreading.
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