
 

专题: 非厄米物理前沿

非厄米线性响应理论及其应用*
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线性响应理论是现代物理实验尤其是量子物态测量实验的理论基础, 其核心是将物理系统的探测信号

作为微扰, 利用系统在未受扰动时的关联函数来刻画物理可观测量的响应. 半个多世纪以来, 基于封闭量子

系统的线性响应理论在量子物态测量实验上取得了巨大的成功. 随着超冷原子实验在光场与系统相互作用

精确操控方面的快速进展, 近年来高精度的冷原子实验已经具备研究耗散量子多体系统的条件, 新奇的物理

现象在实验中层出不穷, 这使得国内外研究者对量子开放系统及其非厄米物理的研究与日俱增. 基于此, 我

们发展了一个量子开放系统的线性响应理论—非厄米线性响应理论. 该理论将耗散带来的非厄米效应与

量子噪声作为外部探测输入来探测量子系统的性质, 并将实验可观测量的含时演化与系统未受扰动状态时

的关联函数及其谱函数联系了起来, 提供了区分正常物态和奇异物态的一种新手段, 所得到的结果与最近冷

原子系统实验的结果高度吻合. 本文介绍了非厄米线性响应理论, 并讨论该理论在量子多体系统以及具有时

间反演对称性的量子系统中的应用.
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1   引　言

非平衡态物理尤其是非平衡态动力学是物理

学中古老而经久不衰的研究主题. 在量子系统中有

两类典型的非平衡动力学过程: 一类是封闭系统的

非平衡动力学, 此类过程描述的是系统本身从非平

衡态弛豫到平衡态的动力学演化; 另一类是开放系

统中的量子耗散动力学, 此类过程描述的是一个与

环境热库相互作用的量子系统趋于稳态的动力学

演化. 与平衡态物理不同, 量子多体系统中的非平

衡动力学演化原则上涉及系统所有的自由度, 这使

得量子多体非平衡动力学成为当今物理学中的一

大挑战. 近年来, 得益于冷原子实验在精密计时技

术与测量手段方面的进步, 高精度的冷原子实验已

经具备了研究封闭系统和开放系统的非平衡动力

学的条件, 并发现了许多新奇的物理现象, 冷原子

系统逐渐成为非平衡动力学方面研究的理想平

台 [1–10], 也使得量子耗散及其非厄米物理在近几年

来受到国内外研究者越来越多的研究与关注 [11,12].

通过对外部光场与系统耦合的精确操控, 实验上成

功实现了诸多量子开放系统, 并测量了几种典型的

量子耗散动力学演化, 为非平衡动力学的理论研究

提供了新的机遇和挑战. 2020 年, 法国巴黎高师

Brossel 实验室的 Gerbier 研究组 [13] 通过精确调控

激光场与光晶格系统中玻色子的耦合, 研究了二

维 Bose-Hubbard 模型在不同相互作用强度下的

两体耗散动力学, 他们发现随着粒子之间相互作用

的增强, 在动量分布的宽度变化中出现了亚扩散

(subdiffusion) 现象, 并且在动量分布峰值的演化

中出现了反常的非指数衰减行为. 针对这些新奇的

实验现象, 基于量子物态实验中广泛运用的线性响
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应理论, 我们提出了将耗散作为外部输入的量子开

放系统版本的响应理论, 并将其命名为“非厄米线

性响应理论”[14].

本文首先对非厄米线性响应理论做简单介绍, 然

后利用该理论解释耗散二维 Bose-Hubbard 模型中的

实验现象, 给出一维相互作用量子气体中的预言, 并

应用于具有时间反演对称性保护的量子系统. 

2   非厄米线性响应理论简介

测量一个系统的物理性质时, 通常的做法是给

待测系统施加一个扰动, 然后探测系统对扰动是如

何响应的. 这个外加的扰动强度在能够观测到信号

的前提下要尽量小, 以保证系统本身的物理性质不

被破坏. 线性响应理论的精神就在于此. 设系统在

外场作用下的总哈密顿量为 

Ĥ = Ĥ0 + Ĥext(t), (1)

Ĥ0 Ĥext(t) =∑
j
fj(t)Ôj Ôj

fj(t) j

其中   是系统未受扰动的哈密顿量 ,  

 为微扰哈密顿量,   表示系统与外场

耦合的算符,   为含时耦合函数, 下标   表示与

系统耦合的模式. 按照线性响应的精神, 对外场做

微扰处理. 首先引入时间演化算符: 

Û (t, t0) = T̂ exp
(
−i
∫ t

t0

Ĥext (t
′) dt′

)
, (2)

T̂其中  为编时算符, 在相互作用绘景下, 密度矩阵

的含时演化为 

ρ̂(t) = Û (t, t0) ρ̂0Û
−1 (t, t0) . (3)

Ŵ对于系统的某个可观测量算符  , 其平均值为 ⟨
Ŵ(t)

⟩
= Tr ρ̂(t)Ŵ(t) = Tr ρ̂0Û

−1(t)Ŵ(t)Û(t)

= Tr ρ̂0

(
Ŵ(t) + i

∫ t

t0

dt′
[
Ĥext (t

′) ,Ŵ(t)
]
+ . . .

)

≈
⟨
Ŵ(t)

⟩
0
+ i
∫ t

t0

dt′
⟨[

Ĥext (t
′) ,Ŵ(t)

]⟩
0
, (4)

Ĥext(t) = eiĤ0tĤexte−iĤ0t

δ⟨Ŵ⟩ = ⟨Ŵ⟩ − ⟨Ŵ⟩0

其中   为相互作用绘景下

的算符演化. 这里将微扰哈密顿量近似到了线性

阶. 定义可观测量的响应  , 则有
 

δ
⟨
Ŵ
⟩
= i
∑
j

∫ +∞

t0

dt′θ (t− t′)

×
⟨[

Ôj (t
′) ,Ŵ(t)

]⟩
0
fj (t

′) , (5)

这就是线性响应理论的公式 [15], 也称为久保公式

G(t, t′) =

θ (t− t′)×
⟨[
Ôj (t

′) ,Ŵ(t)
]⟩

0

(Kubo formula). (5) 式表明, 近似到外场扰动的线

性阶, 系统的响应正比于推迟格林函数  

   . 线性响应理论是实

验测量的基础, 它的重要意义在于从系统中测量到

的响应被包含在了系统的关联函数中. 这种关联在

量子物态的测量中尤为显著. 常见的谱学测量, 如

非弹性中子散射信号由系统的自旋-自旋关联函数

决定; 而输运测量, 如电导的测量由流-流关联函数

决定等 [16]. 以上是传统的针对封闭系统的线性响

应理论, 现在介绍非厄米线性响应理论. 对于一个

与环境自由度耦合的开放系统, 其受到的影响不再

是一个简单的含时外场 (如 (1) 式的哈密顿量), 而

是一个由如下非厄米哈密顿量描述的系统:
 

Ĥ = Ĥ0 +
∑
j

(
−iγjÔ

†
jÔj + Ô

†
j ξ̂j + ξ̂†jÔj

)
, (6)

γjÔ
†
jÔj γj ⩾ 0

Ô
†
j ξ̂j + ξ̂†jÔj ξ̂(t)

ξ̂†(t)

其中   表示系统受到的耗散 (  为耗散

强度),   表示系统受到的噪声 [17].   ,

 称为朗之万噪声 (Langevin noise)[18], 满足以

下性质:
 ⟨

ξ̂j(t)ξ̂
†
ℓ (t

′)
⟩
noise

= 2γjδjℓδ(t− t′),

⟨
ξ̂†j(t)ξ̂

†
l (t

′)
⟩
noise

=
⟨
ξ̂j(t)ξ̂ℓ(t

′)
⟩
noise

=
⟨
ξ̂†j(t)ξ̂ℓ(t

′)
⟩
noise

=
⟨
ξ̂†j(t)

⟩
noise

=
⟨
ξ̂j(t)

⟩
noise

= 0, (7)

⟨·⟩noise

γjÔ
†
jÔj [

â(t), â†(t)
]
= e−γt[

â(t), â†(t)
]
= 1

Ŵ

其中   表示对噪声做平均. 值得指出的是, 用

来描述量子开放系统的哈密顿量不能是仅仅包含

耗散部分 (  ) 的非厄米哈密顿量, 因为此时

产生湮灭算符的等时对易子   不

再满足正则对易关系  , 而朗之万噪

声的引入能保证正则对易关系的成立. 对于任意可

观测量算符  , 其时间演化为
 

ŴH(t) = eiĤ
†tŴe−iĤt. (8)

与之前的讨论类似, 引入时间演化算子
 

Û(t) = T̂

[
exp

(
−i
∫ t

0

Ĥdiss(t
′)dt′

)]
, (9)

Ĥdiss =
∑

j

(
−iγÔ

†
jÔj + Ô

†
j ξ̂j + ξ̂†jÔj

)
Ĥdiss

其中  . 按照

线性响应理论的精神, 将  视作微扰
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ŴH(t) =

Ŵ(t)−
∑
j

γj

∫ t

0

{Ŵ(t), Ô
†
j(t

′)Ôj(t
′)}dt′

− i
∑
j

∫ t

0

[
Ŵ(t), Ô

†
j(t

′)ξj + ξ†jÔj(t
′)
]
dt′

+
∑
j,ℓ

∫∫ t

0

(
Ô

†
j(t

′)ξ̂j(t
′) + ξ̂†j(t

′)Ôj(t
′)
)
Ŵ(t)

×
(
Ô

†
ℓ(t

′′)ξ̂ℓ(t
′′)+ξ̂†ℓ(t

′′)Ôℓ(t
′′)
)
dt′dt′′+ · · · , (10)

γj对噪声做平均, 并利用关系式 (7) 式, 保留到  的

一阶, 可得 

ŴH(t) = Ŵ(t) +

∫ t

0

∑
j

γj

(
2Ô

†
j(t

′)Ŵ(t)Ôj(t
′)

−
{
Ŵ(t), Ô

†
j(t

′)Ôj(t
′)
})

dt′. (11)

⟨· · · ⟩ = Tr(ρ̂0 · · · )
δW(t) ≡ ⟨ŴH(t)⟩ − ⟨Ŵ(t)⟩

对系统做系综平均 (  ), 定义可观

测量的响应  , 则有
 

δW(t) = 2

∫ t

0

∑
j

γj

⟨
Ô

†
(t′)Ŵ(t)Ôj(t

′)

−
{
Ŵ(t), Ô

†
j(t

′)Ôj(t
′)
}⟩

dt′, (12)

这就是非厄米线性响应公式 [14]. 尽管从形式上与

厄米版本的线性响应公式有所不同, 但两者的本质

相同, 即系统的响应都由系统的关联函数决定. 得

到这一理论公式之后, 下面将把它应用在不同的物

理系统中. 

3   非厄米线性响应理论在量子多体
系统中的应用

本节介绍非厄米线性响应理论在量子多体系

统中的应用, 包括二维 Bose-Hubbard 模型和一维

相互作用量子气体.
 

3.1    二维 Bose-Hubbard 模型

2020 年, 法国巴黎高师的冷原子实验组测量

了二维光晶格中 Bose-Hubbard 模型在两体耗散

下的动量分布的耗散动力学演化, 观测到了非指数

衰减和亚扩散现象. 针对其实验结果, 本文从如下

的哈密顿量出发:
 

Ĥ = ĤBH +
∑
j

(
−iγn̂2j + n̂†j ξ̂j + ξ̂†j n̂j

)
, (13)

ĤBH

Ôj = n̂j

n̂j j

γj = γ

nk(t)

其中  表示 Bose-Hubbard 模型的哈密顿量, 该

模型从弱相互作用逐渐到强相互作用过程中会出

现超流—Mott 绝缘体相变 [19]. 这里   ,

 代表格点  上的密度算符, 假设耗散强度在空间

上是均匀的  , 后面会看到这类耗散对应着系

统被加热的过程. 根据非厄米线性响应理论的公

式, 可以计算出动量分布  的时间演化:
 

δnk(t) = γ
∑
j

[ ∫ t

0

dt′2
⟨
n̂†j(t

′)â†k(t)âk(t)n̂j(t
′)
⟩

−
∫ t

0

dt′
⟨
n̂†j(t

′)n̂j(t
′)â†k(t)âk(t)

+ â†k(t)âk(t)n̂
†
j(t

′)n̂j(t
′)
⟩]
. (14)

此时可以发现动量的响应由系统的多点关联函数

决定. 通常量子多体系统中的多点关联函数是无法

严格计算的, 为此采用维克分解 [20], 将多点关联函

数分解为两点关联函数: 

 ⟨
n̂†j(t

′)â†k(t)âk(t)n̂j(t
′)
⟩

≈

⟨
a†j(t

′)âj(t
′)â†k(t)âk(t)â

†
j(t

′)âj(t
′)

⟩
+

⟨
â†j(t

′)âj(t
′)â†k(t)âk(t)a

†
j(t

′)âj(t
′)

⟩

+

⟨̂
a†j(t

′)âj(t
′)â†k(t)âk(t)â

†
j(t

′)âj(t
′)

⟩
+

⟨̂
a†j(t

′)âj(t
′)â†k(t)âk(t)â

†
j(t

′)âj(t
′)

⟩
+ n̄2nk

= n̄ (iG>
k,j(t− t′)iG<

k,j(t− t′)) + n̄ (iG>
j,k(t

′ − t)iG<
j,k(t

′ − t)) + n̄2nk

+ n̄(iG<
j,k(t

′ − t)iG<
k,j(t− t′)) + (1 + n̄)(iG>

j,k(t
′ − t)iG>

k,j(t− t′)),
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G>
k (t1 − t2) ≡ −i

⟨
â†k (t1) âk (t2)

⟩
G<

k (t1 − t2)

≡ −i
⟨
âk (t1) â

†
k (t2)

⟩
⟨ni⟩β = n̄

其中  ,  

 , 以及平均占据数   .

同样可计算出 ⟨
n̂†j(t

′)n̂j(t
′)â†k(t)âk(t)

⟩
≈ (2n̄+ 1 + 2n̄)

(
iG>

j,k(t
′ − t)iG<

j,k(t
′ − t)

)
+ n̄2nk, (16)

 ⟨
â†k(t)âk(t)n̂

†
j(t

′)n̂j(t
′)
⟩

≈ (2n̄+ 1 + 2n̄)
(
iG>

k,j(t− t′)iG<
k,j(t− t′)

)
+ n̄2nk. (17)

将 (15)—(17) 式代入 (14) 式, 可得 

δnk(t)

≈ γ(2n̄+ 1)

∫ t

0

(
iG<

k (t− t′)− iG>
k (t

′ − t)
)

×
(
iG>

k (t− t′)− iG<
k (t

′ − t)
)
dt′

+ γ

∫ t

0

[
iG>

k (t
′ − t)iG>

k (t− t′)

− iG<
k (t

′− t)iG<
k (t− t′)

]
dt′

≈ − 2γ(nk(0)− n̄)

∫ t

0

gk(t
′)gk(−t′)dt′, (18)

g(k, t) ≡
∫

dωeiωtAk(ω) Ak(ω)这里   ,   为谱函数. 在

准静态近似下可以得到: 

d∆nk
dt

= −2γf(k, t)∆nk(t), (19)

∆nk = nk(t)− n̄, f(k, t) = g(k, t)g(k,−t)其中   . 由

此可得动量分布的演化: 

nk(t)− nk(0) = −
(
1− e−2γF(k,t)

)
∆nk(0), (20)

F(k, t) =

∫ t

0

f (k, t′) dt′

nk(t→ ∞) = n̄

其中  . 可以看出系统动量分

布的稳态是均匀分布  , 意味着系统

最终会被加热到无穷高温. 更重要的是, 动量分布

的耗散动力学演化与系统的谱函数有关, 而谱函数

的形式与系统所处的量子相有关. 对于二维 Bose-

Hubbard 模型, 当系统处在超流相时, 系统具有良

好定义的准粒子激发, 谱函数具有如下形式的洛伦

兹型: 

Ak(ω) =
1

π
Γk

(ω − εk)
2
+ Γ 2

k

, (21)

1/Γk其中  代表准粒子的寿命. 此时,
 

f(k, t) = e−2tΓk , F(k, t) =
1− e−2tΓk

2Γk
, (22)

Γk → 0 1/Γk

A(ω) = δ (ω − εk) F(k, t) = t

当准粒子寿命足够长时   (  大于所有的

时间尺度), 则  ,   , 这将

给出传统的指数衰减行为: 

nk(t) = nk(0)e−2γt + n̄
(
1− e−2γt

)
. (23)

Ak(ω)

理论结果表明, 对于处在准粒子激发的系统, 其耗

散动力学是指数衰减的, 这就解释了为什么指数衰

减在自然界如此常见, 因为自然界中的绝大多数量

子物态可以被准粒子激发描述, 如费米液体、玻色

超流体等. 而冷原子实验已具备精确测量谱函数的

技术条件 [21], 基于时间飞行 (time-of-flight) 测量和射

频谱 (radiofrequency spectroscopy) 技术 [22–25], 实

验可以精确测出动量和频率依赖的谱函数  .

以此可从谱学测量上为我们的理论预言提供实验

验证.

当系统处于量子临界相时 [26], 系统的激发不

再是良好定义的准粒子激发, 而是集体激发, 谱函

数的解析性质从极点变为割线 [27]: 

Ak(ω) ∝
Θ (ω − εk)

(ω − εk)
η , (24)

Θ(x) = 1 x > 0 Θ(x) = 0 x < 0

η

其中   , 当   时;   , 当   时.

 代表系统在量子临界相的临界指数. 此时可得: 

nk(t)=nk(0)e−(t/τ0)
2η−1

+n̄
[
1− e−(t/τ0)

2η−1
]
, (25)

e−(t/τ0)
2η−1

(
⟨k2⟩t =

∫
k2nkdk

/∫
nkdk

)

这种形式的衰减 (  ) 称为伸展指数衰减

(stretched exponential decay), 广泛存在于经典玻

璃系统中, 用来表征玻璃态中的长时间弛豫过程 [28,29].

根据动量分布函数, 可以得出动量宽度随时间的演

化行为  :
 

⟨k2⟩t−⟨k2⟩0 =
(
1−e−2γF(t)

)(
⟨k2⟩∞−⟨k2⟩0

)
. (26)

∆⟨k2⟩t ∼
√
t

∆⟨k2⟩t ∼ tη−
1
2

基于上面相同的分析, 可以发现当系统处于超流相

时 , 动量宽度在短时区域属于正常的扩散行为 :

 ; 而在量子临界区域, 动量宽度的变化

则出现反常的亚扩散行为:  . 我们即

将看到, 这一理论可为实验结果提供一个统一的解释.

如图 1(a) 所示, 我们发现理论曲线无论是动

量高度还是动量分布的宽度都与实验数据符合得

很好, 并且高度和宽度可以被同一个函数描述.
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η

η

η

不仅如此, 在不同光晶格势阱深度下的实验数

据可以估计出临界指数  , 如图 1(b) 所示. 值得指

出的是, 对于二维 Bose-Hubbard 模型, 理论上很

难得到精确的  值 [27], 对于量子蒙特卡罗的计算也

是一个挑战 [30]. 通过理论公式与实验数据的对比

拟合, 我们发现随着势阱深度的增加, 系统从超流

区域到 Mott 绝缘体转变的过程中临界区域  先减

小后增大, 这一结果解释了实验在弱势阱区域观测

到的指数衰减和正常扩散行为, 以及在深势阱区域

观察到的非指数衰减和亚扩散现象. 而且临界指数

η

3/4 e−
√
t

t1/4

 在超流-Mott 绝缘体转变的临界区域达到最低值

(约为  ), 此时系统动量分布以  的形式衰减,

同时动量宽度出现  形式的亚扩散. 这一结果也

在实验中得到了验证.

因此, 基于理论对实验现象的诠释, 实验出现

的非指数衰减和反常的亚扩散行为起源于系统在

量子临界区域的集体激发. 更重要的是, 非厄米线

性响应理论提供了一种通过耗散动力学在实验上

区分正常物态 (准粒子激发) 和量子临界态 (集体

激发) 的手段, 利用实验结果确定系统的临界指数,

对量子物态的实验测量具有重要意义. 

3.2    一维相互作用量子气体

在 3.1 节可以看到非厄米线性响应理论在耗

散二维 Bose-Hubbard 模型中的应用并很好地解

释了实验结果. 但一个成功的理论不仅能够解释已

有的实验, 还应该具有预言能力. 通过前面的讨论

可以发现, 理论预言的反常动力学行为与系统的谱

函数的奇异行为有关 . 因此 , 只要找到类似于

(25) 式的谱函数即可得到这种反常动力学. 我们知

道, 一维相互作用系统中费米液体理论失效, 其低

能激发不再是准粒子激发, 而是集体激发, 此时谱

函数具有类似 (25) 式的幂律形式 [31]. 基于这一点,

我们将非厄米系统应用于严格可解的一维相互作

用量子气体当中, 精确地计算出临界指数, 以此来

预言此类系统动量分布的耗散动力学演化.

以一维相互作用玻色气体 (Lieb-Liniger 模型)

为例 [32], 系统的哈密顿量为 

Hs = −
∑

j

∂2

∂x2j
+ 2g

∑
i,j
δ (xi − xj) , (27)

g ℏ = 2m = 1其中   为相互作用强度, 这里令   . 这一

模型的低能物理可以被如下形式的有效哈密顿量

描述: 

HLL =

∫
dx
[
πvsK
2

Π2 +
vs

2πK
(∂xϕ)

2

]
, (28)

Π ϕ

K vs

其中正则动量   与相位   满足标准的玻色对易关

系;   和  分别为 Luttinger 参数和声速, 刻画了系

统低能和长波极限下的行为. 根据 Luttinger 液体

理论, 一维 Bose 气体的谱函数一般写为如下形式 [33]: 

A(k, ω) ∼ θ (ω − ξk)

(ω − ξk)
1− 1

4K

, (29)

η=1− 1/(4K)

K

亦即   . 这意味着一旦求出 Luttinger

参数, 就可以确定临界指数的大小, 而  的精确解
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图 1    二维 Bose-Hubbard 模型耗散动力学实验 [13] 和理论

对比图　(a) 在固定光晶格势阱深度下的动量分布的峰值

和宽度随时间的改变, 实线是理论公式拟合的结果; (b) 在

不同光晶格势阱深度下的动量峰值随时间的演化图 (以

 为单位). 实线是理论公式拟合结果, 插图画出了

每条曲线对应不同的临界指数   , 其中误差棒来源于标准

的拟合误差 (  的置信区间). 两个箭头标注的分别是填

充因子   和   的超流 -Mott 绝缘体转变的临界值 .

所有的实验数据 (包括误差棒) 均取自实验文章 [13]

δnk=0(t) δ⟨k2⟩(t)

δnk=0(t) δnk=0(0)

η

95%

ν = 1 ν = 2

Fig. 1. Experimental data reported in Ref. [13] versus theory

on dissipative two-dimensional Bose-Hubbard Model: (a) Two

sets of data    and    perfectly coincide with

each other by a properly chosen scaling factor. Solid line is

fitting  with  our  theory.  (b)  Fit  experimental  data  of

  (scaled by   ) at different lattice depths

with our theory, which yields    for different lattice depths

shown  in  the  inset  where  the  error  bar  comes  from  the

standard  fitting  error  (   confidence interval).  Two  ar-

rows  label  the  critical  value  for  superfluid-Mott  insulator

transition for filling number    and   , respectively.

All experimental data are taken from Ref. [13]. 
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可以通过 Bethe ansatz 方法得到. 写出 Lieb-Liniger

玻色气体的 Bethe ansatz (BA) 方程 [34], 

ρ(k)− 1

2π

∫ Λ

−Λ

dqρ(q)
2g

g2 + (k − q)2
=

1

2π
, (30)

Λ ρ(k)∫ Λ

−Λ

dkρ(k) =
N

L
= n N L

其中   表示动量截断,   为准动量的密度分布,

满足条件  (  是总粒子数,   为

系统长度). 系统的基态能量为 

E0 = L

∫ Λ

−Λ

dkρ(k)k2. (31)

为方便起见, 对系统的参数进行无量纲化: 

k = Λx, g = Λλ, ρ(Λx) = g̃(x), (32)

此时 BA 方程重新表示为 

g̃(x)− 1

π

∫ 1

−1

dyg̃(y)
λ

λ2 + (x− y)2
=

1

2π
, (33)

g

n

∫ 1

−1

dxg̃(x) = λ

e(γ) ≡ E0

Nn2
=( γ̃

λ

)3 ∫ 1

−1

dyg̃(x)x2

γ̃ =
g

n

同时满足   . 一旦将 BA 方程求

解 , 立 即 可 得 无 量 纲 的 基 态 能  

 以及其他物理量作为无量纲相

互作用参数  的函数, 其中 Luttinger 参数为 [35]
 

K =
π√

3e(γ̃)− 2γ̃
de(γ̃)
dγ̃

+
1

2
γ̃2

d2e(γ̃)
dγ̃2

. (34)

η由此可将得到的临界指数  代入动量分布的响应公

式 (25), 从而得到动量分布在整个相互作用范围内

的耗散动力学演化. 在精确求解 BA 方程之前, 先

来看系统在强弱相互作用极限的行为. 在弱相互作

用极限, 无量纲能量可展开为 

e(γ̃) =

(
1− 4

3π
√
γ̃ +O(γ̃)

)
, γ ≫ 1, (35)

则 Luttinger 参数和临界指数的渐进行为是 

K ≈ π√
γ̃

(
1−

√
γ̃

2π

)− 1
2

,

η ≈ 1−
√
γ̃

4π
+

γ̃

16π2
, γ̃ ≪ 1. (36)

而在强排斥相互作用极限 (Tonks-Giradeau 极限) 下 

e(γ) =
π2

3

(
1− 4

γ̃
+

12

γ̃2
+O

(
γ̃−3

))
, γ̃ ≫ 1. (37)

Luttinger 参数和临界指数的渐进形式是 

K ≈ 1 +
4

γ̃
+

4

γ̃2
, η ≈ 3

4
+

1

γ̃
− 3

γ̃2
, γ̃ ≫ 1. (38)

此时可以发现, 在 Tonks-Giradeau 极限下, 系统

在两体耗散时的动量分布会以如下函数形式随时

间演化: 

nk(t) = nk(0)e−
√

t/τ0 + n̄
(
1− e−

√
t/τ0
)
. (39)

t
1
4

η

并且给出  形式的亚扩散行为. 进一步, 通过精确

求解 BA 方程, 可以得到整个相互作用区间的临界

指数, 如图 2 插图所示, 临界指数   随相互作用的

增加而单调递减, 最终趋于 3/4.
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图 2    一维相互作用玻色气体 (Luttinger 液体) 中的动量

分布   从弱相互作用极限 (蓝线) 到强相互作用极限

(红线 ) 的含时演化的理论预测 . 这里所有的曲线均取

 . 插图表示的是临界指数   随相互作用强度的

变化曲线

δnk(t)

τ0 = 1.0 ms
η

g/n

Fig. 2. Prediction of    for a one-dimensional Bose gas

(Luttinger  liquid)  from  the  weakly  interacting  limit  (blue

line)  to  the  Tonks  limit  (red  line).  Here    is

fixed for all plots. The inset shows how    changes with the

one-dimensional interaction parameter   .
 

η

图 2 给出了 4 个不同相互作用强度下的动量

演化曲线, 可以看出随着相互作用的增强, 临界指

数   逐渐下降, 使得动量分布的衰减逐渐减慢. 由

于实验已经完成了关于 Lieb-Linger 模型的临界行

为的精确测量 [36], 因此这一结果提供了清晰的理

论预言并可以用当今的超冷原子实验进行检验.

SU(2)

η = 3/2− 1/4
(
K +K−1

)
K = 1/2 η = 7/8

e−(t/τ)3/4 ∆k ∼ t3/8

还可以将非厄米线性响应理论应用于一维费

米气体当中, 对于无自旋或具有  对称性的两

分量费米气体, 临界指数  
[37],

在强排斥极限下 (  ),   , 此时系统将

会出现  型的衰减和  形式的亚扩

散, 这种不同于玻色气体的指数可以作为实验验证

费米系统耗散动力学的证据.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 17 (2022)    170305

170305-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


到此, 可以看到非厄米线性响应理论不仅成功

地解释了实验, 还提出了进一步的理论预言. 读者

可以很容易想到, 任何没有准粒子激发的非正常量

子物态都可以出现非指数的耗散动力学行为, 如

Luttinger 液体、非费米液体等. 我们的非厄米线性

响应理论最近受到一些理论研究者的关注, 并被推

广到更一般的情况 [38], 同时也促使了关于非厄米

Luttinger 液体等非厄米量子多体理论的研究 [39–41].

此外, 这一响应理论还被用来研究黑洞的信息丢失

佯谬 [42,43]. 

4   时间反演对称性保护的量子系统

对称性是 20 世纪物理学的主旋律之一, 贯穿

于现代物理学的各个领域. 根据著名的 Noether 定

理, 如果 (经典) 系统有连续的对称性, 则一定有相

对应的守恒量①. 对称性在量子物理当中显示出了

巨大的威力, 对称性决定相互作用, 对称性自发破

缺等观念早已深入人心. 在凝聚态物理中, 对称性

在相和相变中扮演着重要角色. 根据 Landau 理论,

物质的相可以用局域序参量来描述, 而局域序参量

从零 (无序相) 变到非零 (有序相) 则对应于系统的

对称性发生了自发破缺. 因此, 理论上可以用不同

的对称群来区分不同的物相. 描述不同物相之间相

变的 Ginzburg-Landau 理论对相和相变的描述

是普适的, 只与系统的对称性有关, 而不依赖于其

微观的细节. 这一点也显示出了对称性的巨大威力.

我们知道在量子力学中, 如果一个系统具有某

种对称性, 那么系统的能级往往会具有简并. 如我

们熟知的氢原子中的旋转对称性导致的能级简并,

费米子系统中的时间反演对称性导致的 Kramers

简并等. 如果对系统外加一个微扰, 假如微扰也具

有导致能级简并的对称性, 那么能级仍是简并的;

假如微扰不具有这种对称性 (对称性更低), 那么相

应的能级简并也会被破除. 这一基本的事实来源

于 Schur 引理 [44]: 如果一个对称操作的矩阵表示

与某个幺正群的所有群元的不可约表示矩阵都对

易, 那么该矩阵一定正比于单位矩阵.

根据量子力学中的 Wigner 定理, 量子系统的

对称变换有两类, 一类是幺正对称, 另一类是反幺

正对称. 对于反幺正对称, 也有相应的 Schur 引理 [45]:

如果一个厄米矩阵与某个幺正群的所有群元的不

可约表示矩阵都对易, 那么该矩阵一定正比于单位

矩阵. 也就是说, 对于反幺正对称性导致的简并

(如时间反演对称性导致的 Kramers 简并), 如果能

级简并不被外加微扰破除的话, 除了要求微扰具有

该对称性之外还需要微扰算符必须是厄米的. 将会

看到, 反幺正对称性与幺正对称性的这一差别在物

理上会产生巨大的不同 (这一点最先由 McGinley

和 Cooper 在文献 [46] 中指出).

本节以量子自旋霍尔效应和相互作用拓扑态

为例, 将非厄米线性响应理论应用于具有时间反演

对称性 (反幺正对称性) 的系统当中. 

4.1    非厄米线性响应理论在量子自旋霍尔
效应中的应用

在传统的凝聚态物理中, 物质的属性主要由两

个理论所描述: 其一是能带论和费米液体理论, 其

二是相和相变的对称性破缺理论. 在 20 世纪 80 年

代之前, 这两个理论几乎描述了所有的凝聚态物质.

前文提到 , 物质的相及其分类可以由 Ginzburg-

Landau 理论描述. 然而自 80 年代起, 伴随着整数

霍尔效应、分数量子霍尔效应、铜氧化物高温超导现

象的出现, 人们陆续发现了一系列超出 Landau 范

式的量子物态, 这些奇异的量子物态的出现并没有

伴随着对称性的自发破缺, 不能通过局域序参量来

刻画. 如整数量子霍尔效应中的量子化电导平台由

体态的拓扑数刻画, 当霍尔电导值从一个整数变到

另一个整数时, 系统并没有发生对称性破缺, 而是

伴随着拓扑数的改变. 而拓扑数的变化需要体态能

隙的关闭, 因而量子霍尔电导平台具有鲁棒性, 不

会被外界杂质、缺陷等因素所破坏. 随后, 在 1988 年,

Haldane[47] 提出了一个六角晶格模型 (Haldane 模

型), 在没有外磁场的情况下也可以发生量子霍尔

效应, 即量子反常霍尔效应. 与整数量子霍尔效应

一样, 量子反常霍尔效应的出现同样破坏了时间反

演对称性. 而时间反演对称性会导致重要的物理结

果 , 在 2005 年和 2006 年 ,  Kane 和 Mele[48] 以及

Bernevig 和张首晟 [49] 进一步考虑自旋轨道耦合效

应, 独立地提出了实现量子自旋霍尔效应的模型.

量子自旋霍尔效应中量子化的电导受到时间反演

对称性的保护. 理论研究表明, 在没有磁性杂质等
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G = 2e/h2

破坏时间反演对称性因素干扰的情况下, 实验可以

在足够纯净的样品上观测到自旋霍尔效应的量子

化电导平台. 然而, 事情远没有理论想象得那么简

单. 图 3是实验在 HgTe 量子阱中测量到的自旋霍

尔电导的结果 [50], 可以看出在线性标度下电导的

测量值并未明显地出现量子化的值 (  ),

尽管实验样品具有很高的纯度和高迁移率. 而我们

知道, 早在 20 世纪 80 年代实验就能够非常清晰地

观测到量子霍尔效应的量子化电导了, 但是在半导

体工艺发展二十多年之后, 实验并未观测到量子自

旋霍尔效应中的量子化电导 (至少远未达到量子霍

尔效应的精度), 这似乎造成了一个疑难, 本节试图

从理论上来解释这一疑难出现的物理原因.
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图 3    实验测量纵向四端电阻随门电压变化曲线 (对数坐

标). 插图为线性坐标. 图片取自文献 [50]

Fig. 3. The longitudinal  four-terminal  resistance  as  a  func-

tion of the gate voltage. The inset shows as a linear scale.

The figure is copied from the Ref. [50].
 

首先, 需要指出的是, 与量子霍尔效应不同的

是, 量子自旋霍尔效应的拓扑态是受时间反演对称

保护的 Kramers 简并态, 而时间反演对称操作是

反幺正的, 这一点是理论解释的关键.

下面以著名的 Kane-Mele 模型为例来说明量子

自旋霍尔效应的量子化电导为什么那么脆弱. Kane-

Mele 模型是定义在二维蜂窝格子上的哈密顿量 [48]: 

ĤKM = J
∑

⟨i,j⟩,s

ĉ†i,sĉj,s + iλSO
∑

⟨⟨i,j⟩⟩,s,s′
νij ĉ

†
i,sσ

z
ss′ ĉj,s′

+ iλR
∑

⟨i,j⟩,s,s′
ĉ†i,s(σ × dij)

z
ss′ ĉj,s′

+ λν
∑
i,s

ξiĉ
†
i,sĉi,s, (40)

i j s s′ σ =

(σx, σy, σz)

其中   ,   是格点指标 ;   ,   代表自旋指标 ;  

 表示 Pauli 矩阵. 哈密顿量中第一项是

J

λSO νij = ± 1

λR

dij i j

λν ξi = ±1

最近邻的跃迁项 (跃迁强度为  ); 第二项是次近邻

的自旋轨道耦合项 (强度为   ), 其中   ;

第三项是最近邻的 Rashba 耦合项 (强度为  ), 其

中  是从  格点到  格点的空间矢量; 最后一项是

交错势 (强度为   , 对于不同的子格   ). 为

了更清楚地研究需要论述的物理, 我们将系统的参

数区间选择在非平庸的拓扑绝缘态中, 并破坏掉镜

像对称和反射对称等幺正对称性, 使得能级的简并

性仅来源于时间反演对称性.

然后, 问一个基本的问题, 由时间反演对称保

护的拓扑态 (或更一般的 Kramers 简并态) 在外界

耗散的影响下是否是稳定的? 容易想到, 如果与外

界环境自由度耦合的系统算符也具有时间反演对

称性, 那么由时间反演对称保护的拓扑态就应该不

被破坏, 除非耦合的算符本身不再具有时间反演对

称性. 换句话说, 只要在实验上尽量排除掉破坏系

统时间反演对称性的因素 (如外加磁场、磁性杂质

等), 那么实验就能观测到简并拓扑态带来的物理

结果.

然而下面将会看到, 这一基于对称性分析的结

论对于反幺正对称性的情形并不成立. 设系统受到

外界环境的影响, 按照前面的讨论, 其非厄米哈密

顿量为 

Ĥ = ĤKM + Ĥdiss, (41)

Ĥdiss Ĥdiss=
∑

m(−iγm

Ô
†
mÔm + Ô

†
mξ̂m + ξ̂†mÔm

)
y

x

Ôm x

m Ôm

⟨im, jm⟩

其中  是Kane-Mele 哈密顿量,  

 . 为方便起见, 在  方向

上采用周期边界条件, 在  方向取开边界条件. 假

设系统在边界上受到环境影响产生耗散, 即耗散耦

合算符   位于   方向的边界上, 如图 4 所示. 如

前所述, 这里考虑最理想的情况, 即耗散耦合算符

都是时间反演对称的. 不失一般性, 定义两种类型

的局域耗散算符: 当  为偶数时,   定义在连接

(link)   上: 

Ôm =
∑
s

ĉ†im,sĉjm,s, (42)

im B xim = Nx, yim =

m jm A xjm = Nx, yjm = m+ 1

m Ôm im

其中 ,   表示边界上的   子格  

 ,   表示边界上的  子格  .

当  为奇数时,   定义在格点  上:
 

Ôm =
∑
s,s′

iĉ†im,sσ
y
ss′ ĉim,s′ , (43)

im xim = Nx, yim = m+ 1

Ôm

这里  代表边界上的B 子格  .

容易看出上述耗散算符   是时间反演对称的 .
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有了以上这些定义就会看到, 即使系统与外界环境

耦合的是时间反演对称的算符, 时间反演对称保护

的简并拓扑态也是不稳定的, 以如下三个方面来论

述这种不稳定性.
 

4.1.1    量子相干性的丢失

首先来看系统在时间反演对称保护拓扑态的

子空间 (Kramers 空间) 内的相干性. 本文利用 von

Neumann 熵刻画其子空间内相干性的变化. 为此

要计算系统约化密度矩阵的响应. 在 Schrödinger

绘景下, 密度矩阵的含时演化为
 

ρ̂(t) = Ûeff(t)ρ̂0(t)Û
†
eff(t), (44)

Ûeff(t) = T̃ exp
[
−i
∫ t

0

Ĥdiss(t
′)dt′

]
T̃

ρ̂0(t) = e−iĤ0tρ̂

(0)eiĤ0t

Ĥ0 =

ĤKM Ĥdiss

其中  ,   为反时序

算符 (anti-time-ordered operator),  

 代表系统哈密顿量演化的密度矩阵, 这里

取系统的哈密顿量为 Kane-Mele 哈密顿量  

 . 与第 2 节类似, 将   作为微扰展开并对

Langevin 噪声做平均后可得密度矩阵为 

 

ρ̂(t) ≡ ⟨ρ̂(t)⟩noise =
⟨
Ûeff(t)ρ̂0(t)Û

†
eff(t)

⟩
noise

=

⟨(
1 +

∞∑
n=1

(−i)n
∫
t1<···<tn

Ĥdiss(t1) · · · Ĥdiss(tn)dt1 · · · dtn

)
ρ̂0(t)

×

(
1 +

∞∑
n=1

(i)n
∫
t1<···<tn

Ĥ†
diss(tn) · · · Ĥ

†
diss(t1)dt1 · · · dtn

)⟩
noise

≈ ρ̂0(t)−
∫ t

0

dt′
∑
m

γm

{
Ô

†
m(t′)Ôm(t′), ρ̂0(t)

}
+ 2

∫ t

0

dt′
∑
m

γmÔm(t′)ρ̂0(t)Ô
†
m(t′), (45)

δρ̂(t) ≡ ρ̂(t)− ρ̂0(t)

K ρ̂K(t) = Π̂Kρ̂(t)Π̂K ρ̂0,K(t) = Π̂Kρ̂0(t)Π̂K Π̂K

K

根据密度矩阵的响应   , 可以得到 von Neumann 熵的变化, 以此来刻画相干性的丢失.

将密度矩阵投影到 Krammers 简并子空间   中    (  ), 其中   为

Krammers 空间的投影算子. 设初态的密度矩阵为  空间中纯态, 则相应的 von Neumann 熵变化为 

δSv(t) = Sv(t)− S0,v(t) = − Tr
[

ρ̂0,K(t) + δρ̂K(t)

Tr (ρ̂0,K(t) + δρ̂K(t))
× log

(
ρ̂0,K(t) + δρ̂K(t)

Tr (ρ̂0,K(t) + δρ̂K(t))

)]
+Tr [ρ̂0,K(t) log ρ̂0,K(t)]

= Tr
[
ρ̂0,K(t) log ρ̂0,K(t)− (δρ̂0,K(t)/Tr δρ̂0,K(t)) log ρ̂0,K(t)

]
Tr δρ̂0,K(t). (46)
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A

B
̂2

̂1

̂4

̂3

..
.

x y Nx ×Ny

Ôm

图 4    蜂窝格子上的 Kane-Mele 模型, 其中   方向取开边界条件,   方向上取周期边界条件. 系统尺寸为   . 耗散耦合算

符   位于右边界, 奇偶分别作用在连接和格点上

x

y Nx ×Ny Ôm

m m

Fig. 4. Honeycomb lattice  of  the  tight-binding Kane-Mele  model  with open boundary condition along   -axis  and with periodical

boundary condition along   -axis. The sample size is   . The coupling operators    are located on the right edge, which

are defined on links for odd    and defined on sites for even   . 
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δρ̂K(t) ∝ ρ̂0,K(t) δρ̂K(t) =

ρ̂0,K(t) tr δρ̂K(t)) δSv(t) = 0 δρ̂K(t)

̸∝ ρ̂0,K(t)

δSv(t) ̸= 0

Π̂KÔmΠ̂K Π̂KÔ
†
mΠ̂K

Π̂KÔ
†
mÔmΠ̂K

Ôm Ô
†
m

Π̂KÔmΠ̂K ̸∝ Π̂K Π̂KÔ†
mΠ̂K

̸∝ Π̂K δρ̂K(t) ̸∝ ρ̂0,K(t)

Ôm K

可以清楚地看出, 当    (即  

 时, 则有  . 但是一旦 

 ,  von  Neumann 熵 变 化 不 再 为 零 , 即

 . 根据密度矩阵的响应公式, 作用在密度

矩阵上的算符有 3 项 :   ,   和

 . 根据反幺正群的 Schur 引理, 对于

非厄米算符   (  ), 它的不可约表示矩阵不再

正比于单位矩阵 , 即   ( 

 ). 这将导致  . 也就是说, 由于

耗散算符  在不可约表示空间 (  空间) 不正比

于单位阵, 导致了 von Neumann 熵的改变, 从而

造成系统初始态的退相干, 如图 5(a)所示. 

4.1.2    简并性的破坏

我们将看到, 由时间反演对称性导致的 Kram-

ers 态的简并性也会被时间反演对称的算符所破

坏. 定义推迟格林函数 

Gij (t, 0) = −iΘ(t)
⟨{
ĉi(t), ĉ

†
j (0)

}⟩
, (47)

Θ(t) ĉ†j ĉi

|Ψj⟩ |Ψi⟩ ĉi(t) =

eiĤ
†tĉie−iĤt

其中  为 Heaviside 阶跃函数,    (  ) 表示作用

在本征态   (  ) 上的产生 (湮灭) 算符,  

 为 Heisenberg 绘景下的含时演化. 与

前面的计算类似, 对格林函数做微扰展开, 可得 

 

G(0)
ij = −iΘ(t)

⟨{
ĉIi(t), ĉ

†,I
j (0)

}⟩
,G(1)

ij

= i
∑
m

γm

∫ t

0

dt1
⟨
ĉIi(t)Ô

I,†
m (t1) Ô

I
m (t1) ĉ

I,†
j (0)

⟩
+ i
∑
m

γm

∫ t

0

dt1
⟨
Ô

I,†
m (t1) Ô

I
m (t1) ĉ

I
i(t)ĉ

I,†
j (0)

⟩

− 2i
∑
m

γm

∫ t

0

dt1
⟨
Ô

I,†
m (t1) ĉ

I
i(t)Ô

I
m (t1) ĉ

I,†
j (0)

⟩
− i
∑
m

γm

∫ t

0

dt1
⟨
ĉI,†j (0) Ô

I,†
m (t1) Ô

I
m (t1) ĉ

I
i(t)
⟩

− i
∑
m

γm

∫ t

0

dt1
⟨
ĉI,†j (0) ĉIi(t)Ô

I,†
m (t1) Ô

I
m (t1)

⟩
+ 2i

∑
m

γm

∫ t

0

⟨
ĉI,†j (0) Ô

I,†
m (t1) ĉ

I
i(t)Ô

I
m (t1)

⟩
.

(48)

Ô
I
m(t) = eiĤ0tÔme−iĤ0t

Ô
I
m Ô

I,†
m Ô

I,†
m Ô

I
m G(1)

ij,K K
其中  表示算符在 Kane-Mele哈密顿量下的演化. 为了检验 Kramers 简并性的破坏,

将算符  ,   ,   以及  投影到  空间中, 即
 

G(1)
ij,K = i

∑
m

γm

{∫ t

0

dt1⟨ĉIi(t)
[
Π̂KÔ

I,†
m (t1) Ô

I
m (t1) Π̂K

]
ĉI,†j (0)⟩

+

∫ t

0

dt1
⟨[

Π̂KÔ
I,†
m (t1) Ô

I
m (t1) Π̂K

]
ĉIi(t)ĉ

I,†
j (0)

⟩
− 2

∫ t

0

dt1

⟨[
Π̂KÔ

I,†
m (t1) Π̂K

]
ĉIi(t)

[
Π̂KÔ

I
m (t1) Π̂K

]
ĉI,†j (0)

⟩
−
∫ t

0

dt1
⟨
ĉI,†j (0) ĉIi(t)

[
Π̂KÔ

I,†
m (t1) Ô

I
m (t1) Π̂K

]⟩
−
∫ t

0

dt1
⟨
ĉI,†j (0)

[
Π̂KÔ

I,†
m (t1) Ô

I
m (t1) Π̂K

]
ĉIi(t)

⟩

+ 2

∫ t

0

⟨
ĉI,†j (0)

[
Π̂KÔ

I,†
m (t1) Π̂K

]
ĉIi(t)

[
Π̂KÔ

I
m (t1) Π̂K

]⟩}
. (49)

Ô
I
m Ô

I,†
m

Π̂KÔ
I,†
m Ô

I
mΠ̂K ∝ Π̂K, Π̂KÔ

I,†
m Π̂K ̸∝ Π̂K, Π̂KÔ

I
mΠ̂K

̸∝ Π̂K

如前所述, 由于  与  具有时间反演对称性但

不是厄米算符, 根据反幺正群的 Schur 引理, 可知

      

 . 这会导致原本简并的谱函数出现劈裂. 将

Kane-Mele 模型和耗散算符代入格林函数然后做

傅里叶变换可得: 

G(ω) = 1

ω − E0 + iĈ
, (50)

Ĉ 2×2

G(ω)
其中  为  矩阵 (更多计算细节可参考文献 [51]).

将  对角化 

Ĝ(ω) = U−1
g

(
Gλ1

(ω) 0

0 Gλ2
(ω)

)
Ug, (51)

A1(ω) = −1

π
Im [Gλ1

(ω)] A2(ω) =

−1

π
Im [Gλ2

(ω)]

然后定义谱函数   ,  

 . 计算结果表明, 在耗散算符的影响

下, 系统在 Kramers 空间的简并谱函数出现了劈

裂, 如图 5(b) 所示. 也就是说, 由时间反演对称保

护的简并性受到了破坏. 

4.1.3    背散射的出现

除了上述相干性的丢失和简并性的破坏之外,
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我们还将看到, 在破坏量子自旋霍尔效应的更重要

的一个因素——背散射, 也会因为耗散的存在而出

现, 即便耗散算符仍然是时间反演对称的.

首先来看杂质势在 Kramers 简并态之间的矩

阵元
 

Vij(t) = ⟨Ψi| V̂ (t) |Ψj⟩ , (52)

微扰展开并对 Langevin 噪声做平均后可得
 

Vij(t) = ⟨Ψi| V̂ I(t) |Ψj⟩ −
∫ t

0

dt1
∑
m

γm

×
[
⟨Ψi| Ô

I,†
m (t1)Ô

I
m(t1)V̂

I(t) |Ψj⟩

+ ⟨Ψi| V̂ I(t)Ô
I,†
m (t1)Ô

I
m(t1) |Ψj⟩

− 2 ⟨Ψi| Ô
I,†
m (t1)V̂

I(t)Ô
I
m(t1) |Ψj⟩

]
. (53)

|Ψi⟩ |Ψj⟩

⟨Ψi| V̂ I(t) |Ψj⟩ =

V0δij V0

Π̂KÔmΠ̂K ̸∝ Π̂K

由于   ,   是系统在 Kramers 简并空间的本征

态, 那么在无耗散的情况下自然有 

 , 其中  是杂质强度. 而对于耗散带来的修正

项, 由于   , 杂质势会在两个不同

Kramers简并态之间产生非零矩阵元 , 如图 5(c)

所示.
 

Vij(t) = V0δij −
∫ t

0

dt1
∑
m

γm

×
[
⟨Ψi| Π̂KÔ

I,†
m (t1)Ô

I
m(t1)V̂

I(t)Π̂K |Ψj⟩

+ ⟨Ψi| Π̂KV̂
I(t)Ô

I,†
m (t1)Ô

I
m(t1)Π̂K |Ψj⟩

− 2 ⟨Ψi| Π̂KÔ
I,†
m (t1)V̂

I(t)Ô
I
m(t1)Π̂K |Ψj⟩

]
. (54)

这一结果也表明在量子霍尔效应中的拓扑边缘态

会被散射到另一个边缘态, 即出现背散射, 导致自

旋霍尔电导不再是量子化的.

系统在边缘态中的有效哈密顿量可写为
 

Ĥedge = vk̂|+⟩⟨+| − vk̂|−⟩⟨−|, (55)

v = ∂E(k)/∂k |+⟩ |−⟩

V̂

Ĥedge + V̂ ,

其中   是边缘态的速度 ,   ,   代

表两个螺旋通道 (helical channels). 下面考虑边

界上存在杂质 , 其杂质势为   , 根据 Lippmann-

Schwinger 方程, 散射态的形式解为 
 

|ψ⟩ = |φ⟩+ Ĝ0(E)V̂ |ψ⟩, (56)

Ĝ0(E) Ĝ0(E) = (E − Ĥedge+

i0+)−1

其中   为自由格林函数  

 . 将方程 (56) 写到坐标表象下:
 

ψ(x, σ) =
1√
L
eikxδσ,+ + ψsc(x, σ), (57)

φ(x, σ) = eikxδσ,+/
√
L L

ψsc(x, σ) = ⟨x, σ|Ĝ0(E)V̂ |ψ⟩

其中   为初态入射波函数,  

为系统尺寸,   为散射波

函数. 在一阶近似下,
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图  5    (a) von Neumann 熵随时间的变化 , 三条曲线分别

对应不同耗散耦合通道数目 :    (实线 ),  

(虚线) 和    (点虚线); (b) Kramers 简并空间中的谱

函数 ; (c) 杂质势的非对角元   随时间的变化 , 实线包

含所有态的贡献 , 虚线仅包含边缘态的贡献(  ). 插

图表示反射率随样品尺寸的变化. 耗散强度  大小为  [51]

Sv(t)

A(ω)

M = 20

V12(t)

Ny γ

0.2J

Fig. 5. (a)  The  von Neumann entropy    as  a  function

of  time.  Here  we  choose  the  number  of  coupling  operators

as M = 20 (solid line), M = 16 (dashed line), and M = 12

(dotted dashed  line),  respectively.  (b)  The  spectral  func-

tion    for two Kramers degenerate states with dissipa-

tion,  with   . (c)  Time  evolution  of  the  matrix  ele-

ment of the impurity potential    between two degen-

erate edge states with. The solid line includes contributions

from all  states and the dashed line only includes contribu-

tions  from  edge  states.  The  inset  shows  the  transmission

coefficient as a function of   . The dissipation strength  

is taken as   [51]. 
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ψsc(x, σ) =
− ieikx

√
L

v
⟨k,+|V̂ |k,+⟩, σ = +, x→ L/2,

− ie−ikx
√
L

v
⟨−k,−|V̂ |k,+⟩, σ = −, x→ −L/2.

(58)

则反射率为 

R =

∣∣∣∣−Lv i⟨−k,− ∣∣∣V̂ ∣∣∣ k,+⟩
∣∣∣∣2 . (59)

T = 1−R |Vij(t)|
⟨−k,−|V̂ |k,+⟩

由此可得透射率   . 将   的展开式

(54) 式代入   并对杂质势做平均, 就

能得到反射和透射率.

计算结果表明, 在耗散的作用下, 杂质确实会

引起背散射 (透射率不等于 1), 如图 5(c) 中的插图

所示. 不仅如此, 反射率的大小也会随着系统尺寸

改变而变化, 结果表明系统样品的尺寸越大, 反射

率越高. 这一结果与最近的实验观测到的结果 [52] 定

性上是符合的, 如实验图 6 所示, 电导随着尺寸的

增大逐渐偏离量子化的值, 尺寸的阈值约为 100 nm.

对于非量子化的电导, 之前有关的理论考虑了有限

温度下非弹性散射 [53,54] 以及电磁噪声导致的散射

带来的影响 [55]. 而我从理论上对于为什么实验上

很难观测到精确的量子化电导 [50,52,56,57] 给出了另

一种不同的物理诠释, 物理系统总是不可避免地受

到外界环境的影响, 对于时间反演对称性保护的量

子系统来说, 即便与环境耦合的算符也具有时间反

演对称性, 这种反幺正对称性保护的物理也是不稳

定的①. 正是这种机制使得量子自旋霍尔效应中的

背散射几乎不可避免, 导致电导量子化不再是精确的. 

4.2    非厄米线性响应理论在相互作用拓扑
态中的应用

除了量子霍尔效应以外, 我们利用非厄米线性

响应理论来研究具有时间反演对称性的相互作用

拓扑相的稳定性问题 . 我们知道 , 根据 Mermin-

Wagner 定理 [58], 对于维数小于等于二维的系统,

不存在有限温度的长程序, 即不会出现对称性自发

破缺. 如一维反铁磁 Heisenberg 模型: 

Ĥ = J
∑

i
Si · Si+1, (60)

O(3)

σ O(3) σ S0[n]

Stop [n] θ

无论自旋取半奇数还是整数, 系统的基态都没有长

程反铁磁序. 但是, Haldane[59,60] 在 1983 年发现,

整数自旋的反铁磁 Heisenberg 模型的磁激发谱与

半奇数有着巨大的区别, 即半奇数自旋的激发谱是

无能隙的 , 而整数自旋的激发谱却是有能隙的

(Haldane gap). 从场论角度出发, Haldane 将反铁

磁自旋链的低能有效作用量写为正常的  非线

性  -模型 (   nonlinear   -model) 部分  与

拓扑项  (  -term) 部分之和: 

S[n] = S0[n] + Stop [n]

=
1

λ

∫
dτdx

(
1

vs
(∂xn)

2
+ vs (∂τn)

2

)
+ iθ

∫
dτdxn · (∂xn× ∂τn) , (61)

λ = 4/S θ = S/2 vs

S0[n]

Stop [n]
Z =

∫
Dn exp(−S[n])

其中  ,   .   表示长波极限下自旋波

激发的波速. 对于  部分, 在平均场近似下, 体

系的低能激发是无能隙的②. 而量子涨落将改变体

系的激发谱 , 使激发谱出现能隙 . 对于拓扑项

 , 为了看出这一项的影响, 我们将配分函数

(  ) 写为如下求和形式: 

Z =
∑
W∈Z

∫
DnW e2πiSW e−S0[nW ], (62)

W nW其中   表示缠绕数 (winding number),   代表
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图 6    实验在 WTe2 样品中测量的未掺杂通道电阻随样品

尺寸的变化. 图片取自文献 [52]

Fig. 6. Length  dependence  of  the  undoped-channel  resistance

in WTe2 sample. The figure is copied from the Ref. [52]. 
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γ1Ô1Ô2 + γ2Ô2Ô1 γ1 ̸= γ2

① 即便系统被耦合的耗散算符是厄米算符 , 也不一定能保证这种稳定性 . 原因是可以利用两个厄米算符构造出一个非厄米算符

 (在有限温度下,   ), 同样会导致 Kramers 简并态的不稳定性. 只有一种极特殊的情况才能保持稳定, 即系

统只耦合一个算符且该算符是厄米算符.

n = ϕ ϕ S0[n]
∂2

∂t2
ϕ− v2s

∂2

∂x2
ϕ

ε(p) ∼ vS|p|
② 在平均场近似下,   (  为标量), 此时于  将给出波动方程方程   = 0, 所以此时系统的激发是无能隙的

(  ).
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2S

2S

2π exp(2πiSW ) = 1

S0[n] 2S

exp(2πiSW ) = (−1)W W

1/2

缠绕数的场分布. 显然, 拓扑项的贡献只依赖于 

的奇偶性. 对于整数自旋 (  为偶数), 此时拓扑项

的相位贡献全都是   整数倍, 即   ,

这表明整数自旋的拓扑项对配分函数没有贡献 (与

没有这一项的效果一样), 因此可以预期系统的能

谱与于  给出的能谱一致. 而对于半奇数自旋 ( 

为奇数),   , 即缠绕数   为奇

数时会贡献一个负号, 这一正负号交替会让相位在

求和过程中相干相消, 使得量子涨落对平均场的影

响受到抑制, 使系统的激发更接近平均场的无能隙

激发. 事实上, 自旋   反铁磁 Heisenberg 模型的

Bethe ansatz 严格解给出的低能激发确实是无能

隙的. 因此 Haldane 提出, 所有整数自旋的反铁磁

Heisenberg 模型的激发谱都是无能隙的, 而整数自

旋是有能隙的, 称为 Haldane conjecture. 不仅如

此, 能隙是能够稳定存在的, 不受外界扰动或参数

的变化 (如将系统改为各向异性的 XXZ 模型 )

而消失. 这种有能隙且稳定存在的量子态构成一个

非平庸的量子相 (其基态没有对称破缺, 但因为存

在边界态, 而与平庸的有能隙的直积态有本质区

别 ), 被称为 Haldane  gap.  Haldane  gap 后来在

90 年代被密度矩阵重整化群的计算所验证 [61], 中

子散射实验也观察到了这一能隙 [62]. Haldane 的这

一发现毫无疑问是重要的, 也是令人惊奇的①. 它

使人们意识到, 在没有对称性自发破缺和长程序的

系统中也可以有不同类别的物相, 这里即是对称性

保护的拓扑物相 (Haldane phase). 而且, 事实上自

旋的整数和半奇数的区别是量子力学的效应, 并没

有经典对应, 这说明 Haldane phase 完全是量子效

应在相互作用多体系统中的体现 . 在 Haldane

conjecture 提出之后, 1987 年由 Affleck, Kennedy,

Lieb 和 Tasaki 四位物理学家提出了一个基态为

Haldane phase 并且可以严格求解的模型 (AKLT

模型)[63], 其哈密顿量为 

Ĥ = J

L−1∑
j=1

[
Sj · Sj+1 +

1

3
(Sj · Sj+1)

2
+

2

3

]

= J

L−1∑
j=1

P̂S=2
j,j+1, (63)

Sj = (Sx
j , S

y
j , S

z
j )

P̂S=2
j,j+1 S = 2

L J J > 0

其中   表示自旋 1 的角动量算符 ,

 表示最近邻两个格点自旋  子空间上的

投影算子,   是系统的尺寸,   (  ) 为相互作用

强度. 这里采用了开边界条件, 在这一边界条件下,

该模型的基态是零能的四重简并态. 因为每个投影

算子都是正定的, 故基态可以通过排除所有临近两

个格点的自旋为 2 的分量来得到, 可以用图 7 来形

象地表示.

S = 1

1/2

1/2

1/2

S = 1/2

J

D2

π

将每个格点的自旋   (图 7 中的黄色圆

圈) 分解为两个自旋   组成的自旋三重态, 则基

态可视为临近两格点接触的自旋  形成的自旋单

态, 此时两个边界格点各有一个未配对的自由的

 自旋态, 所以基态是四重简并的零能态. 换句

话说, 系统的基态在体内是自旋单态构成的直积

态, 而左右边界上则各存有一个  的边界态.

系统的激发是有能隙的, 激发态需要打破自旋单

态 , 导致正比于   的有限能量增加 . 与 Haldane

phase 一样, AKLT 模型的基态是拓扑非平庸的②,

它受时间反演对称和二面体群   (关于两个正交

轴的  旋转) 的保护 [64].

本节的目的就是以 AKLT 模型为例, 通过退

相干的出现和简并性的破坏, 来表明受时间反演保

护的 Haldane phase 在耗散下的不稳定性. 为此,

先将其基态重新表示.

根据自旋算符的 Schwinger 玻色子表示, 

Ŝ+
j = â†j b̂j , Ŝ−

j = b̂†j âj , Ŝz
j =

1

2

(
â†j âj − b̂†j b̂j

)
,

(64)

 

S = 1 S = 1/2

S = 1/2

S = 1/2

图  7    AKLT 模型基态示意图 . 其中每个格点上的自旋

 (绿色椭圆) 被分解成两个自旋   (蓝色圆点),

被黑色直线连接起来的两个蓝点表示两个自旋   形

成的自旋单态 . 左右边界上的红色圆点表示自由的自旋

S = 1

S = 1/2

Fig. 7. A  schematic  diagram for  groundstate  of  the  AKLT

model.  The  spin    (green  oval  shape)  at  each  site  is

split into two spin-half (blue dots), and two blue dots con-

nected  by  black  line  represents  the  spin  singlet  formed  by

the two spin   . The red dot at each boundary rep-

resents free spin-half. 
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S ≫ 1

S = 1/2 S > 1/2

S = 1

① 这个结果令人惊奇的地方就在于, 一方面, 在大自旋极限下 (  ), 平均场的结果是越来越精确的, 给出无能系线性色散; 另一方面,

对于  , Bethe ansatz 的严格结果也给出无能隙的线性色散. 那么自然应该期待对于中间大小的自旋  , 都应该具有无能隙

的激发才对. 但是,   的系统却是有能隙的！

② 其基态没有对称自发破缺, 但是存在边界态, 这与平庸的有能隙的直积态本质上是不同的.
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â†j âj + b̂†j b̂j = 2S = 2其中满足约束条件  . 此时简并

的基态可表示为 ∣∣ϕ1g⟩ = â†1

L−1∏
j=1

(
â†j b̂

†
j+1 − b̂†j â

†
j+1

)
â†L |0⟩ ,

∣∣ϕ2g⟩ = b̂†1

L−1∏
j=1

(
â†j b̂

†
j+1 − b̂†j â

†
j+1

)
â†L |0⟩ ,

∣∣ϕ3g⟩ = â†1

L−1∏
j=1

(
â†j b̂

†
j+1 − b̂†j â

†
j+1

)
b̂†L |0⟩ ,

∣∣ϕ4g⟩ = b̂†1

L−1∏
j=1

(
â†j b̂

†
j+1 − b̂†j â

†
j+1

)
b̂†L |0⟩ . (65)

为了讨论这类对称性保护的基态在耗散影响下的

稳定性, 从谱的简并性和基态空间的相干性两方面

来讨论. 定义格林函数: 

Gij (t) = −iΘ(t)

4∑
λ=1

⟨
ϕλg
∣∣ ĉ†i (t)ĉj ∣∣ϕλg⟩ , (66)

i, j = 1, 2 ĉ1 = Ŝ−
1 − 1

2
Ŝ−
1 Ŝ

z
1 ĉ2 = Ŝ+

1 +
1

2

Ŝ+
1 Ŝ

z
1 ĉ1

∣∣ϕ1g⟩ = ∣∣ϕ2g⟩ ĉ2
∣∣ϕ2g⟩ = ∣∣ϕ1g⟩

ĉm(t) = eiĤ
†
efftĉm(0)e−iĤefft

其中   , 取   ,  

 以满足条件  以及  .

含时算符  是在总哈密顿量
 

Ĥeff = ĤAKLT + Ĥdiss (67)

Ĥdiss =
(
−iγÔ

†
1Ô1 + Ô

†
1ξ̂ + ξ̂†Ô1

)
Ĥdiss = 0

G12 (t) = G21 (t) = 0

G11 (t) = G22 (t)

Z2 × Z2

Ô1 =
(
Sz
1

)2
+ iα · S1

Z2 × Z2 S1 =

(Sx
1 , S

y
1 , S

z
1 ) α = (αx, αy, αz)

下演化的, 其中  .

在无耗散的情况下  , 容易发现格林函数非

对角矩阵元为零,   , 且对角元相

等  . 与 Kane-Mele 模型类似, AKLT

模型基态的简并性除了时间反演对称保护以外还

受到  对称性的保护 [64]. 因此选取在边界上

的耗散算符   , 以期能够破坏

 对称性但保持时间反演对称性, 其中 

 ,   . 与量子自旋霍尔效

应类似, 此时耗散算符也会导致系统基态空间内

的 von Neumann 熵的增长谱函数的劈裂, 如图 8

所示. AKLT 模型边缘态的不稳定性也被其他工

作利用不同计算的方法所证实 [65,66].

事实上, 通过 Kane-Mele 模型和 ALKT 模型

的计算过程可以发现, 耗散引起时间反演对称保护

的量子系统的不稳定性是普适的, 并不依赖于具体

的模型, 其背后的数学原因是反幺正群的 Schur 引

理. “光阴似箭, 岁月如梭”, 自人类文明起始以来,

时间可能是最神秘的概念. 我们知道, 宏观热力学

系统的时间箭头起源于微观概率的最概然分布, 体

现在热力学熵的增加, 但是在微观上, 热力学系统

中的单个原子的运动总是可逆的. 然而具有时间反

演对称的量子系统中的时间箭头, 则是起源于时间

反演对称的反幺正性 , 这里的不可逆性体现在

Kramers 简并空间中 von Neumann 熵的增加. 从

物理上看, 这似乎提供了一种“时间箭头”的可能的

微观起源, 即自然界的时间流逝总是单向的原因,

就是时间反演对称性是反幺正的. 

5   总结与展望

本文简要地综述了非厄米线性响应理论以及

该理论在具有耗散量子多体和具有时间反演对称

保护的量子系统这两大方面的应用. 在耗散量子多

体系统方面, 发现在二维 Bose-Hubbard 模型中,

当系统处于具有良好定义的准粒子激发状态时, 系

统的耗散动力学出现正常的指数衰减和扩散行为;

而当系统处于量子临界状态时, 则会出现非指数衰

减的耗散动力学和反常的亚扩散行为, 并且这些反

常行为与系统在临界相的临界指数决定. 理论计算
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图 8    (a) AKLT 模型中的 von Neumann 熵随时间的变化;

(b) 基态空间中的谱函数

Fig. 8. (a) The von Neumann entropy as a function of time

in the  AKLT  model;  (b)  the  spectral  function  in  ground-

state subspace. 
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的结果与冷原子实验观测数据高度符合. 另外还发

现, 在一维量子气体中, 系统处于 Luttinger 液体态

时也会出现类似的非指数和亚扩散行为. 这一理论

的结果提供了一种通过实验测量耗散动力学来区

分正常量子物态和临界量子物态的手段, 也为实验

测量临界指数提供了新的方法. 在时间反演对称的

量子系统方面, 以量子霍尔效应和相互作用拓扑态

为例, 通过非厄米线性响应的计算, 发现了由时间

反演这种反幺正对称性保护的 Kramers 简并及其

相关的物理性质在耗散的影响下并不是稳定的, 即

便耗散算符也同样具有时间反演对称性. 理论预言

了自旋霍尔电导不再是精确的量子化值, 且随实验

样品尺寸的变化规律与实验结果定性一致. 从以上

两方面的应用来看, 非厄米线性响应理论是成功

的. 诚然, 正如前言所讲, 非平衡动力学过程原则

上涉及系统所有的自由度, 理论上来说很难通过少

数几个参数就能精确刻画多体系统动力学演化. 非

厄米线性响应理论处理是系统在耗散影响下的准

静态演化过程, 当系统的演化状态非准静态过程的

时候, 还没有理论可以有效地处理. 一个具有重要

意义的问题是, 非平衡动力学是否有类似于平衡态

物理一样的普适性 (如量子相变的普适类)? 有趣

的是, 实验在远离准静态的非平衡动力学中发现了

一些普适的动力学行为, 验证了这种存在的可能

性. 如远离平衡态的普适淬火动力学 [67], 以及最近

在量子多体系统中观测到的著名的 Kardar-Parisi-

Zhang 普适性 [68–70]. “平衡态系统都是相似的, 而

非平衡系统却各有各的非平衡”. 我们相信, 自然界

中的精彩很大程度上来自于非平衡物理. 伴随着实

验技术尤其是冷原子实验的蓬勃发展, 我们有理由

期待, 非平衡物理系统会带给我们越来越多的惊奇. 

本文所介绍的非厄米线性响应理论是作者与多位合作

者共同提出的. 借此机会, 作者要感谢清华大学高等研究院

的翟荟教授, 正是翟荟教授对物理理论的独到见解以及对

实验现象的真知灼见, 非厄米线性响应理论才得以诞生. 感

谢中国工程物理研究院的陈宇研究员, 陈教授扎实深厚的

物理功底和他那爽朗的笑声, 为本工作的进展过程增辉不

少. 感谢清华大学高等研究院的陈鑫博士和邓天舒博士, 和

他们的讨论亦使作者受益良多. 作者还要感谢中国科学院

物理研究所的陈澍研究员和崔晓玲研究员, 在他们的指引

下作者有幸进入了量子开放系统和非厄米物理这一蓬勃发

展的领域.
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SPECIAL TOPIC—Frontiers in non-Hermitian physics

Non-Hermitian linear response theory and its applications*
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Abstract

Linear response theory is the theoretical foundation of modern experiments. In particular, it plays a vital
role in measuring quantum matters. Its main idea is to take the external probe signal of the physical system as
a perturbation and use the correlation function in the unperturbed equilibrium state to depict the response to
the observable in system. In recent half century, the linear response theory for the closed quantum system has
achieved great success in experiments on quantum matters. In recent years, with the tremendous progress of the
precise  manipulation  of  the  light-matter  interaction,  the  ultracold  atom  experiments  can  precisely  control
dissipative  quantum many-body systems.  With the  discovery  of  many novel  phenomena,  dissipative  quantum
systems and non-Hermitian physics have attracted extensive attention in theory and experiment. We developed
a linear response theory, named non-Hermitian linear response theory, to deal with open quantum systems. This
theory  takes  the  non-Hermitian  term  and  quantum  noise,  which  are  induced  by  dissipation,  as  an  external
perturbative  input,  to  detect  the  properties  of  the  quantum  system,  and  relates  the  time  evolution  of  the
observable  with  the  correlation  function  in  the  unperturbed  state  of  the  system.  The  non-Hermitian  linear
response  theory  provides  a  new method  for  distinguishing  the  exotic  quantum phase  from the  normal  phase.
The theoretical predictions are highly consistent with the recent experimental results of cold atom systems. This
paper will review the non-Hermitian linear response theory and discuss its applications in quantum many-body
and time-reversal symmetric quantum systems.
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