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Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou (FPUT)回归现象指一个多模非线性系统能周期性回到初始激发态的一个复

杂的非线性过程, 与该非线性系统的调制不稳定性密切相关. 针对实验中能如何较为方便地观察到 FPUT回

归现象以及能如何观察到更多 FPUT循环的问题, 本文基于调制不稳定性重点分析研究了施加在平面波上

的扰动振幅和扰动频率对所观察到的 FPUT循环的影响. 我们发现, 扰动振幅可以极大程度地影响所观察到

的 FPUT现象: 1) FPUT循环数对扰动振幅的值非常敏感, 扰动振幅越大, FPUT循环数越多; 2) 扰动振幅较

小 (较大)时, 相应的 FPUT循环频谱就比较规则 (很不规则). 相比之下, 扰动频率对 FPUT循环数的影响不

是很大 (在最佳调制频率附近的一个小范围内, 可观察到 FPUT循环最多), 但是它对脉冲周期性振幅最大位

置处所激发的高阶频率成分的影响比较大 , 扰动频率越大 (越小), 其可以激发的高阶频率成分越少 (越多).

本文的研究结果将对 FPUT实验的观测和理论发展提供一定的帮助.
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1   引　言

Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou  (FPUT)回归现

象指一个多模系统周期性回归到初始激发态的非

线性过程 [1], 是物理学领域中经典的非线性问题,

由 Fermi等 [1] 在 1955年使用第一代计算机仿真模

拟多粒子非线性振动时发现. FPUT的发现是非线

性物理学发展史上一个重要的里程碑, 该研究直接

促使了 1965年“孤子”概念的提出, 是近代理论物

理和可积系统研究的起点 [2]. 随着仪器精度和制作

工艺的进步, 近年来 FPUT回归现象陆续在热传

输动力学 [3]、晶格动力学 [4]、流体力学 [5] 以及非线

性光学 [6] 等不同物理领域的实验中被观察到.

调制不稳定性是加在平面波上的微小扰动随

传输距离 (或传输时间)指数增长的一种不稳定性

行为. 由于能量不会无限增长, 所以加在平面波上

的微小正弦扰动在实际的模拟和实验中均不会随

传输距离无限地指数增长, 而是当其增加到一定程

度后快速衰减, 形成一系列的周期性脉冲, 该过程

随着传输距离 (或传输时间)的增加会周期性地复

现, 这一演化过程即 FPUT回归现象 [7−9]. 理论上

讲, FPUT回归现象与该非线性系统的严格双周期

波解 [10−16]、Akhmediev呼吸子解 [17] 及其他新型局

域波解 [18,19] 等密切相关. 尽管如此, 人们发现 FPUT

回归现象的主要特征可以通过分析平面波的调制

不稳定性来定量地获取 [10−16], 国际上发现了最新

且非常有趣的研究结果, 如由扰动平面波的非线性
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演化描述一定高阶效应下非线性系统的解析非对

称 FPUT回归频谱 [20], 以及不同扰动频率会带来

结果相变 [21] 等.

自 2001年在光学实验中首次观察到 FPUT

现象以来 [6], FPUT的研究再次成为了非线性物理

领域的一个研究热点 [7−9,22−30]. 理论方面, 人们构

建了形成 FPUT不同种类的呼吸子解及双周期波

解 [7−9]、预测了首次 FPUT及第二次 FPUT出现

的位置 [23,24]、研究了高阶谐波的形成过程 [25−27,31]、

泵浦和扰动信号的初始相位差以及线性损耗和高

阶色散对 FPUT回归现象的影响 [28−30] 等. 实验方

面, 人们设计了不同的实验方案观测 FPUT回归

现象, 且改进实验方案尝试在实验中能观察到更多

的 FPUT循环 [30,32−37].

文献 [30, 32−37]所报道的实验基本上都是给

定一组特定的扰动参数来观察 FPUT回归现象,

同时从理论上一定程度地讨论了各项扰动参数对

FPUT回归现象的影响 [30,32−37]. 针对如何在光学

实验中能相对容易地观察到 FPUT回归现象, 以

及如何能观察到更多 FPUT循环的问题, 本文基

于调制不稳定性分析通过数值模拟方法较为系统

地研究了扰动振幅和扰动频率对 FPUT回归现象

的影响. 本文研究结果将为 FPUT的实验观察提

供一定的理论支持. 

2   模型方程与调制不稳定性增益谱

本文主要考虑非线性光纤光学领域的经典模

型方程, 忽略光纤的损耗, 平面波在单模光纤中传

播的非线性控制方程为 

i
∂A

∂z
− 1

2
β2

∂2A

∂t2
+ γ|A|2A = 0, (1)

γ = 2π n2/ (λAeff) n2 λ

Aeff

其中, A 为单模光纤中电场的慢变包络, z 是传播

距离, t 是时间坐标, b2 是群速度色散系数, 三阶克

尔非线性系数  (  是折射率,   是

载波波长,   是有效模面积). 方程 (1)的平面波

解为 

A =
√

P0 exp(iγP0z), (2)

其中, P0 是 z = 0处的入射功率, gP0z 是克尔效应

引起的非线性相移. 平面波 (2)式在光纤的正常色

散区域 (b2 > 0)比较稳定, 施加在平面波上的微

小扰动不会随传输距离的增加而增长, 而在光纤的

反常色散区域 (b2 < 0), 平面波是不稳定的, 加在

平面波上的微小扰动会随着传输距离的增长而急

剧增长. 依据线性稳定性分析方法, 其对应的调制

不稳定性增益谱为 [38]
 

g = |Im(K)| = 1

2
|β2Ω|

√
Ω2

c −Ω2,

Ω < Ωc =
√

4γP0/|β2|. (3)

峰值增益及最佳扰动频率 (即能产生峰值增益的扰

动频率)分别为 

gmax (Ω = Ωmax) = γP0, Ωmax =
√

2γP0/|β2|. (4)

在 (3)式和 (4)式中, K 和 W 分别代表扰动波束和

扰动频率. 

3   FPUT回归现象

调制不稳定性与 FPUT回归现象密切相关,

本文基于调制不稳定性研究扰动振幅和扰动频率

对 FPUT回归现象的影响, 采用实验中常见的一

类初始条件 [30,32−36], 即 

a =
√
P0 [1 + δ · cos (Ωt)] , (5)

其中 d 为扰动振幅, W 为满足 (3)式的扰动频率.

人们在研究 FPUT问题时, 通常都是在某一

给定扰动振幅和扰动频率条件下进行, 而忽略了不

同扰动振幅和不同扰动频率对所观察到的 FPUT

现象的影响. 本文发现扰动振幅和扰动频率均可以

对所观察到的 FPUT现象产生极大的影响, 研究

中采用常见的单芯单模非线性光纤参数即 b2 =

–0.02 ps2/m, g = 2.5 kW–1·m–1. 这里我们需要声

明本文以下结果的讨论适用于其他在实验中常见

的入射条件 [30,32−36]. 

3.1    扰动振幅的影响

Ω = Ωmax =√
2γP0/|β2|

Ω = Ωmax = 5
√
10 rad/ps

在本节研究中, 不失一般性地固定扰动频率为

能产生增大增益的最佳扰动频率, 即  

 . 图 1(a)和图 1(b)分别描述平面波随

传输距离的三维波形演化和频谱演化 (d = 0.001,

P0 =  1 kW,    ); 图 1(c)和

图 1(d)给出了脉冲振幅在首次增长到峰值的空间

距离处 (z1FPUT = 3.2 m)的波形和频谱. 如图 1(a)

所示, 脉冲振幅增加至最大值后快速衰减至初始状

态, 即 FPUT回归现象. 从图 1(a)和图 1(b)中可

观察到 3个完整的 FPUT循环, z1FPUT = 3.2 m与
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|ln [(1/2)δ)|
g
(
Ω = 5

√
10

]文献 [23, 24]中所预测的 z1FPUT =    =

3.04 m符合地非常好, 相邻两次脉冲振幅增长至

最大值的空间位置呈等间距分布. 图 1所反映的

FPUT回归现象的主要特征与文献 [23, 24]在同样

初始条件下的结果类似. 当传输距离约大于 20 m

时, FPUT现象消失, 非线性波的演化开始变得毫

无规律, 这应该是由非线性所激发的多频率成分之

间的相互作用所导致, 此外可能和数值模拟所引入

的噪声有一定的关系 (在实际实验中, 噪声总是存

在, 我们的模拟结果是合理的).

当扰动振幅增长时 (d = 0.1, 其他参数不变),

平面波的演化如图 2所示. 与图 1相比, 平面波的

演化过程主要有三方面显著的变化. 第一, FPUT

循环数明显增长, 这是图 2 (11个 FPUT循环)区

别于图 1 (3个 FPUT循环)最大的不同之处; 第

二, 同一个时刻处, 脉冲振幅相邻两次出现最大值

的空间周期减小 (图 1周期为 z1, 2 = 6.3 m, 图 2

周期为 z1, 2 = 2.7 m); 第三, 如理论预测, z1FPUT
随 d 的增加而逐步减小. 从物理角度来看, 上述变

化可以解释为 : 固定泵浦功率 P0 和扰动频率 W

(见 (5)式), 扰动功率增长的速度将随扰动振幅

d 的增加而增加, 因此, 脉冲振幅首次增长至峰值

所需要的传输距离 z1FPUT 就变短, 两相邻脉冲振

幅最大值的空间周期随之而变小; 同时由于完成一

个 FPUT循环的空间周期快速缩短, 非线性所激

发的多个频率成分还没有来得及相互作用就又开

始下一个循环, 相应地, FPUT循环数也随 d 的增

加而快速增加.

当扰动振幅进一步增加 (d > 0.1, 其他参数保

持不变), 如图 3所示, FPUT循环数随 d 增加而继

续大幅增加, z1FPUT 随 d 的增加而持续减小, 两相

邻 FPUT形成的空间间距进一步缩小. 同时我们

注意到, 当 d 比较大时, 平面波的波形演化和频谱

演化变得越来越不规则 , 如图 4所示 (d = 0.7).

当 d 较大时, 调制信号就变得比较强, 原来由线性

理论所计算的调制不稳定性就不再完全适用, 这时

调制信号的非线性就会比较突出, 因此我们认为频

谱和波形演化得不规则性应该是由调制信号和泵

浦信号之间的强相互作用所引起.
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图 1    非线性光纤中, 扰动平面波 (a)和相应频谱 (b)随传输距离的演化; 平面波演化至 z1FPUT = 3.2 m处的波形 (c)及频谱 (d).

图中 P0 = 1 kW, d = 0.001,  

Ω = Ωmax = 5
√
10 rad/ps

Fig. 1. Evolution of perturbed plane wave (a) and corresponding spectra (b) with transmission distance; wave form (c) and corres-

ponding spectra (d) at z1FPUT = 3.2 m in typical single-core fibers for P0 = 1 kW, d = 0.001,   .
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通过本节分析, 发现实验可观察的 FPUT循

环数随扰动振幅的增长而急剧增长, 而且当扰动振

幅较大时, 平面波的波形演化和频谱演化变得越来

越不规则. 该发现尚未在文献中有过报道. 

3.2    扰动频率的影响

当扰动频率满足 W < Wc/2时, 高阶谐波成分

将会被激发 [25−27], 本节考虑不激发高阶谐波情况

下, 即当扰动频率满足 Wc ≥ W ≥ Wc/2时, 扰动

频率对所观察到的 FPUT现象的影响.

√
γP0/|β2| 5

√
5

图 5(a)和图 5(b)分别反映了扰动平面波随传

输距离的波形演化和频谱演化 (P0 = 1 kW, d =

0.001, W = Wc/2 =  =   rad/ps); 图5(c)

和图 5(d)分别为脉冲振幅在 z1FPUT = 3.4 m处的

波形和频谱. 可以看出 W = Wc/2 时有两个完整

的 FPUT循环 (图 5(a)和图 5(b)), 且当 z = z1FPUT
时, 在 [–80 dB, 0 dB]的相对出射光强范围内可观

察到 64个非线性所激发的高阶谐波 (图 5(d)).

通过大量的数值模拟计算发现, 当扰动频率

从 W = Wc/2开始增加时, 在相同的相对出射光强

范围内, 可观察到的高阶谐波数呈明显的递减趋

势, 如图 6所示. 随着 W 的增加, 可观察到的高阶

谐波数显著递减的原因和 z1FPUT 处脉冲所具备的

光强密切相关. W 越大, z1FPUT 处脉冲的振幅越小,

光强越弱, 非线性效应就越弱, 相应地, 非线性所激

发的高阶谐波成分就越少. 对比图 5(c)和图 1(c),

扰动频率为 W = Wc/2的扰动平面波在 z1FPUT 处

演化出的脉冲最大振幅|a|max = 2.688, 明显大于扰

动频率为 W = Wmax 情况下扰动平面波在 z1FPUT
处演化出的脉冲最大振幅|a|max = 2.403, 这应该和

高阶谐波成分与入射扰动频率成分在传输中产生

的复杂非线性相互作用有关.
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图 2    非线性光纤中, 扰动平面波 (a)和相应频谱 (b)随传输距离的演化; 平面波演化至 z1FPUT = 1.3 m处的波形 (c)及频谱 (d).

图中 P0 = 1 kW, d = 0.1,  

Ω = Ωmax = 5
√
10 rad/ps

Fig. 2. Evolution of perturbed plane wave (a) and corresponding spectra (b) with transmission distance; wave form (c) and corres-

ponding spectra (d) at z1FPUT =1.3 m in typical single-core fibers for P0 = 1 kW, d = 0. 1,   .
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Fig. 4. Evolution of perturbed plane wave (a) and corresponding spectra (b) with transmission distance; wave form (c) and corres-

ponding spectra (d) at z1FPUT = 0.4 m in typical single-core fibers for P0 = 1 kW, d = 0.7,   .
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图 5    非线性光纤中, 扰动平面波 (a)和相应频谱 (b)随传输距离的演化; 平面波演化至 z1FPUT = 3.4 m处的波形 (c)及频谱 (d).
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Fig. 5. Evolution of perturbed plane wave (a) and corresponding spectra (b) with transmission distance; wave form (c) and corres-

ponding spectra (d) at z1FPUT = 3.4 m in typical single-core fibers for P0 = 1 kW, d = 0.001,   .
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随着扰动频率从W = Wc/2开始增加, 如图 5(d)

所示, FPUT循环周期数先缓慢增长, 在 W = Wmax
附近处, FPUT循环周期数最多 (见图 1). 当 W >

Wmax 时, FPUT循环周期又开始缓慢减少 (见图 7,

W = 22 THz).  在 W = Wmax 附近处出现最多的

FPUT循环数在物理层面上是可以理解的. 最佳扰

动频率对应的增益最大, 以该频率作为扰动信号频

率, 扰动增长的速度最快, 所以 FPUT出现的速度

就会非常快, 导致出现的 FPUT周期数相应地比

较多. 相反, 当扰动频率 W ≠ Wmax < Wc 时, 平面

波演化过程中所出现的噪声中, Wmax 成分振幅会

随着传输距离增加而迅速增强, 从而导致 Wmax 频

率成分和入射的 W 频率成分产生强相互作用而破

坏掉原来的 FPUT, 所以 W ≠ Wmax < Wc时所观

察到的 FPUT循环数比较少.

当扰动频率增至 W = Wc= 22.3607 rad/ps时,

平面波稳定, FPUT消失, 如图 8(d)所示. 当扰动

频率 W = Wc 时, 调制不稳定性消失, 入射的扰动

频率不会随传输距离的增加而增长, 随着传输距离

的增加, 在光纤某距离处由噪声引入的最佳调制频

率成分出现并迅速增长, 同时会与其他调制频率成

分在传输中产生相互作用, 最终导致频谱的极端不

规则性, 在整个过程中观测不到 FPUT现象. 

4   结　论

基于调制不稳定性分析, 本文通过数值模拟系

统地研究了扰动振幅和扰动频率对单模单芯光纤

中 FPUT现象的影响, 发现扰动振幅和扰动频率
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图 7    非线性光纤中, 扰动平面波 (a)和相应频谱 (b)随传输距离的演化; 平面波演化至 z1FPUT = 8.22 m处的波形 (c)及频谱 (d).

图中 P0 = 1 kW, d = 0.001, W = 22 rad/ps

Fig. 7. Evolution of perturbed plane wave (a) and corresponding spectra (b) with transmission distance; wave form (c) and corres-

ponding spectra (d) at z1FPUT = 8.22 m in typical single-core fibers for P0 = 1 kW, d = 0.001, W = 22 rad/ps. 
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可以极大程度地影响所观察到的 FPUT现象. 扰

动振幅对所观察到的 FPUT循环数的影响极大.

扰动振幅越大, 可观察到的 FPUT循环数越多, 当

扰动振幅较小时, 相应的 FPUT频谱演化就比较

规则, 相反, 相应的 FPUT频谱演化就非常不规

则. 扰动频率对所观察的 FPUT循环数的影响不

大, 但是它可以极大地影响在脉冲振幅最大位置处

所产生的高阶谐波成分的数目. 扰动频率越大, 所

产生的高阶谐波成分就越少.

为了方便 FPUT的实验观测能观察到更多的

FPUT循环, 分析发现实验中扰动振幅要设置得较

大, 同时扰动频率应该选择在最佳扰动频率附近的

值域. 同时应强调, 大的扰动振幅对应的 FPUT谱

会比较不规则, 当扰动频率比较大时, 其所激发的

高阶谐波成分就会非常少. 相信本文的研究结果将

对基于调制不稳定性分析的 FPUT实验观测以及

理论理解提供一定的帮助. 非线性光纤中有待解决

的 FPUT问题还有很多, 包括非传统调制不稳定

性相关的 FPUT研究 [7,8]、高阶效应对实验观察到

的 FPUT的影响 [39] 等, 这将是我们下一步研究的

主要任务.
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图 8    非线性光纤中, 扰动平面波 (a)和相应频谱 (b)随传输距离的演化; 平面波演化至 z1FPUT = 14.6 m处的波形 (c)及频谱 (d).

图中 P0 = 1 kW, d = 0.001, W = 22.3607 rad/ps

Fig. 8. Evolution of perturbed plane wave (a) and corresponding spectra (b) with transmission distance; wave form (c) and corres-

ponding spectra (d) at z1FPUT = 14.6 m in typical single-core fibers for P0 = 1 kW, d = 0.001, W = 22.3607 rad/ps. 
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Abstract

Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou  recurrence  (FPUT)  phenomenon  refers  to  the  property  of  a  multimode

nonlinear  system  returning  to  the  initial  states  after  complex  stages  of  evolution.  The  FPUT  recurrence

phenomenon closely links with modulation instability (MI) by employing the perturbed continuous waves as the

initial condition. When the perturbation frequency is located inside the MI spectra, then the perturbed CWs are

unstable and the perturbations will grow up with evolution. This nonlinear MI evolution results in the FPUT

phenomenon. In this work, we explore in detail the effects of perturbation amplitude and perturbation frequency

on the FPUT recurrence phenomena numerically,  which has never been studied systematically,  to the best of

our knowledge. Using the results of our studies, we find that the perturbation amplitude can significantly affect

the FPUT phenomenon.  Firstly,  the number of  FPUT cycles  is  very sensitive  to the perturbation amplitude.

Large  (small)  perturbation  amplitude  can  result  in  much  more  (much  less)  FPUT  cycles.  Secondly,  very

irregular (regular) FPUT wave evolution together with the corresponding spectra evolution can be observed at

relatively  large  (small)  values  of  perturbation  amplitude,  where  the  unequal  (equal)  distances  are  observed

between  adjacent  maximum  wave  amplitudes  spatially  in  the  background  of  optical  fibers.  In  contrast,  the

effects of perturbation frequency on the FPUT cycles are relatively minor, and the maximum FPUT cycles are

observed  at  perturbation  frequencies  around  the  optimal  modulation  frequency  generating  the  peak  MI  gain.

However,  the perturbation frequency can drastically  affect  the number of  high-order  sidebands excited at  the

distances of periodic maximum wave amplitude formation. We find that larger perturbation frequency leads to

much  fewer  high-order  sidebands.  According  to  our  studies,  for  observing  FPUT conveniently  and  observing

more  FPUT  cycles,  the  perturbation  amplitude  of  the  input  signal  should  be  as  large  as  possible  and  the

perturbation frequency should be around the optimum modulation frequency.  We should also  emphasize  that

the large perturbation amplitude results in irregular FPUT patterns with unequal distances between adjacent

maximum  wave  amplitude  formations  spatially  in  the  background  of  optical  fibers,  and  large  perturbation

frequency results  in  much less  high-order  sidebands.  Our results  will  provide very helpful  information for  the

FPUT observation in experiment, and should arouse the interest of the readers in nonlinear physics.
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