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近年来, 量化开放量子系统中的非马尔科夫效应已经成为了量子消相干控制领域研究中的一个重要科

学问题. 本文对于单个开放的两能级系统, 将基于量子 Fisher信息的非马尔科夫度量从系统初态为纯态的情

况推广到系统初态为任意态的情况. 作为该非马尔科夫度量的应用, 分别研究了利用量子 Fisher信息在检测

一个两能级系统受到零温度振幅耗散通道、相位衰减通道和随机幺正通道作用时对应非马尔可夫过程发生

满足的条件. 研究结果显示: 一个相位参数的量子 Fisher信息对这三种衰减通道的非马尔科夫过程发生所满

足的条件与系统初态的选择是无关的. 进一步, 对于振幅耗散通道和相位衰减通道, 非马尔科夫过程发生的

条件同基于迹距离、映射的可分性、量子互信息和量子 Fisher信息矩阵等给出的条件是等价的. 如预期的一

样 , 对于振幅耗散通道情况且选择系统初态为最优化纯态时 , 相应的结果正是 Lu等获得的结果 (Lu X M,

Wang X G, Sun C P 2010 Phys. Rev. A 82 042103); 而对于随机幺正通道, 其马尔可夫过程发生的条件同基

于迹距离、映射的可分性、量子互信息和量子 Fisher信息矩阵等给出的条件是不完全等价的. 另外, 得到了

一个有趣的关系: 在这三种耗散通道模型中系统演化态的量子   范数相干性的平方正好等于相位参数的量

子 Fisher信息. 总之, 本文得到的结果不仅完善了用量子 Fisher信息来检测开放系统中非马尔科夫效应的应

用范围, 同时也进一步彰显了量子 Fisher信息在量子信息处理中独特的作用.
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1   引　言

在量子消相干控制领域研究中, 假设环境没有

记忆效应, 开放量子系统的信息或能量只能单方向

流入外界环境, 这个过程常被称为马尔科夫过程;

相反地, 如果环境有记忆效应, 则系统流入外界环

境的信息或能量在某段时间还能流回系统, 此过程

常被称为非马尔科夫过程. 开放量子系统中的这种

非马尔科夫效应将会使得系统的信息和能量的衰

减得以延缓. 在真实的量子信息处理中, 实际的环

境一般都具有记忆效应, 所以研究开放系统中的非

马尔科夫效应显得十分必要 [1−5]. 研究表明: 开放

系统中的非马尔科夫效应对量子信息处理有诸多

积极的影响. 如利用环境的非马尔科夫效应可延长

两量子比特的纠缠时间 [6−8]、保护原子熵压缩 [9−11]、

以及提高量子 Fisher信息 [12,13] 等. 自然地, 怎样去

量化开放系统中的非马尔科夫效应就成为了一个

很有趣的研究课题. 近 10 多年来, 在理论上相继

有许多优秀的非马尔科夫度量被提出, 如基于迹距
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离 [14−16]、映射的可分 性 [17]、量子 Fisher信息 [18] 和

量子互熵 [19] 等就是几种非常流行的非马尔科夫度

量方式, 且部分已在实验上被证实 [20,21]. 在现有的

非马尔科夫度量中, 从不同的角度出发大概可以分

成三大类: 1)基于一些物理量 [14,18,22−32] 在迹保守

且完全正定映射下是非增的性质; 2)从系统经历

的动力学映射的可分性 [17,33−35]; 3)考虑在一个有

辅助系统的大系统中基于一些物理量 [19,36−40] 在迹

保守且完全正定映射下具有非增的性质.
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α

然而, 当将这些非马尔科夫度量应用到具体模

型时不难发现, 只有部分非马尔科夫度量在检测非

马尔科夫效应时的有效性与系统初态选择是无关

的. 早在 2011年, Zeng等 [41] 已经阐明, 利用基于

迹距离的非马尔科夫度量 [14] 在检测零温度振幅耗

散模型和相位衰减模型中的非马尔科夫效应时, 与

系统初态选择有关的要求可以被移除, 但不影响其

检测的有效性. 近来, 有部分基于量子相干性的非

马尔科夫度量被揭示在检测非马尔科夫效应时的

有效性也同系统初态选择是无关的, 如量子  范数

相干性 [28]、基于 skew信息和修改的 Tsallis相对 

熵的相干性 [30]、基于保真度和几何度量相干性 [32]

等. 可是, 也有相当一部分非马尔科夫度量的有效

性与系统初态选择是有关的, 如基于量子纠缠 [17]、

量子互信息 [19]、最大相对熵 [29]、Hilbert-Schmidt

speed (HSS)[31]、量子局域不确定度 [36] 及量子相对

熵相干性 [40] 等. Lu等 [18] 基于量子 Fisher信息流定

义了一种非马尔科夫度量, 并运用其去检测零温度

振幅耗散模型的非马尔科夫效应. 后来, Song等 [26]

基于两参数的量子 Fisher信息矩阵定义了一种非

马尔科夫度量. 然而, 这两个文献中考虑的都是假

设系统初态为纯态的情况. 那么, 一个问题可能被

提出: 基于量子 Fisher信息的非马尔科夫度量在

检测非马尔科夫效应时的有效性是否与系统初态

选择有关? 另外, 该非马尔科夫度量与系统初态选

择无关的特性是否取决于考虑的耗散模型? 这些

问题是促使本文研究的主要初衷.

本文在文献 [18]的基础上, 假设一个开放两能

级系统初态为任意量子态, 将基于量子 Fisher信息

的非马尔科夫度量运用到三种常见的耗散通道——

零温度振幅耗散通道、相位衰减通道和随机幺正通

道中, 得到了对应非马尔可夫过程或马尔可夫过程

发生的条件, 并同其他非马尔科夫度量作了详细的

比较. 研究发现: 基于量子 Fisher信息的非马尔科

l1

夫度量在这三种耗散通道中的有效性同系统初态

的选择是无关的. 特别地, 对于振幅耗散通道模型,

如果选择系统初态为文献 [18]中考虑的纯态, 相应

结果简化成文献 [18]中的特殊情况. 当然, 对于相位

衰减通道模型, 其非马尔科夫过程发生的条件同用

迹距离、映射的可分性、量子互信息和量子 Fisher

信息矩阵给出的条件是等价的. 然而对于随机幺正

通道模型, 通过对通道的一些具体参数进行讨论,

发现其马尔可夫过程发生的条件同基于迹距离、映

射的可分性、量子互信息和量子 Fisher信息矩阵

给出的条件是不完全等价的. 另外, 也揭示了在这

三种耗散通道模型中量子 Fisher信息与相干性之

间的一个密切关系, 即系统演化态的量子  范数相

干性的平方正好等于相位参数的量子 Fisher 信息.

因此, 本文得到的结果可能为开放系统中非马尔科

夫动力学研究提供了一种与系统初态无关的非马

尔科夫度量, 进一步强化了量子 Fisher信息在量

子信息处理中的独特作用.

本文结构安排如下: 第 2节利用量子 Fisher

信息在迹保守且完全正定映射下具有非增性的性

质构建了一种非马尔科夫度量; 第 3节给出了将基

于量子 Fisher信息的非马尔科夫度量用于三种典

型的耗散通道模型中的非马尔科夫过程或马尔科

夫过程发生的条件, 并详细讨论了同其他非马尔科

夫度量给出的条件之间的等价性问题; 第 4节对文

中获得的结果作了简要总结和展望. 

2   基于量子 Fisher信息的非马尔科夫
度量的构建

θ

量子Cramér-Rao不等式 [42] 揭示了量子 Fisher

信息是刻画单个待估计参数达到最优理论精度的

一个物理量, 它已经成为了量子度量学的核心概念

之一. 根据量子 Cramér-Rao不等式, 对某一个待

估计参数  测量的精度由下面的不等式 [42] 决定:  √
⟨(∆θ)2⟩θ ⩾ 1√

νF (ρ (θ))
, (1)√

⟨(∆θ)2⟩θ θ (∆θ)
2
=

(θ − ⟨θ⟩)2 ν F (ρ (θ))

ν F (ρ (θ)) θ

Fθ

这里,   代表  的测量精度是方差 

 平均的平方根,    是测量次数,   

是量子 Fisher信息. 明显地, 对于确定的测量次数

 , 量子 Fisher信息   越大意味着   测量的

精度越高. 这里的量子 Fisher信息  满足 
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F (ρ (θ)) = tr[ρ(θ)L2(θ)], (2)

ρ(θ) θ

L(θ)

其中   是系统包含待估计参数   的厄米算符 ,

 是一个厄米算符 , 常被称为对称对数导数

(symmetric logarithmic derivation, SLD), 并由下

列方程决定: 

∂ρ(θ)

∂θ
=

1

2
[L(θ)ρ(θ) + ρ(θ)L(θ)]. (3)

F (ρ (θ))方程 (2)和方程 (3)定义的量子Fisher信息 

是量子信息理论中一个非常重要的物理量, 它具有

许多优良的物理性质 [18,43]:

U(UU † = U †U = I)

F (ρ (θ)) = F
(
Uρ (θ)U †)1)具有在非参么正演化    

下不变性:   ;

Φt

F (Φtρ (θ)) ⩽
F (ρ (θ))

2)具有在迹保守且完全正定映射  下非增性

(或者被称为收缩性 (contractivity)):  

 ;

F (ρ (θ)) =
∑
i

Fi (ρi (θ))

ρ (θ) = ⊗
i
ρi (θ)

3)具有直积可加性:   ,

其中  ;

F (ρ (θ)) ⩽
∑

i
λiFi (ρi (θ))

ρ (θ) =
∑

i
λiρi (θ) λi ρi (θ)

4)具有凸性:    , 其

中   ,    是子系统   所占的

比重.

F (ρ (θ))

f (ρ1,ρ2) =

tr
√√

ρ1ρ2
√
ρ1 ξ=∂2f (ρ (θ) ,

ρ (θ + δθ)) /∂
(
δ2θ
)
= Fθ/4 ξ

特别地, 量子 Fisher信息  同量子信息

理论中其他一些重要的度量像保真度  

 有着密切的联系, 如 [44]
 

 , 其中   是保真率. 这进

一步印证了量子 Fisher信息在量子信息领域中扮

演着一个极其重要的角色.

F (ρ (θ))

在量子消相干的主方程框架下, 如果一个开放

系统的动力学可以用一个迹保守且完全正定映射来

描述, 就表明开放系统经历了一个马尔科夫过程 [1,14].

因此, 这个完全正定映射在某个时间段的违反就可

用来表征此时开放系统经历了一个非马尔科夫过

程. 考虑到量子 Fisher信息  在一个迹保守

且完全正定映射下具有非增的性质, 那么它在某段

时间上的违反就可以被用来检测开放系统在这段

时间上非马尔科夫过程的发生. 为此, 基于量子

Fisher信息的非马尔科夫性 (non-Markovianity)

能被定义为 

NQFI (Φt) = max
ρ(0)

∫
χ(t)>0

χ (t)dt, (4)

χ (t) = dF (ρ (θ))/dt “max”

χ (t) ⩽ 0

其中定义  , 最大化 (  )取

遍系统所有的初态. 明显地,   对应马尔科

χ (t) > 0

χ (t)

χ (t) > 0

χ (t) < 0

夫过程;    对应非马尔科夫过程. 文献 [18]

建议了一种类似的非马尔科夫度量, 相应的  被

命名为量子 Fisher信息流 (其中  表示量子

信息流是向内的, 对应非马尔科夫过程;   

表示量子信息流是向外的, 对应马尔科夫过程), 他

们具体研究了用系统初态为纯态的量子 Fisher信

息来见证一个零温度振幅耗散通道模型中非马尔

科夫过程的发生.

本文在文献 [18]的启发下, 尝试将方程 (4)中

对于最大化的要求移除, 但不影响用量子 Fisher

信息来检测非马尔科夫过程的有效性. 通常地, 在

研究开放系统中的非马尔科夫过程时, 寻找一种与

系统初态选择无关的非马尔科夫度量方式不管是

理论研究还是实验角度看都是十分重要的. 其原因

是: 一方面, 只需要关注系统受到外界环境的影响

而不需要关心系统自身的量子态; 另一方面, 它也

降低了在实验上验证开放系统中非马尔科夫效应

对于系统初态制备的要求, 简化了实验的操作性.

下面, 首先用基于量子 Fisher信息的非马尔科夫

度量 (如方程 (4)所示)来重新考察一个二能级系

统经历一个零温度振幅耗散通道作用时其非马尔

科夫过程发生的条件. 有趣的是, 研究表明: 对于

零温度振幅耗散通道模型, 方程 (4)中对于最大化

的要求确实可以被移除, 而不影响其测度非马尔科

夫过程的有效性. 相应地, 文献 [18]中考虑系统初态

为纯态的情况是这里的一种特殊情况. 进一步, 我

们研究了基于量子 Fisher信息的非马尔科夫度量

在其他非马尔科夫衰减通道, 如相位衰减通道和随

机幺正通道模型中的表现, 发现也有类似的特点.

F (ρ (θ))

ρ (θ) =
∑M

i=1
λi (θ) |ψi (θ)⟩⟨ψi (θ)|

M λi (θ)

|ψi (θ)⟩

F (ρ (θ))

接下来, 当讨论各种具体的非马尔科夫耗散模

型中某个参数估计问题时 , 必然要涉及到量子

Fisher信息的计算问题. 一般来说, 量子 Fisher信

息   的计算在系统密度矩阵的本征空间中

操作是方便的. 根据文献 [45], 在系统的密度矩阵

对角化形式 , 如  

(其中   表示所有非零本征值   对应的本征态

 构成的子空间, 也被称为支集 (support)的

维度)下, 量子 Fisher信息  表示如下:
 

F (ρ (θ)) = Fc + Fq, (5)

其中
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Fc =

M∑
i=1

(∂θλi(θ))
2

λi(θ)
,

Fq =

M∑
i=1

λi(θ)4
(
⟨∂θψi | ∂θψi⟩ − |⟨ψi | ∂θψi⟩|2

)

−
M∑
i̸=j

8λi(θ)λj(θ)

λi(θ) + λj(θ)
|⟨ψi | ∂θψj⟩|2 , (6)

M ⩽ d

d

F (ρ (θ))

M = 1 λ1 (θ) = 1

F (ρ (θ))

分别代表只与密度矩阵本征值有关的经典贡献和

与本征态有关的量子贡献. 考虑到  (假设密

度矩阵的总维度为   ), 那么 , 量子 Fisher信息

 如方程 (5) 和方程 (6) 所示的表达式对任

意秩的密度矩阵都是成立的. 特别地, 对于纯态,

也就是  (对应  )的量子 Fisher信息

 退化成 

F (ρ (θ)) = 4
(
⟨∂θψi | ∂θψi⟩ − |⟨ψi | ∂θψi⟩|2

)
.

ρ (θ) = 1/2 (1 + ω · σ)
ω = (ωx, ωy, ωz)

T
σ = (σx,

σy,σz)

特别地, 文献 [46]给出了单个封闭和开放量子比特

系统在布洛赫球表示 , 如  

(其中   表示布洛赫矢量,   

 表示著名的泡利矩阵)中量子 Fisher信息

的计算表达式: 

FC(ρ(θ))=


|∂θω|2+ (ω · ∂θω)

2

1− |ω|2
, |ω| < 1,

|∂θω|2 , |ω| = 1,

(7)

 

FO (ρ (θ)) = |∂θε (ω)|2 + [ε (ω) · ∂θε (ω)]
2

1− |ε (ω)|2
, (8)

FC (ρ (θ))

FO (ρ (θ))

ε

ε (ρ) =
∑

µ
KµρK

†
µ

其中   代表单个封闭量子比特系统的量子

Fisher信息,    代表单个开放量子比特系

统的量子 Fisher信息,   表示一个量子噪声的动力

学映射, 它在量子态上作用可以用 Kraus算符形

式来表达, 如  .
 

3   应用到三类典型的非马尔科夫耗散
通道模型

 

3.1    非马尔科夫零温度振幅耗散通道

|ψin⟩ = |ψopt⟩ = (|g⟩+
|e⟩)/(|g⟩+ |e⟩)/

√
2 |g⟩ |e⟩

首先, 注意到文献 [18]研究了利用一个相位参

数的量子 Fisher信息去量化一个二能级系统受到

一个零温度振幅耗散通道作用的非马尔科夫效应.

文中的这个相位参数测量估计的方案是: 一个二能

级系统最初处在最优化纯态  

  (这里,    ,    分别表示二能级

|ψopt⟩
Uθ = |g⟩⟨g|+ exp (iθ) |e⟩⟨e|

θ

{|e⟩ , |g⟩}

系统的基态和激发态); 然后在  执行一个量子

比特相位门, 如   (引入相

位参数  ); 最后, 假设这个相位参数进行测量估算

之前系统受到了一个零温度振幅耗散通道作用. 本

文研究的方案同文献 [18]是类似的, 唯一不同的是

这里考虑在基矢   下系统最初处于一个一

般量子态情况, 如 

ρin (0) =

(
ρee (0) ρeg (0)

ρge (0) ρgg (0)

)
. (9)

这样, 不难得到系统在经过量子比特相位门作用后

的量子态如下: 

ρ (0) = Uθρin (0)U
†
θ =

(
ρee (0) ρeg (0) eiθ

ρge (0) e−iθ ρgg (0)

)
.

(10)

接下来, 这个二能级系统受到一个零温度振幅耗散

通道作用时其动力学演化满足下列主方程 [1]: 

d
dt
ρ(t) = − i

2
s(t) [σ+σ−,ρ(t)]

+ γ(t)

(
σ−ρ(t)σ+ − 1

2
{σ+σ−ρ(t)}

)
, (11)

s(t)=−2Im(ḣ(t)/h(t)) γ(t)=

−2Re(ḣ(t)/h(t))=−(2/|h(t)|)(d |h(t)| /dt)
h(t)

其中   代表兰姆移动 ,   

 表示含时

的衰减率. 参数  满足下列微分方程: 

ḣ(t) = −
∫ t

0

f(t− t1)h(t1)dt1, (12)

h(0) = 1 f(t− t1) =∫
dωJ(ω) exp[i(ω0 − ω)(t− t1)]

J(ω) t

其中 , 初始条件有   , 记忆核  

 是与零温度热库的

谱密度   有关的函数. 这样在任意时刻   , 系统

的密度算符能够表示为 

ρ (t) = Φtρ (0)

=

(
ρee (0) |h (t)|2 ρeg (0) eiθh (t)

ρge (0) e−iθh∗ (t) 1− ρee (0) |h (t)|2

)
. (13)

θ F (ρ (θ))

最后, 利用方程 (7)或方程 (8), 通过直接的代数运

算获得待测参数  的量子 Fisher信息  为 

F (ρ (θ)) = 4 |h (t)|2 |ρeg (0)|2 . (14)

|ψin⟩ = |ψopt⟩ = (|g⟩+ |e⟩)/
√
2 ρeg (0) = 1/2

h (t) F (ρ (θ))

F (ρ (θ)) = h2 (t)

像预期的一样, 当考虑系统最初处在最优化纯态

 , 即   , 且

 为实数时, 量子 Fisher信息  恰好简化

成文献 [18]中的结果, 即  .

这样, 根据方程 (4), 对于基于量子 Fisher信
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息的非马尔科夫性能够表示如下: 

NQFI (Φt) = max
ρ(0)

∫
χ(t)>0

χ (t)dt

= max
ρ(0)

∫
γ(t)<0

−4γ (t) |h (t)|2 |ρeg (0)|2 dt, (15)

γ(t) = − 2

|h(t)|
d
dt

|h(t)|其中含时的衰减率  . 等价地,

相应非马尔科夫过程发生的条件可以用下列关系

式来表示: 

χ (t) > 0 ⇔ γ (t) < 0. (16)

γ (t)<0

l1

|ψin⟩ = |ψopt⟩ = (|g⟩+ |e⟩)/
√
2 ρeg (0) =

1/2

NQFI

λ

方程 (16)清楚地显示: 用量子 Fisher信息见证零

温度振幅耗散模型中非马尔科夫过程发生的条件,

即  , 同其他非马尔科夫度量, 如迹距离 [47]、

映射的可分性 [47]、 量子互熵 [48] 及量子 Fisher信息

矩阵 [26] 给出的条件是相同的. 另外, 观察方程 (15)

不难发现一个值得注意的特征, 即方程 (15)最大

化的要求其实可以被移除, 但不影响它见证非马尔

科夫过程的有效性. 换句话说. 用量子 Fisher信息

来检测非马尔科夫过程发生的有效性或灵敏度是

与系统初态的选择无关的. 对于零温度振幅耗散模

型, 也存在一些与系统初态选择无关的非马尔科夫

度量, 如基于迹距离 [41]和量子  范数相干性 [28] 等.

以上研究结果显示, 利用量子 Fisher信息可以提

供一种可选择的与系统初态无关的非马尔科夫度

量. 注意到, 文献 [18]中考虑的系统最初处在最

优化纯态    , 即 

 , 正好是使得方程 (15)取得最大值的初态. 而

我们的结果延伸了文献 [18]的结果, 将系统初态为

纯态的情况推广到了任意混合态的情况, 这是本文

获得的主要结果之一. 为了进一步直观显示基于量

子 Fisher信息的非马尔科夫度量是否与同系统初

态有关, 图 1给出了在不同系统初态下   随参

数   的变化关系. 对于零温度振幅耗散通道模型,

这里假设二能级系统的本征频率与环境库的中心

频率是相同的即共振情况, 且环境库的谱密度是洛

伦兹谱密度 [1]
 

J (ω) =
1

2π
γ0λ

2

(ω0 − ω)
2
+ λ2

(17)

h (t)时,   存在下列的解析表达式 [1]: 

h (t) = e−λt/2

[
cosh (dt/2) +

λ

d
sinh (dt/2)

]
, (18)

d =
√
λ2 − 2γ0λ λ

τB τB = λ−1 γ0

其中   ,    表示耦合的谱宽度, 它与

环境库的关联时间尺度   的关系为   ;   

τR τR = γ−1
0

|ρeg (0)| = 3/10 → 2/5 →
1/2 NQFI λ

NQFI λ

λ τB

τB = λ−1 λ

NQFI λ

表示系统和环境的耦合强度, 它与系统的弛豫时间

尺度   的关系为   . 从图 1可以明显地看

到, 对于不同系统初态 (如 

 ), 虽然   的初始值有所不同, 但它们随   的

增加呈单调递减的关系, 以及变化趋势都是相同

的. 这与之前得到的结果也完全符合: 基于量子

Fisher信息的非马尔科夫度量在见证零温度振幅

耗散通道模型中非马尔科夫过程时的有效性确实

与系统初态选择是无关的. 另外, 对于不同的系统

初态,   之所以随  的增加而单调递减, 其原因

是: 耦合的谱宽度  与环境库的关联时间尺度  有

以下关系:   , 这样, 越大的  意味着环境库

的关联时间越短, 从环境库流回系统的信息或能量

就会越少, 从而导致非马尔科夫效应, 即  随 

的增加而单调递减. 

3.2    非马尔科夫相位衰减通道

本节继续研究利用一个相位参数的量子

Fisher 信息来量化一个二能级系统受到一非马尔

科夫相位衰减通道作用时其非马尔科夫效应问题.

类似于 3.1节对于处理非马尔科夫零温度振幅耗

散通道的方案, 假设一个二能级系统受到一非马尔

科夫相位衰减通道作用之前处在方程 (10) 所示的

量子态. 而一个二能级系统在经历一个非马尔科夫

相位衰减通道作用时, 系统的密度算符的演化遵循

下列的主方程 [1]:
 

d
dt
ρ(t) = γ(t)(σzρ(t)σz − ρ(t)). (19)

因此, 处于方程 (10)所示量子态的二能级系统按

 

2.0

1.6

1.2

0.8

0.20 0.4 0.6 0.8 1.0

/0


Q
F
I

0.4

0

|eg(0)|=1/2
|eg(0)|=2/5
|eg(0)|=3/10

|ρeg (0)| NQFI λ

图 1    在不同系统初态 (这里用不同初态对应的非对角元

值   来表示)下   随参数   的变化

NQFI λ

|ρeg (0)|

Fig. 1. Non-Markovianity    as a function of    for diffe-

rent  initial  states  of  system  denoted  by  their  off-diagonal

elements   .
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t

方程 (19)所示的规律演化, 最终该二能级系统在

任意时刻  的密度算符能够被写成: 

ρ (t) = Φtρ (0)=

(
ρee (0) ρeg (0) eiθf (t)

ρge (0) e−iθf (t) ρgg (0)

)
,

(20)

f(t) = exp
[
− 2

∫ t

0

γ(τ)dτ
]

θ

其中  . 根据方程 (7)或方

程 (8), 通过一些简单的计算, 不难得到相位参数 

的量子 Fisher信息为 

F (ρ (θ)) = 4f2 (t) |ρeg (0)|2 . (21)

相应地, 根据方程 (4), 基于量子 Fisher信息的非

马尔科夫性能够被获得如下: 

NQFI (Φt) = max
ρ(0)

∫
χ(t)>0

χ (t)dt

= max
ρ(0)

∫
γ(t)<0

−16γ (t) f2 (t) |ρeg (0)|2 dt. (22)

χ (t) > 0 γ (t) < 0

显然, 对于相位衰减通道中非马尔科夫过程发生的

条件  等价于  . 这个非马尔科夫条

件与用其他非马尔科夫度量, 如迹距离 [47]、映射的

可分性 [47]、量子互熵 [48] 及量子 Fisher信息矩阵 [26]

等给出的条件是相同的. 类似地, 在方程 (22)中的

最大化的要求也可以被移除 , 而不影响用量子

Fisher信息来测度非马尔科夫过程的有效性. 

3.3    非马尔科夫随机幺正通道

进一步, 考虑当一个二能级量子系统与一个随

机幺正通道相互作用模型, 该系统的动力学演化可

以用下列唯象的主方程 [47] 来描述: 

d
dt
ρ(t) =

3∑
i=1

γi(t)[σiρ(t)σi − ρ(t)], (23)

γi(t) (i = 1, 2, 3) σi

(i = 1, 2, 3)

σz (σ3)

σx (σ1) σy (σ2)

这里 ,    表示含时的衰减系数 ,   

 表示著名的泡利矩阵. 明显地, 随机幺

正通道模型是相位衰减通道模型的一个推广模型,

即它除了考虑相位衰减通道模型中   以外,

同时还考虑了  和  的影响.

等价地, 主方程 (23) 可以写成以下两种表示

形式: 

Φtρ (t) =

3∑
i=0

pi (t)σiρ (0)σi (24)

和 

Φtσi = λi(t)σi (i = 0, 1, 2, 3), (25)

σ0 = I pi(t) ⩾ 0
∑3

i=0
pi(t) = 1

t = 0 Φ0 = I p0(0) = 1 pi(0) =

0 (i = 1, 2, 3)

pi(t) λi(t)

这里,   ,   以及  . 特别

地, 在  时, 由  得到  以及 

 . 另外, 方程 (24)和方程 (25)中的参

数  和  之间有下列关系: 

p0(t) =
1

4
[1 + λ1(t) + λ2(t) + λ3(t)] ,

p1(t) =
1

4
[1 + λ1(t)− λ2(t)− λ3(t)] ,

p2(t) =
1

4
[1 + λ2(t)− λ1(t)− λ3(t)] ,

p3(t) =
1

4
[1 + λ3(t)− λ2(t)− λ1(t)] , (26)

其中 

λ0(t)=1, λi(t)=e
2

[
Γi(t)−

∑3

j=1
Γj(t)

]
(i=1, 2, 3)

以及 

Γi(t) =

∫ t

0

γi(τ)dτ (i = 1, 2, 3).

注意到, 方程 (25) 揭示了随机幺正通道作用在泡

利矩阵上的运算规则, 那么系统的初态被选择成布

洛赫球形式比较方便, 这样, 系统在经历随机幺正

通道作用之前的态可表示成 

ρ (0)=
1

2

(
1+a3 (a1 − ia2) eiθ

(a1 + ia2) e−iθ 1− a3

)
. (27)

t在方程 (25) 所示的映射作用下, 系统在任意时刻 

的态可被获得如下: 

ρ(t) =
1

2
I +

1

2
e−2[Γ1(t)+Γ2(t)]

(
a3 ω(t)

ω∗(t) −a3

)
,

(28)

ω(t) = e−2Γ3(t)eiθ[e2Γ1(t)a1 − ie2Γ2(t)a2]其中  .

θ利用方程 (7)或方程 (8), 可以给出相位参数 

的量子 Fisher信息的解析表达式如下: 

F (ρ (θ)) = e−4[Γ2(t)+Γ3(t)]a21 + e−4[Γ1(t)+Γ3(t)]a22.
(29)

χ (t) =
dF (ρ (θ))

dt通过一些直接的计算, 不难得到  

的显示表达式为 

χ (t) = − 4e−4[Γ1(t)+Γ2(t)+Γ3(t)]
{
e4Γ1(t)a21 [γ2 (t)

+γ3 (t)] + e4Γ2(t)a21 [γ1 (t) + γ3 (t)]
}
. (30)

因为随机幺正通道涉及到多个通道情况, 其非马尔

科夫过程发生的条件有点复杂, 现在大多数文献研
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χ (t) ⩽ 0 γ2 (t) + γ3 (t)⩾0

γ1 (t) + γ3 (t) ⩾ 0

γ1(t)+

γ2(t) ⩾ 0 γ1(t) + γ3(t) ⩾ 0 γ2(t) + γ3(t) ⩾ 0

γ1(t) ⩾ 0 γ2(t) ⩾ 0 γ3(t) ⩾ 0

pi(t) = αi(1− p0(t)) i = 1, 2, 3 α1 = α2 = α

α3 = 1− 2α α ∈ [0, 1/2]

γ2 (t) + γ3 (t) ⩾ 0 γ1 (t)+

γ3 (t) ⩾ 0

究这个模型的时候都集中在马尔科夫条件上. 因为

一旦马尔科夫条件中某个子条件被违反, 则意味着

系统动力学是非马尔科夫的. 对于相同的随机幺正

通道, Chruscinski和Wudarski[47] 研究显示, 基于

迹距离和映射的可分性的马尔科夫条件是不完全

等价的; Jiang和 Luo[48] 研究显示, 基于量子互熵、

迹距离以及映射的可分性的马尔科夫条件是不完

全等价的; Song等 [26] 研究显示, 基于量子 Fisher

信息矩阵、量子互熵和迹距离的马尔科夫条件是不

完全等价的. He等 [40] 研究显示, 基于量子相对熵

相干性、迹距离、映射的可分性以及量子互熵的马

尔科夫条件也是不完全等价的. 所以, 这里也只研

究该模型中基于量子 Fisher信息的马尔科夫条件.

从方程 (30)容易得到, 基于量子 Fisher信息的马尔

科夫条件  等价于当且仅当 

和  . 明显地, 该马尔科夫条件同基

于迹距离的马尔科夫条件 (如当且仅当    

 ,    ,      )、基

于映射的可分性的马尔科夫条件 (如当且仅当

 ,    ,    )是不完全等价的 .

为了更具体地同其他非马尔科夫度量的马尔科夫

条件进行比较 , 这里主要考虑一类特殊情况 :

 (  ),  且   ,

 (  ). 那么, 基于量子Fisher信

息的马尔科夫条件   以及  

 能简化为 

ν (α) ⩾ 1, α ∈ [0, 1/2] , (31)

ν(α) = 2(1− α)p0(t) + 2α其中, 定义   . 文献 [40]给

出了在这种特殊情况下基于迹距离和映射的可分

性的马尔科夫条件为 

min {µ (α) , ν (α)} ⩾ 1, α ∈ [0, 1/2] , (32)
 

min {µ(α), ν(α)} ⩾ 1, α ∈ [0, 1/3],

min {µ(α), Q(α)} ⩾ 1, α ∈ [1/3, 1/2], (33)

µ(α) = 4αp0(t) + 2(1− 2α) Q(α) =

2p0(t)α (1− α) + 2(1− α)2

α

α

其 中 , 定 义   和  

   . 一般来说, 方程 (31)—

(33)所示的马尔科夫条件是不同的, 但在某些具体

参数  下也有相同的情况. 表 1列出了几种流行的

非马尔科夫度量对不同的   值的马尔科夫条件的

比较情况.

表 1中基于量子互熵和量子 Fisher矩阵的马

尔科夫条件的数据已经在文献 [26]中给出.

α = 1/3

α = 1/4

α = 2/5

α = 2/5

p0 (t) ⩾ 0.167

p1 (t) =

p2 (t) = α (1− p0 (t)) γ1 (t) = γ2 (t)

从表 1不难看出 3个有用的信息: 1)当选择

 时, 表格中的五种非马尔科夫度量对应的

马尔科夫条件都是相同的; 2)当选择    时,

除了量子互信息外的其他四种非马尔科夫度量对

应的马尔科夫条件也都是相同的, 且与其他度量相

比, 基于量子互信息对应的马尔科夫条件是更广一

些; 3)当选择   时, 这五种非马尔科夫度量

对应的马尔科夫条件则是完全不同的, 且与其他度

量相比, 基于量子 Fisher信息对应的马尔科夫条

件更广一些. 特别地, 与量子 Fisher信息矩阵相比,

基于量子 Fisher信息对应的马尔科夫条件也是更

广一些. 另外也注意到, 虽然量子 Fisher信息与量

子相对熵相干性 [49] 是两个完全不同的物理量, 且

表达式也不同 , 但当选择   时 , 基于量子

Fisher信息对应的马尔科夫条件   同

利用量子相对熵相干性给出的条件 [40] 是相同的.

其原因可能是在考虑具体的通道参数 (如  

 )导致   . 因此, 对

于随机幺正通道各种非马尔科夫度量给出的马尔

科夫条件是否等价与通道的参数密切相关.

γ2 (t)+

γ3 (t) ⩾ 0 γ1 (t)+γ3 (t) ⩾ 0

l1

l1

l1 F (ρ(θ)) = C2
l1
(ρ(θ))

Cl1(ρ)=
∑
i ̸=j

|ρij | l1

另外也注意到, 对于相同的随机幺正通道模型

基于量子 Fisher信息的马尔科夫条件, 如  

 和  , 同我们之前的工作 [28]

中利用量子   范数相干性给出的马尔科夫条件是

相同的. 这是否暗示着量子 Fisher信息和量子态的

量子  范数相干性之间存在某种密切的联系? 通过

直接计算不难发现: 不管是随机幺正通道还是零温

度振幅耗散通道和相位衰减通道模型, 相位参数的

量子 Fisher信息都恰好等于系统演化态中的量子

 范数相干性的平方 , 即   , 其

中  是著名的量子  范数相干性 [49].

 

α表 1    几种流行的非马尔科夫度量对不同  值的

马尔科夫条件比较

α

Table 1.    Comparisons of the Markovian conditions

for some popular non-Markovian measures under dif-

ferent   .

α不同的  值 α = 1/4 α = 1/3 α = 2/5 

映射的可分性 p0(t)⩾1/3 p0(t)⩾1/4 p0(t)⩾0.583 

迹距离 p0(t)⩾1/3 p0(t)⩾1/4 p0(t)⩾0.375 

量子互信息 p0(t)⩾0.261 p0(t)⩾1/4 p0(t)⩾0.258 

量子Fisher
信息矩阵 p0(t)⩾1/3 p0(t)⩾1/4 p0(t)⩾0.328 

量子Fisher信息 p0(t)⩾1/3 p0(t)⩾1/4 p0(t)⩾0.167 
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γ1(t) = γ2(t) = 0

γ1 (t) = γ2 (t) = 1/2,

γ3 (t) = −tanh t/2
γ1 (t)+

γ3 (t) = γ2 (t) + γ3 (t) = (1− tanh t)/2 > 0

χ (t)

注意到, 对于单个两能级系统, 在一般的参数化背

景下也存在一个类似的关系 [50]. 然而, 这里需要说

明的是, 这个关系可能只对二能级系统是适用的,

对多维系统是不成立的. 其原因是: 在多维系统的

量子态上作参数化处理时, 可能不是所有的非对角

元都带参数信息, 而二能级系统只有一个非对角元

且参数信息恰好在非对角元上, 从而导致它是一个

特殊情况. 如预期的一样, 当选择 

时, 随机幺正通道的非马尔科夫条件简化成相位衰

减通道对应的条件. 另外, 通过简单的计算不难发

现: 一种特殊的非马尔科夫过程, 即所谓永久的非

马尔科夫过程 (eternal non-Markovian process[35],

其各种通道的衰减系数满足  

 )不能用量子 Fisher信息流来判

定其非马尔科夫过程的发生. 因为考虑到  

   , 这样导

致  总会小于零. 其实, 这是利用一些量子信息

度量在迹保守且完全正定映射下具有非增性的性

质来量化开放系统中的非马尔科夫效应时的局限

之一. 例如著名的迹距离、量子纠缠、量子互熵和

量子 Fisher信息矩阵等都有类似的局限性 [35]. 综

合以上三个典型的非马尔科夫衰减通道的研究结

果看, 同迹距离一样, 基于量子 Fisher信息的非马

尔科夫度量可能也是一种与系统初态无关的度量

方式, 这对文献 [18]中的结果是一个重要的补充.

量子 Fisher信息的这个优点是否适用于其他非马

尔可夫模型, 还待于进一步研究, 但我们认为它至

少对于单个两能级系统经历单个衰减通道作用模

型是成立的. 当然, 基于量子 Fisher信息的非马尔

科夫度量也有其自身的局限性, 如一个系统初始态

如果不带量子 Fisher信息, 那么该系统与环境相

互作用时, 信息依然会在系统与环境之间不断进行

交换, 显然, 量子 Fisher信息就不能用来见证非马

尔科夫过程. 总之, 各种非马尔科夫度量对于单个

耗散通道情况中马尔科夫或非马尔科夫效应的量

化都能给出彼此等价的条件. 然而, 它们在量化多

个通道, 如随机幺正通道时则给出不完全等价的马

尔科夫或非马尔科夫条件, 这也是人们持续关注非

马尔科夫过程度量问题的兴趣所在. 

4   结　论

本文对于单个开放的两能级系统, 已经将基于

量子 Fisher信息的非马尔科夫度量由系统初态为

纯态的情况推广到系统初态为任意态的情况. 具体

地, 通过三种典型的耗散通道模型验证了这一有用

的结果. 在探索开放系统中的非马尔科夫机制时,

寻找一种与系统初态选择无关的非马尔科夫测度

方式不管在理论研究还是实验角度看都是非常有

用的. 一方面是只需要关注系统受到外界环境的影

响而不需要关心系统自身的量子态; 另一方面, 它

也降低了在实验上验证开放系统中非马尔科夫效

应时对于系统初态制备的要求, 简化了实验的操作

性. 总之, 本文的结果完善了用量子 Fisher信息来

检测开放系统中非马尔科夫效应的应用范围, 可能

在开放系统中的非马尔科夫机制研究上有一定的

理论指导意义. 在本文结束之前, 有必要对开放量

子系统中非马尔科夫过程发生的物理机制作一个

简要的说明. 通常地, 开放量子系统中的非马尔科

夫过程基本都是用从系统流向环境的信息在某些

时间段会流回系统来解释 [14], 也就是说信息的存

储要么处于开放系统中, 要么处于环境中. 有趣的

是, 文献 [51]提出了一个不同的观点, 即量子 Fisher

信息并不仅仅是存储在系统和环境里, 它还可以存

在于系统和环境的关联之中. 这个新颖的观点可能

给开放量子系统中的非马尔科夫过程提供一个更

为准确的物理解释, 但目前还没有一个统一的结

论, 这留给我们今后进一步深入研究.
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Abstract

l1

In  recent  years,  quantifying  non-Markovian  effect  in  open  quantum  system  has  become  an  important

subject in the quantum decoherence control field. In this paper, a non-Markovian measure independent of the

initial  state of  open system is  proposed,  thereby extending non-Markovian measure based on quantum Fisher

information from the case where the initial state of the system is a pure state to the case where the initial state

of  the  system  is  an  arbitrary  mixed  state.  As  its  application,  the  non-Markovian  process  is  quantified  by

quantum Fisher information about a two-level system undergoing the three well-known dissipative channels, i.e.

amplitude dissipative channel, phase damping channel, and random unitary channel. The results show that the

conditions of non-Markovian processes in the three dissipative channels are independent of the selection of the

initial  state  of  the  system  by  means  of  the  quantum  Fisher  information  of  a  phase  parameter.  Further,  for

amplitude dissipation channel and phase damping channel,  the conditions for the non-Markovian processes to

occur  are  equivalent  to  those  given  by  trace  distance,  divisibility,  quantum  mutual  information,  quantum

Fisher-information matrix, et al. As expected, for the case of amplitude dissipation channel, the corresponding

results can reduce to the one in other paper (Lu X M, Wang X G, Sun C P 2010 Phys. Rev. A 82 042103) by
selecting  the  initial  state  of  the  system as  an  optimal  pure  state.  However,  for  random unitary  channel,  the

conditions of non-Markovian process are not equivalent to those for other measures. In addition, we also obtain

an interesting relationship between quantum Fisher information and quantum coherence of the open system in

the three  dissipative  channels,  namely the square  of  quantum      coherence for  the evolved state  of  system is

exactly equal to the quantum Fisher information of the phase parameter. In a word, the obtained results not

only improve the application scope of using the quantum Fisher information to detect non-Markovian effects in

open systems, but also further highlight its important role in quantum information processing.
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