
 

无序非厄米 Su-Schrieffer-Heeger 中的趋肤效应
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近年来, 非厄米系统涌现出了大量新颖现象, 比如传统体边对应的失效、非厄米趋肤效应 (non-Hermitian

skin effect)等等. 本文通过逆参与率和平均逆参与率,研究非厄米 Su-Schrieffer-Heeger (SSH)模型的本征态的

局域性以及非厄米趋肤效应, 并且研究了系统的体边对应率. 在此基础上, 进一步研究了同位无序对系统非

厄米趋肤效应的影响. 发现, 由于受到拓扑保护, 无序不会破坏拓扑零能的波函数局域性, 但是会极大地影响

体态的非厄米趋肤效应. 引入无序以后, 系统的体态将会迅速扩展到体内. 非厄米趋肤效应对同位无序表现

了脆弱性. 当无序增强, 非厄米趋肤效应会受到很大的压制. 无序会减小系统的能隙和虚部能量. 我们的研究

加深了人们对非厄米趋肤效应的认识.
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1   引　言

量子力学中, 用厄米哈密顿量来描述封闭量子

系统的幺正演化 [1−6]. 厄米性保证了系统的本征能

量是实数, 系统的各种可观测物理量的期望值也都

是实数. 因为时间演化的幺正性, 系统具有概率守

恒. 然而, 真正的物理系统通常不是一个完全封闭

的系统, 它与外界或多或少地具有一定相互作用,

产生耗散或增益, 导致系统的能量不是恒定的, 因

此概率不守恒.

如今, 非厄米量子理论已经进入了一个快速发

展的时代. 越来越多新奇的物理现象被发现, 非厄

米理论也在不断发展 [7−10]. 例如, 非厄米趋肤效应

(non-Hermitian skin effect, NHSE) [11−24], 广义布

里渊区 (generalized  Brillouin  zone,  GBZ)  [25−30],

非布洛赫体边对应关系 [31], 以及非布洛赫能带理

论 [18−30] 等等. 非厄米物理在经典物理学的各个领

域也引起了相当大的关注, 这是因为量子力学的薛

定谔方程与经典系统的波动方程之间存在形式上

的相似性. 因而在固体物理中发展的能带理论, 可

以在具备周期性结构时直接类比到经典系统.

由于存在非厄米趋肤效应, 系统的本征态不再

是分布在整个体内, 而是局域在系统的边界上, 因

此传统的体边对应关系将会遭到破坏 [32−37]. 此时,

开边界系统的能谱相对周期系统的能谱发生了塌

缩. 这些现象都可以用非布洛赫理论来解释, 当系

统的广义布里渊区与布里渊区 (Brillouin zone, BZ) [38]

不重叠时, 系统将会存在非厄米趋肤效应 [31,39]. 另

外, 人们也可以通过逆参与率 (inverse participation

ratio, IPR)来定量研究系统的非厄米趋肤效应大

小. 非厄米趋肤效应不仅引起了理论物理学家的广

泛关注, 而且已经被冷原子、光学、声学和拓扑电

路等诸多领域的实验证实 [40,41]. 但是目前, 人们对

非厄米系统中无序的影响研究的还很少.

本文在非厄米 SSH模型中引入同位无序 [23,42],

并且研究无序对非厄米拓扑态和拓扑平凡态的影

响. 特别是非厄米趋肤效应的影响. 首先, 构建一
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个存在同位无序的非互易跃迁非厄米 SSH模型;

其次, 通过逆参与率和平均逆参与率 (the avera-

ged inverse participation ratio, MIPR)定量地分

析非厄米趋肤效应, 通过体边对应率研究拓扑边界

态的性质; 最后, 研究无序对此系统拓扑相和非厄

米趋肤效应的影响. 发现同位无序不会破坏受拓扑

保护的拓扑边界态, 但是会破坏非厄米趋肤效应.

引入无序以后, 局域在边界的本征态将会迅速扩展

到体内. 非厄米趋肤效应表现出了脆弱性. 

2   存在同位无序的非厄米 SSH模型

为了探究无序对非厄米系统的趋肤效应的影

响 , 构造存在同位无序的非互易跃迁非厄米模

型 [27], 在布洛赫理论框架下, 系统的哈密顿量可以

写为如下的形式: 

H(k) = dx(k)σx + dy(k)σy,

dx(k) = t1 + dξ + (t2 + t3) cos k + i
γ

2
sin k,

dy(k) = (t2 − t3) sin k + i
γ

2
cos k, (1)

σx,y ξ [−1, 1]

γ

t3 ± γ/2

σ−1
z H(k)σz = −H(k)

(E,−E)

E±(k) = ±
√
d2x + d2y

其中   是泡利矩阵;    是一个在   均匀分布

的随机数; d 代表无序的强度. 参数   表示非厄米

的强度, 由此建立了非互易的跃迁   . 该系

统具有手征对称性 [6]:   . 因此,

模型对应的本征值将会以   的形式成对出

现:   
[31].

d

β = eik k H(k)

H(β)

与布洛赫理论描述的周期边界系统的能谱相

比, 非厄米系统的开边界能谱会发生塌缩 [19,31,43−46].

另外, 系统还存在非厄米趋肤效应, 系统的本征态

将会局域在系统的边界上 [47−59]. 因此, 布洛赫理论

不能准确刻画开边界系统的能谱和波函数等性质.

要精确描述非厄米系统的性质, 必须在借助广义布

里渊区的非布洛赫能带理论框架下. 当  等于 0时,

根据   (  为复数), 将布洛赫哈密顿量  

改写为非布洛赫哈密顿量  : 

H(β) =

(
0 R+(β)

R−(β) 0

)
. (2)

对于具有手征对称性的非厄米系统, 非布洛赫拓扑

不变量为 [60−64]: 

w = − 1

4π
[argR+(β)− argR−(β)]⌋β ,

R±(β) Cβ它是由   沿 GBZ    所积累的相位来决定的,

w

w

当  为 0时, 系统是拓扑平凡的. 开边界系统中不存

在拓扑保护的拓扑零能和对应的拓扑边缘态. 当 

是非零整数时, 系统是拓扑非平凡的. 开边界系统

中存在拓扑保护的拓扑零能和对应的拓扑边缘态. 

3   逆参与率和体边对应率

ψ

IPR =
∑

n
|ψn|4

/(∑
n
|ψn|2

)2
n

IPR ≈

1/L ≈ 0 L

首先, 为了研究非厄米系统本征态的局域情

况, 计算了本征态的逆参与率 (inverse participa-

tion ratio, IPR) [21,65]. 对于一个本征态   , 其逆参

与率为   ,    表示格

点的位置. 当此本征态为拓展态时, 波函数分布在

所有的格点上, 此时每个格点上的波函数模方与系

统的格点数成反比. 因此, 逆参与率与系统的尺寸

成反比 , 当尺寸增大 , 逆参与率趋于零 :   

 (  为晶格尺寸). 而当本征态是局域态时,

由于波函数局域在系统的边界上, 波函数的局域情

况不会随着系统尺寸增大而扩展到更多的格点上.

因此, 局域态的逆参与率会随着尺寸的增大而趋于

非零的有限值. 如果波函数完全局域在一个格点

上, 那么此时波函数的逆参与率为 1.因此, 逆参与

率可以定量的描述波函数的局域性.

图 1(a)—(c)分别给出了系统处于拓扑非平凡

态, 临界和拓扑平凡态的能谱以及每个能量对应波

函数的 IPR.由图 1(a)—(c)可见, 无论系统是否处

于拓扑态还是处于临界, 本征波函数的 IPR都趋

于有限值. 图 1(d)—(f)给出了与图 1(a)—(c)能量

对应的本征态在空间分布. 如图 1(d)—(f)所示, 所

有的本征态和拓扑边界态都局域在系统的边界上.

因此, 系统的所有本征态都是局域态, 系统存在非

厄米的趋肤效应.

通过逆参与率分析了系统的每个本征态的局

域情况. 为了进一步研究系统的非厄米趋肤效应,

计算平均逆参与率 (MIPR) [65], 即把所有能量对应

的逆参与率取平均值: 

MIPR =
1

2L

2L∑
m=1

∑
n
|ψm

n |4(∑
n
|ψm

n |2
)2 . (3)

γ = 0.4

t1 t1

平均逆参与率可以定量地反映系统所有本征

态整体的局域程度. 因此可以反映系统的非厄米趋

肤效应强度. 图 2(a)给出了   时, 平均逆参

与率随  变化的趋势, 我们发现  为零时, 平均逆
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t1

t1

γ = 0

参与率最大; 当  增大, 平均逆参与率减小到一个

有限值.图 2(b)给出了不同  时MIPR随系统尺寸

变化的关系. 为了进行对比, 也给出了非厄米强度

为零 (绿线)的结果.图 2(b)显示平均逆参与率与

系统尺寸的逆成线性关系. 非厄米系统中, 当尺寸

增大时, 系统的平均逆参与率趋于一个有限值. 这

表明系统的趋肤效应不会随着尺寸增大而减弱. 当

非厄米强度为零时 (  ), 平均逆参与率的值会

因尺寸 L 趋向于无穷而趋向于 0.也就是说, 厄米

系统的波函数是扩展态, 系统没有趋肤效应.

2016年, Lee[66] 发现在非厄米问题中加入拓扑

后可能会出现分数化的拓扑数并对应病态边缘态

(defective edge states, DESs). 后来, Yao和Wang[31]

指出非布洛赫拓扑不变量可以描述非厄米拓扑系

统的拓扑性质, 根据非布洛赫体边对应关系, 大家

预言两个边缘态可以分别位于系统两侧或者都位

于系统一侧 (左或右), 但根据数值计算, 会出现某

一侧边缘态消失即左边缘态和右边缘态重合的情

况, 也就是“病态”(defective)现象, 则该边缘态被

RBBC

命名为病态边缘态. DES是一个可以局域在一维

非厄米拓扑系统的左边界或右边界的零模 [67,68].

Wang 等 [67] 给出了预测边缘态是否存在以及边缘

态个数是否变得“病态”的方法. 为了准确地研究病

态边缘态, 可以计算体边对应率 (bulk-boundary

correspondence ratio,   ):
 

RBBC = 1− |⟨ψ+|ψ−⟩|
2

. (4)

|ψ±⟩
|⟨ψ±|ψ±⟩| ≡ 1 |⟨ψ+|ψ−⟩|

RBBC

RBBC RBBC

  是两个边缘态并且满足自归一化条件 :

 . 两个边缘态的相似度由  决

定.    是一个描述边缘状态数异常的量, 如果

 等于 0.5, 此时存在 DES现象, 如果   等

于 1, 则不存在 DES现象.

RBBC

∆

|⟨ψ+|ψ−⟩| = 0 RBBC

如图 3(a)的相图所示, 拓扑零模态的  都

等于 0.5, 这说明此时存在 DES.为了便于比较, 给

这个非厄米系统增加了一个微扰  , 因此本征值的

简并性被破坏, 此时  , 所以  会迅

速增大到 1 (见图 3(b)). 因此, 此时 DES现象在微

扰下变得不稳定, 会迅速消失.
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图 1    (a)—(c)拓扑非平凡态 , 临界和拓扑平凡态的能谱 . 颜色表示能量对应的波函数的 IPR. 参数为 (a)   ; (b)  

 ; (c)   . (d)—(f) 分别对应图 (a)—(c)中所有本征态在空间的分布. 其余的参数为:   , 系统的尺寸 L 为 80

t1 = 0.4 t1 = 1.58 t1 = 2.5

γ = 0.4

Fig. 1. (a) –(c)  The  eigenenergies  of  topological  nontrivial,  critical  and  topological  trivial  phases  with  different  parameters:  (a)

 ; (b)   ; (c)   . The color denotes the IPR of the eigenstates corresponding to the eigenenergies. (d)–(f) The

corresponding eigenstates in real space for Figure (a)–(c), respectively. The remaining parameter is   . The length of the lat-

tice is 80. 
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4   无序对非厄米趋肤效应的影响

t2 = 1.2

t3 = 0.3

为了研究无序对非厄米系统趋肤效应的影响[23,42],

研究系统在开边界条件 , 选取的参数 :    ,

 . 首先, 研究了系统的复数能谱随无序强

度的变化情况 (见图 4(a)和图 4(b)). 如图 4(a)和

图 4(b)所示, 无序强度为零时, 系统存在拓扑零

能. 当引入无序以后, 随着无序的增大, 虽然系统

的能隙将会减小, 但是拓扑零能 (红线)依然稳定.

所以弱无序只是减小了系统的能隙, 并没有破坏拓

扑零能的稳定性. 当无序增强到能隙消失时, 系统

的拓扑零能将会消失. 因此, 强无序会破坏系统的

拓扑, 拓扑非平凡态将会变成拓扑平凡态. 另外,

当无序强度增大时, 系统虚能量的带宽将会减小.

非厄米系统的能谱不仅会塌缩, 而且还存在非

厄米趋肤效应: 开放边界系统的本征态都以指数衰

d = 0 d = 0.5

d = 1

减的形式局域在系统的边界附近 [47]. 为了研究无

序对非厄米趋肤效应以及拓扑边缘态的影响, 在拓

扑非平凡态中引入不同强度的无序 (见图 4(c)—

(e)). 选择的参数分别为: (c)    , (d)    ,

(e)   . 图 4(c)是不存在无序时候, 系统的所有

体态 (黑线)和拓扑边缘态 (红线). 非厄米系统存

在非厄米趋肤效应, 系统的所有本征态 (包括拓扑

边缘态)都局域在系统的边界. 当引入无序以后

(见图 4(d)), 系统的拓扑边缘态依然局域在系统的

边界上, 其局域程度不受无序的影响. 所以结合前

面拓扑零能的结果, 弱无序不会破坏非厄米系统拓

扑零能及其对应的拓扑边缘态的稳定性. 但是发现

非厄米系统体态的局域程度被压制了. 引入无序以

后, 系统的体态向体内扩展, 非厄米趋肤效应迅速

受到的压制. 进一步增强无序的强度 (见图 4(e)),

拓扑边缘态不受影响, 但是体态已经扩展到整个体

内. 此时, 虽然系统的拓扑性质没有被破坏, 但是
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系统的非厄米趋肤效应被无序完全压制了. 非厄米

趋肤效应对同位无序表现出了脆弱性. 因此, 无序

可以破坏非厄米系统的非厄米趋肤效应.

由于无序的存在, 晶格的周期性被破坏, 电子

的波函数不再能扩展到整个晶体中, 而是在空间

中按照指数形式衰减 , 形成安德森局域现象 [69].

图 5(a)给出了不同 d 时MIPR随系统尺寸变化的

关系. 为了进行对比, 也给出了非厄米强度为零

(绿线和红线)的结果. 没有引入无序, 则MIPR会

因尺寸 L 趋向于无穷而趋向于 0(绿线), 但无序的

引入会让MIPR最后趋于有限值 (红线). 因此, 无

序的引入让厄米系统表现出了安德森局域化现象.
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引入无序后的非厄米系统, 当尺寸增大时, 系统的

MIPR也会趋于一个有限值, 这表明系统的安德森

局域化现象不会随着尺寸增大而减弱.

为了直观地展现引入无序后系统中非厄米趋

肤效应和安德森局域现象的竞争, 图 5(b) 给出了

这个系统平均逆参与率随无序强度 d 的变化情况.

如图 5(b)所示, 在无序强度较小时, 系统的非厄米

趋肤效应迅速受到压制, 系统MIPR减小. 进一步

增强无序强度, 系统的非厄米趋肤效应被无序完全

压制了, 但强无序诱导出安德森局域化现象, 所以

系统MIPR重新变大. 

5   结论与讨论

综上所述, 通过逆参与率和平均逆参与率分析

了非厄米系统本征态的局域情况和非厄米趋肤效

应. 发现平均逆参与率与系统尺寸的逆成线性关

系, 并且在热力学极限下趋于有限值. 还通过体边

对应率分析了此系统的边界态性质. 此外, 还研究

了同位无序对非厄米系统的本征态局域性影响. 发

现, 无序会压制系统的能隙和虚部能量. 弱无序

情况下, 虽然拓扑边界态的局域性不会受到无序的

影响. 但是体态的局域性会极大的受到无序的压

制, 并迅速扩展到整个系统. 在强无序情况下, 系

统的能隙将会被关闭, 此时系统的拓扑性质也会被

破坏.
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Abstract

In recent years, a large number of novel phenomena such as the breakdown of conventional bulk-boundary

correspondence  and  non-Hermitian  skin  effect,  have  emerged  in  non-Hermitian  systems.  In  this  work,  we

investigate the localization of the eigenstates and the non-Hermitian skin effect of the disordered non-Hermitian

Su-Schrieffer-Heeger  (SSH)  model  by  inverse  participation  rate  (IPR)  and  average  inverse  participation  rate

(MIPR).  We also  investigate  the  bulk-boundary  correspondence  ratio  of  the  system.  Based  on  the  above,  we

further investigate the effect of disorder on the non-Hermitian skin effect and the topological properties of the

NH system. We find that the disorder does not destroy the localization of the topological edge state due to the

protection from the topology of the system. But the eigenstates of bulk are greatly affected by the disorder. In

the presence of disorder, the eigenstates of the bulk will rapidly extend into the bulk. Thus, the non-Hermitian

skin effect is vulnerable to the disorder. When the disorder is enhanced, the non-Hermitian skin effect will be

greatly  suppressed.  We  also  show  that  the  disorder  will  reduce  the  energy  gap  and  imaginary  energy  of  the

system. Our study contributes to the further understanding of the non-Hermitian skin effect.

Keywords: non-Hermitian skin effect, disorder, inverse participation ratio
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