
 

异质环境下各向异性扩散对图灵斑图的影响*
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扩散在图灵斑图形成和演化过程中起到了至为关键的作用. 本文采用双变量反应扩散模型, 数值研究了

异质环境下各向异性扩散对图灵斑图的影响. 模拟结果表明: 各向异性扩散程度较大时, 系统斑图呈条纹斑

图, 其空间取向由偏离分岔点程度大的扩散系数所决定; 各向异性扩散程度较小时, 斑图与各向同性扩散情

况相同. 当扩散系数在空间中线性增长时, 由于空间异质性的影响, 不同区域可以选择不同的斑图类型, 斑图

之间存在竞争. 当扩散系数受到一维周期性函数调控时, 斑图类型和波长由调控函数的波长以及系统本征波

长所决定. 当调制波长大于本征波长时, 系统可呈现不同类型交替的双尺度混合斑图. 此外, 还发现非对角扩

散系数 D 不仅影响了斑图的选择机制, 还扩展了图灵空间的参数范围.
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1   引　言

自组织斑图是在空间和时间上具有某些规律

性的非均匀宏观结构, 其普遍存在于自然界以及各

种非线性系统 [1−4]. 图灵机制是理解斑图形成的重

要理论框架之一, 该机制不仅对于理解各个领域内

的自组织斑图现象具有重要作用 [5], 还在很多领域

内具有潜在的实际应用价值, 例如新型材料设计 [1]、

粒子运输辅助 [6]、水质净化 [7] 以及蝗虫集体运动预

测 [8] 等.

图灵不稳定性本质上是由于扩散所引起的不

稳定性, 因而扩散过程是影响图灵机制的一个重要

因素 [9]. 自 20世纪 90年代初期欧阳颀等 [10] 首次

在实验上验证图灵斑图以来, 研究者们对于正常扩

散下图灵斑图的形成机理已经有了较为全面的认

识 [9−12], 在正常扩散下, 粒子迁移满足完全随机行

走理论, 扩散过程与方向无关, 呈现各向同性的性

质. 实验和理论研究表明, 现实中许多非线性物理

系统和生物系统的扩散过程大多不满足完全随机

行走理论, 其扩散具有方向性, 如分子在多孔介质 [13]、

胶体 [14] 以及器官组织 [15] 中均表现为各向异性扩

散. 各向异性扩散作为调节斑图形态的内在因素之

一, 具有丰富的研究内涵 [16−18]. Bar等 [19] 发现各

向异性双稳态反应扩散介质中存在一种新的动力

学状态—分层时空混沌. He和 Liu[20] 研究了三

维各向异性双稳态介质中化学波前的动力学, 发现

足够强的各向异性会引起动力学不稳定性并导致

波前破裂. 最近, Cui等 [21] 在粗粒化模型中应用化

学波动力学性质成功地实现了纳米颗粒的分离. 在

存在随机性和各向异性的情况下, 图灵模式形成机

制具有较强的鲁棒性 [22], 并且单一扩散方向满足

图灵不稳定性的发生条件时, 图灵模式仍然存在 [23].

图灵模式中条纹的取向由物质各向异性扩散的程
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度所决定, 且各向异性提高条纹的稳定性 [17,24−26].

Gao等 [18] 发现当各向异性扩散在与局部反应耦合

过程中起主导作用时可以产生一种新的图灵分岔

并导致超晶格斑图的形成.

此外, 现实斑图形成系统一般都具有非均匀

性 (异质性)的特点. 研究表明, 空间异质性是造成

时空斑图多样性的主要原因之一 [27−29]. 非均匀扩

散系数是反应扩散系统空间异质性最为常见的一

种表现形式. 2005年, Page等 [30,31] 发现扩散系数

的非均匀性可以扩展图灵空间的参数范围, 增加斑

图的复杂度以及稳定性. 胡文勇等 [32,33] 分析了在

局域浓度扩散系数调控下图灵斑图的形成机理, 发

现通过改变调控系数可实现六角斑点和条纹之间的

转化, 且点条比率强烈依赖于调控系数. Chen等 [34]

在图灵系统中施加一个圆偏振电场, 也实现了六角

斑点和条纹之间的转化. 最近, Van Gorder[27] 详细

阐述了反应扩散系统中空间异质性对图灵斑图的

作用机理. 在上述研究基础上, 本文采用双变量反

应扩散模型, 系统研究了异质环境下各向异性扩散

对图灵斑图的影响.
 

2   物理模型

将各向异性扩散引入到最为常用的一种反应

扩散模型—Brusselator模型 [35], 在无量纲的情

况下, 该模型具有以下形式: 

∂u

∂t
= a− (b+ 1)u+ u2v +D(x)

u

∂2u

∂x2
+D(y)

u

∂2u

∂y2
,

∂v

∂t
= bu− u2v +D(x)

v

∂2v

∂x2
+D(y)

v

∂2v

∂y2
, (1)

u v a b

D
(x)
i D

(y)
i

i x y i u

v Du ≡ D
(x)
u = D

(y)
u Dv ≡ D

(x)
v = D

(y)
v

(u0, v0) = (a, b/a)

kT =

√
(b− 1)Dv − a2Du

2DuDv

a = 3 b = 9 Dv = 10 Du

Du ⩽ Dc = 4.44

Re(λ)

Re(λ)

Im(λ)

Im(λ) Du = 4

Du

其中,   和  分别为活化子和阻滞子浓度;   和  为

系统局部动力学的控制参数;   和  分别为物

质  沿  方向和  方向的扩散系数,   代表活化子  和

阻滞子   , 当   ,   

时, 系统为各向同性扩散. 由于反应与扩散的耦

合, 在参数空间的不同区域内系统可以经历不同的

分岔 , 从而产生不同的时空斑图 . 均匀定态解

 经历图灵不稳定的条件是阻滞子

的扩散系数大于活化子的扩散系数, 相应的图灵斑

图具有本征波数  . 固定参

数   ,    ,    , 选择   作为控制参

数, 当其小于临界值   时, 满足图灵

分岔条件. 图 1(a)为各向同性扩散中不同扩散系

数下的色散关系曲线, 虚线为特征值的实部  ,

代表了图灵模的线性增长率,    越大, 图灵模

增长越快; 实线为特征值的虚部   , 对应模式

的振荡频率, 由于不同扩散系数下特征值的虚部

 相差非常小, 因此图中仅给出了  时的

情况作为参考. 随着扩散系数  的减小, 系统逐渐
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图 1    各向同性扩散下的色散曲线图及其相应的图灵斑图　(a)色散曲线; (b)点状六边形斑图,   ; (c)条纹斑图,   ;

(d)蜂窝状六边形斑图,  

Du = 2 Du = 3 Du = 4

Fig. 1. Dispersion  curves  under  isotropic  diffusion  and  their  corresponding  Turing  patterns:  (a)  Dispersion  curves;  (b)  hexagonal

spot pattern,   ; (c) stripe pattern,   ; (d) honeycomb hexagonal pattern,   . 
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Re(λ)远离图灵分岔点, 图灵模波数及其对应的  也

都随之增大.

128× 128

所有模拟采用欧拉向前差分的方法进行积分,

模拟区域包含   个空间格点, 扩散项在数

值计算中选择五点差分格式, 在显式格式下方程 (1)

的离散形式为 
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∆t = 0.01

∆x = ∆y = 1.0

取时间步长   个时间单位, 空间步长

 个空间单位. 采用更小的空间步长

和时间步长获得了相同的模拟结果. 采用均匀定态

附近的随机扰动为初始条件, 边界条件选用周期性

边界条件. 

3   模拟结果与讨论

Du = 2

Re(λ)

λ Du

λ = 7.6

Du = 4

π

λ = 10.7

图 1(b)—(d)给出了各向同性扩散下获得的

3种图灵斑图. 偏离分岔点的程度是模式选择过程

中的一个关键因素 [36]. 当   时 , 图灵模的

 足够高, 系统远离主分岔点, 产生一种总相位

为零的六边形斑图—点状六边形斑图 (图 1(b)),

其波长   约为 7.3. 随着参数   的增大, 系统接近

主分岔点, 产生波长   的条纹斑图 (图 1(c)),

而不是点状六边形斑图. 当  时, 在图灵分岔

点附近获得总相位为  的六边形图案 (图 1(d)), 表

示为蜂窝六边形图案, 此斑图波长  .

u v

各向异性扩散对图灵斑图具有影响. 研究发现

活化子  和阻滞子  的各向异性扩散对斑图的影响

Dv = 10

D
(x)
u D

(y)
u

规律一致, 为简便起见, 本文只给出了活化子的情

况, 即只考虑了活化子为各向异性扩散的情况. 保

持阻滞子的扩散系数  不变, 通过改变活化

子在不同方向上的扩散系数   和   的大小来

研究各向异性扩散对图灵斑图的影响. 为了系统研

究各向异性扩散系数对图灵斑图的影响, 分 3种情

况来讨论 :  1)空间均匀分布 ;  2)空间线性增长 ;

3)空间周期性变化.
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图 2给出了均匀环境中两种不同各向异性扩

散情况下获得的条纹斑图, 其中图 2(a)为扩散系

数  满足图灵分岔条件, 而  不满足时的图灵

条纹斑图. 当水平   方向上   满足图灵分岔条

件, 而竖直   方向   不满足图灵分岔条件时, 系

统仅在  方向上激发图灵模, 因而产生竖直取向的

条纹斑图 (图 2(a)), 其本征波长   , 略大于各

向同性扩散情况下的本征波长 (图 1(b)). 图 2(b)

为水平和竖直两个方向均满足图灵分岔时的条纹

斑图, 由于  , 即水平方向上偏离图灵分

岔点较远, 相应的图灵模的增长率较大, 因此图灵

模的波数沿着  方向, 即条纹取向为竖直方向. 值得

说明的是, 此时条纹的本征波长  , 与图 2(a)

相比其波长较短, 这意味着  方向上的扩散系数也

会影响本征波数的大小. 总而言之, 条纹斑图的取

向取决于扩散系数在不同方向上偏离分岔点的程

度, 扩散系数越小偏离程度越高, 则此方向即为条

纹斑图的取向方向.
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图  2    各向异性扩散下的条纹斑图　 (a)竖直取向条纹 ,

 ,   ; (b)竖直取向条纹,   ,  
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Fig. 2. Stripe patterns under anisotropic diffusion: (a) Ver-

tically  oriented  stripes,    ,    ; (b)   vertic-

ally oriented stripes,   ,   .
 

D
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u x

x

在现实世界中, 绝大多数非线性系统都处于非

均匀的环境中, 斑图形成过程受到空间异质性的影

响. 因此异质性对图灵斑图的影响机理一直是人们

研究的热点之一 [27]. 图 3给出了扩散系数  在 

方向单调增加时的混合斑图. 随着   的不断增加,
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 从低于   逐步高于   . 在图 3(a)的中间

区域   , 当   在 1.89—2.02范围时表

现为各向同性情况下的点状六边形, 2.02—2.13范

围内为斑点与条纹的过渡区; 左侧区域  ,

表现为竖直取向条纹; 右侧区域  , 表现

为水平取向条纹. 由于图 3(a)左右两侧  大小不

同, 所以造成了左右两侧条纹的波长不同. 在图 3(b)

中,   在 3.97—4.17范围时表现为各向同性情况

下的蜂窝状六边形, 左侧区域   为竖直

条纹, 右侧区域  为水平条纹. 图 3结果

表明, 由于空间异质性的影响, 不同区域可以选择

不同的斑图类型. 在每个区域内, 斑图由满足图灵

条件的图灵模式之间相互作用而成. 斑图的类型由

各向异性扩散系数的相对大小决定, 在各向异性程

度较小的区域内呈现六边形斑图, 而在各向异性程

度较大的区域内呈现条纹斑图.
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周期性变化的各向异性扩散系数是调控图灵

斑图的一种重要方式. 引入周期性调控函数后活化

子在  方向上扩散系数变为 

 , 其中   为周期性调制函数的振幅, 调控波长

 ,    为整数,    为无周期调控时的扩散

系数. 当  时, 系统斑图的本征波长为 

D
(y)
u = 3 λ0 = 8

D
(x)
u

n = 16

λF = 8

D
(x)
u

n = 8

(  时  ). 图 4给出了周期性调制扩散系

数  在不同调制参数下的图灵斑图. 其中图 4(a)—

(c)研究了调制波长对斑图的影响. 当  时, 此

时调控波长 (  )与系统的本征波长相同, 在

周期函数调控下,   在不同位置的大小不同, 即各

位置的各向异性程度不同, 但由于调控函数周期较

短, 各向异性程度较小的区域太窄, 因此只表现出

浓度相间的条纹斑图, 如图 4(a)所示. 当  时,
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图 3    扩散系数在   方向单调增加时的混合斑图　(a)点

状六边形与条纹混合斑图,   ,   ;

(b)蜂窝状六边形与条纹混合斑图 ,    ,

x

D
(x)
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(y)
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D
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u = 3.5 + 0.01x

D
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Fig. 3. Mixed patterns with a monotonic increase in the   

direction:  (a)  Pattern  of  dot-like  hexagons  mixed  with

stripes,    ,    ;  (b)  honeycomb

hexagonal  and  stripe  mixed  pattern,    ,

 .
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图  4    扩散系数在   方向按   周期性变化时的图灵斑图　 (a)调制条纹斑图 ,    ,    ,

 ,    ; (b)双尺度点线相间斑图 ,    ,    ,    ,    ; (c)点线相间斑图 ,    ,    ,

 ,    ;  (d)水 平 取 向 条 纹 ,    ,    ,    ,    ;  (e)调 制 条 纹 斑 图 ,    ,    ,

 ,   ; (f)调制条纹斑图,   ,   ,   ,  

D
(x)
u = γ cos(2π nx/L) +Du0 x

γ = 1.5 n = 16 Du0 = 2.5 D
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Fig. 4. Turing  patterns  with  periodically  modulated  diffusion  coefficient      in  the      direction:

(a)  Modulated  stripe  pattern,    ,    ,    ,    ;  (b)  two-scale  spots-stripes  pattern,    ,    ,

 ,   ; (c) spots-stripes pattern,   ,   ,   ,   ; (d) horizontally oriented stripes,   ,

 ,   ,   ; (e) modulated stripe pattern,   ,   ,   ,   ; (f) modulated stripe pattern,

 ,   ,   ,   .
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λa = 8.4 λa λb = 16 λb

λb = λF = 2λ0

n = 4 λF = 4λ0

Du0 γ D
(y)
u

Du0 D
(x)
u

y

γ D
(x)
u

D
(y)
u

x

调控函数的波长增大, 各向异性程度不同的区域随

之变宽, 在各向异性程度较小的区域呈现点状斑

图, 而在各向异性程度较大的区域呈现条纹斑图,

因此得到了双尺度点线相间斑图, 如图 4(b)所示,

此时   (  为点状斑图波长),    (  为

条纹斑图波长), 其中   . 图 4(b)与地

松鼠表皮上的点线相间斑图十分相似, 因此空间周

期异质性可能是动物体表点线斑图的形成原因 [31].

当  时, 此时  , 调控函数的周期相较于

图 4(b)进一步增大, 各向异性程度不同的区域进

一步变宽, 在各向异性程度较小的区域呈现出横向

拉长的点状斑图, 而在各向异性程度较大的区域呈

现浓度不同的条纹斑图, 得到了图 4(c)中的点线相

间斑图. 保持图 4(a)中的其他条件不变, 图 4(d)—

(f)分别给出了参数  ,   和  对图灵斑图的影

响. 在图 4(d)中   的增大使得   不满足图灵

条件, 系统仅在   方向上激发图灵模, 此时调制不

起作用, 系统产生了水平取向的条纹斑图. 在图 4(e)

中调制幅度  的增大扩大了  的参数范围, 但是

周期大小并没有改变, 因此表现出另外一种浓度周

期变化的条纹斑图. 在图 4(f)中, 改变  使其不

满足图灵条件, 系统仅在  方向上激发图灵模, 因

而产生竖直取向条纹斑图.

D
(y)
u D

(x)
u

n = 4

D
(y)
u x

n = 8

n = 16

图 5为  不满足图灵条件,   为周期性函

数时的复杂条纹斑图. 当   时, 虽然调控函数

周期较大, 各向异性程度不同的区域较宽, 但由于

 不满足图灵条件, 系统仅在  方向上激发图灵模,

因此产生浓度不同的竖直取向条纹斑图, 如图 5(a)

所示. 当  时, 调控函数周期变小, 各向异性程

度不同的区域变窄, 周期数变多, 因而得到了浓度

相间的周期性条纹斑图, 如图 5(b)所示. 当 

时, 调控函数周期较短, 因此只能得到周期内为单

一浓度的条纹斑图, 如图 5(c)所示.

Du =[
D

(x)
u D

(xy)
u

D
(yx)
u D

(y)
u

]
D

(xy)
u = D

(yx)
u = D

D x y

Du = D
(x)
u = D

(y)
u

在一些特殊的各向异性介质中, 例如特殊形状

的多孔介质 [13]、大脑皮层 [15]、磁场中的等离子体 [37]、

生物种群 [38] 等, 物质的扩散系数为张量, 在二维情

况下其形式可以表示为矩阵形式. 同样为简便起见

这里只考虑活化子的各向异性扩散情况, 即 

 . 一般来说, 扩散矩阵中的非对角

元素都是相等的, 令  . 为便于研

究非对角元素   对图灵斑图的影响, 在   方向和  

方向上取各向同性扩散系数  , 即

研究各向同性扩散下的情况. 图 6(a)和图 6(b)是
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图 5    扩散系数在  方向按  周期性变化时的复杂条纹斑图 (  ,   ,   )　(a) 

 ; (b)  ; (c) 

D
(x)
u = γ cos(2π nx/L) +Du0 x

γ = 1.5 Du0 = 2.5 D
(y)
u = 5 n = 4 n = 8 n = 16

Fig. 5. Complex stripe patterns with periodically modulated diffusion coefficient    in the    direction,

where   ,   ,   : (a)   ; (b)   ; (c)   .
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图 6    非对角扩散系数   对斑图的影响　(a)斜条纹,   ,   ; (b)斜条纹,   ,   ; (c)扩散系数   与临界扩

散系数   的关系曲线图; (d)扩散系数   与波长   的关系曲线图

D Du = 2 D = 1

Du = 5 D = 1 Du Dc

D λ

Fig. 6. Effect  of  off-diagonal  diffusion  coefficient      on  the  pattern:  (a)  Oblique  stripes,    ,    ;  (b)  oblique  stripes,

 ,   ; (c) the relationship between the diffusion coefficient    and the critical diffusion coefficient   ; (d) the relation-

ship between the diffusion coefficient    and the wavelength   . 
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D Du

D = 1

D

Du = 5

D = 1

D Dc

Dc

Du Du Dc

D

Dc Du

相同  值、不同  值得到的斜条纹斑图. 与无非对

角元素情况相比, 当非对角扩散系数   时, 系

统选择了斜条纹斑图 (图 6(a))而非点状六边形斑

图 (图 1(b)), 这意味着非对角扩散系数   影响了

斑图的选择机理. 在各向同性扩散中, 当  

时, 此时不满足图灵分岔条件, 系统为均匀态, 但

令   后, 系统由均匀态转变为斜条纹斑图, 如

图 6(b)所示, 表明各向异性扩散扩展了图灵空间

的参数范围. 在各向同性扩散基础上, 当非对角扩

散系数   超过一个临界值   时, 系统会经历图灵

分岔点. 图 6(c)给出了临界扩散系数  与各向同

性扩散系数  的变化. 随着  的增大,   随之线

性增大. 值得说明的是, 非对角扩散引发的图灵斑

图总是选择斜条纹斑图, 其本征波长随着非对角扩

散系数   的增大而不断减小, 但是临界扩散系数

 所对应的本征波长与  无关, 如图 6(d)所示. 

4   结　论

D
(x)
u D

(y)
u

D

Du

Dc

D

本文通过改变活化子在不同方向上的扩散系

数   和   研究了各向异性扩散对图灵斑图的

影响. 模拟结果表明, 当单方向上的扩散系数满足

图灵条件即可产生图灵条纹斑图, 其空间取向取决

于扩散系数在不同方向上偏离分岔点的程度, 扩散

系数越小偏离程度越高, 则此方向即为条纹斑图的

取向方向. 当扩散系数线性增长时, 由于空间异质

性的影响, 不同区域可以选择不同的斑图类型. 在

每个区域内, 斑图由满足图灵条件的图灵模式之间

相互作用而成. 当扩散系数周期性变化时, 可形成

周期性复杂斑图. 若调控函数的周期较小, 各向异

性程度较小的区域太窄, 则仅呈现出条纹斑图而不

会呈现各向同性扩散时的斑图类型. 非对角扩散系

数   不仅可以影响斑图的选择机理而且扩展了图

灵空间的参数范围. 随着扩散系数  的增大, 临界

扩散系数   线性增大. 斜条纹斑图的本征波长均

随着非对角扩散系数  的增大而不断减小.
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Abstract

Dc Du

Dc

Du

Diffusion  plays  a  crucial  role  in  the  forming  and  evolving  of  Turing  patterns.  Generally,  the  diffusion

processes  in  complex  systems  do  not  comply  to  the  complete  random  walk  theory,  which  means  that  the

diffusion  is  abnormal  rather  than  normal,  such  as  super-diffusion,  sub-diffusion  and  anisotropic  diffusion.

However, most of previous studies focused on the pattern formation mechanism under the normal diffusion. In

this  paper,  a  two-component  reaction-diffusion model  with  anisotropic  diffusion is  used to  study the  effect  of

anisotropic  diffusion  on  Turing  patterns  in  heterogeneous  environments.  Three  different  types  of  anisotropic

diffusions are utilized. It is shown that the system gives rise to stripe patterns when the degree of anisotropic

diffusion  is  high.  The  directions  of  stripes  are  determined  by  the  degree  of  the  diffusion  coefficient  deviating

from  the  bifurcation  point.  In  a  low  degree  of  anisotropic  diffusion,  the  pattern  type  is  the  same  as  the

counterpart in a low degree of the isotropic diffusion. When the diffusion coefficient grows linearly in the space,

different  types  of  patterns  compete  with  each  other  and  survive  in  different  regions  under  the  influence  of

spatial heterogeneity. When the diffusion coefficient is modulated by a one-dimensional periodic function, both

type and wavelength of the pattern are determined by the modulated wavelength and the intrinsic wavelength.

The system can exhibit alternating two-scale mixed patterns of different types when the modulated wavelength

is larger than the intrinsic wavelength. Note that each of the diffusion coefficients of some special anisotropic

media is a tensor, which can be expressed as a matrix in two-dimensional cases. We also study the influence of

off-diagonal  diffusion  coefficient D  on  Turing  pattern.  It  is  found  that  the  Turing  pattern  induced  by  off-

diagonal  diffusion coefficient always selects  the oblique stripe pattern.  The off-diagonal  diffusion coefficient D

not only affects the pattern selection mechanism, but also expands the parameter range of Turing space. The

critical  diffusion  coefficient      increases  linearly  with  the  diagonal  diffusion  coefficient      increasing.  The

intrinsic wavelength of the oblique stripe pattern decreases as the off-diagonal diffusion coefficient D increases.

It  is  interesting  to  note  that  the  critical  wavelength  corresponding  to  the  critical  diffusion  coefficient      is

independent  of  the  diagonal  diffusion  coefficient    .  These  results  not  only  provide  a  new  insight  into  the

formation mechanism of Turing patterns, but also increase the range and complexity of possible patterns.
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