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水声建模一般采用外嵌描述, 即以欧氏空间固定坐标系等要素刻画水声信道. 黎曼几何是弯曲空间上的

内蕴几何学, 更能反映流形的本质性质. 水声学高斯波束模型借鉴自地震学, 可有效避免传统射线追踪的弊

端, 在以 Bellhop为代表的水声模型中得到广泛应用, 是水声射线建模与应用的主流方法之一. 传统水声射线

建模的欧氏空间底流形假设, 难以有效刻画高斯波束的弯曲特性. 本文通过建立水声射线传播的黎曼几何基

本理论, 得到程函方程、动态射线方程及高斯波束模型的黎曼几何内蕴形式, 分析了水声射线几何拓扑性质,

指出水声射线模型中的焦散点等价于黎曼几何中的共轭点, 高斯波束几何扩展是测地线沿雅可比场的偏离,

波束声线会聚体现为声场正截面曲率作用下偏离的测地线在共轭点的交汇. 为验证理论正确性与适用性, 本

文以水平分层距离相关环境为例, 给出特定环境和坐标系下应用前序理论建模的具体方法. 3个典型水声传

播算例的仿真对比分析, 表明水声传播黎曼几何理论模型是准确有效的, 相比 Bellhop模型所采用的计算方

法, 具有更为清晰的数学物理含义. 本文基础理论可方便推广至曲面、三维各向异性等情形,为后续在三维弯

曲球体流形、四维时变伪黎曼流形等声传播环境下的黎曼几何射线建模研究奠定了理论基础.
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 1   引　言

高斯波束一般被认为是波动方程的高频近似

解, 波束振幅在以射线轴为中心的横截面上服从高

斯分布, 被广泛应用于光学、地震学和声学等领域 [1].

水声学对高斯波束的机理研究较少, 可分为欧氏空

间近似计算和非欧几何建模尝试.

 1.1    高斯波束的欧氏几何近似计算

高斯波束的数学描述可通过波动方程的抛物

近似推导得到. Babich和 Lazutkin [2] 最早利用抛

物方程研究波动问题, 给出了集中在射线附近、具有

高斯波束形式的波动方程高频近似解. Červený等 [3]

将该结果推广至弹性动力学方程, 提出了地震波波

场的高斯波束近似计算方法. Porter等 [4] 将上述

地震波研究结果应用于声学中, 首次给出了柱坐标

下水声传播的高斯波束基本公式:
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其中 s 为沿射线方向的弧长, n 是距离中心声线的

垂直距离, A 为复常数, t(s)为沿声线的相位延迟,

c,    和   分别代表声速、距离和深度, 束宽   和曲
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K率  表示为 

W (s) =

√
−2

ωIm(p(s)/q(s))
,

K(s) = −c(s)Re(p(s)/q(s)).

p q  和  满足动态射线方程: 

dq/ds = cp, dp/ds = −
(
cnn/c

2
)
q, (2)

cnn其中  是声速的二阶法向导数: 
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.

q(0) = iωW 2(0)/2, p(0) = 1

q(s) ̸= 0,

Im(p(s)/q(s)) ̸= 0, ∀s

(2)式的初值条件为   ,

(1)式累加求得复合声压. 在一定的假设下,  

 , 高斯波束振幅在中心射线横

截面上服从高斯分布, 且 (1)式在焦散线上仍然有

效. 由于高斯波束模型避免了经典射线在焦散区失

效、本征声线计算不稳定性等问题, 故基于高斯波

束模型的 Bellhop软件在水声学中得到广泛应用.

高斯波束也可用傍轴射线近似法推导. 傍轴射

线近似法利用动态射线方程计算傍轴射线的振幅

和相位, 得到傍轴声压. Červený等 [5,6] 针对地震波,

通过引入动态射线方程的复数解给出了傍轴射线

近似法推导高斯波束的过程, 因此该方法也被称为

复动态射线追踪, 所得结果与基于抛物波动方程的

推导结果一致. Kravtsov和 Berczynski [1] 详细比较

了抛物波动方程方法、复动态射线追踪所导出高斯

波束的异同, 并指出Babich和 Lazutkin [2] 的方法证

实了复动态射线追踪及几何光学描述的衍射现象.

δq s

T θ0

δp = ∂T/∂δq δq

Smith[7] 将Červený关于傍轴射线近似法和动

态射线追踪的结果应用于水平分层距离无关的水

声传播环境, 分析了从傍轴射线至高斯波束的基本

流程. 设   是二维平面内弧长   处沿着中心声线

x法方向的无穷小距离 (图 1),    是走时,    是初

始掠射角,   是  的共轭动量.

基于 Hamilton原理和 Hamilton-Jacobi方程

可知, Hamilton主函数: 
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cn式中,   是声速的一阶法向导数, 相应的 Hamilton

正则方程为 
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ds
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对 (3)式和 (4)式更详细的叙述见文献 [7]. 记  是

二维   平面内声线   的初始掠射角, 几何

扩展  及其共轭动量  被定义为 [5,7,8]
 

q = lim
δθ0→0

δq/δθ0, p = lim
δθ0→0

δp/δθ0, (5)

q p由 (4)式容易得到几何扩展  及其共轭动量  满足

动态射线方程 (2)式.

δq δte =
1

2

p

q
δq2,
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对传播时间差二阶泰勒展开, 可得到沿着中心

声线 x法方向距离  处的传播时间差   

傍轴声线的相位差为   . 经典的傍轴射线近似

法将傍轴射线的振幅简化为中心射线的振幅. 可以

看出, 将动态射线方程 (2)推广到复数解后, 基于

抛物波动方程法和傍轴射线近似法均可以得到高

斯波束 (1)式.

 1.2    高斯波束的非欧几何建模研究较少

上述高斯波束研究均是基于欧氏几何描述. 据

爱因斯坦广义相对论理论, 所有的物理现象都是物

理客体在某种弯曲时空背景下的演化 [9]. 介质的非

均匀性决定了水声传播信道是弯曲的黎曼流形. 研

究非欧几何下的水声传播对于探索新型的水声建

模方法、提高实际环境下计算准确性等具有重要

意义.

当前黎曼几何建模研究多针对光传输或地

震波传播开展 .  Gordon[10] 指出发生在引力场和

非均匀运动介质中的光学现象可以通过“光学度

规”统一描述. 郭弘等 [11,12] 从费马原理出发, 建立

了描写光束传播的几何量, 将几何光学和波动光学

合二为一地纳入三维黎曼流形之中. 杨孔庆等 [13]
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图  1    傍轴射线示意图 ,    是射线的切向量 , N是

射线的法向量

T =
dx
ds

Fig. 1. Paraxial ray tube,    is the tangent vector, N

is the normal vector. 
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以走时函数为基础, 给出了地震波传播的黎曼几何

描述.

在水声领域 , 一些学者基于 Lorentz流形和

Finsler流形研究了超高速运动流体介质中的水声

射线传播. 基于声射线与 Lorentz流形 (伪黎曼流

形)测地线间的等价性, White[14] 在 1972年提出了

一种四维时空射线追踪的新方法, 描述了运动流体

介质中的声射线. 1986年, Meyer和 Schroeter[15]

用 Finsler空间的测地线识别运动流体介质中的射

线路径, 得出与文献 [14]相似的结果. 在文献 [14]

的基础上, Bergman[16−19] 认识到广义相对论中的

测地线偏离方程 (deviation equation)就是黎曼几

何中的雅可比方程 (Jacobi equation), 首次将广义

相对论中运用的黎曼几何理论迁移到水声学, 研究

了雅可比方程及共轭点理论在亚音速流体介质射

线追踪中的应用, 通过识别共轭点定位焦散点 [20],

分析了射线的稳定性.

上述文献基于 Lorentz流形和 Finsler流形给

出了运动流体介质中射线和焦散点的追踪程序, 但

未研究黎曼几何在高斯波束法求解声场中的建模

与应用. Smith[7] 以传播时间为度规函数, 证明了

二维水平分层距离无关介质中动态射线方程的内

蕴形式与测地线雅可比方程的等价性, 给出了高斯

波束模型的黎曼几何形式. 应当指出, 文献 [7]仅

研究了经典水声传播中相对简单的研究场景—

水平分层距离无关环境, 且在柱坐标系框架下建

模, 因而仅得到与现有声学文献等价的结论, 其阐

述偏重数学, 未详细分析其几何与物理意义.

 1.3    文章内容结构

本文利用测地线、雅可比场和共轭点等概念,

建立径向对称情形下水声射线高斯波束黎曼几何

模型的一般形式, 揭示了水声场射线的拓扑性质,

得到了一些新的水声学几何结论. 首先给出了水声

射线程函方程在黎曼流形上的广义形式-测地线方

程, 然后基于雅可比场理论建立径向对称情形下的

高斯波束黎曼几何模型, 分析了水声场射线的拓扑

性质, 再以水平分层距离相关情形为例, 利用本文

理论推导了该情形下高斯波束模型的黎曼几何形

式, 并通过 3个典型例子验证了理论结果的正确

性. 本文结果包含了文献 [7]中考虑的水平分层距

离无关情形, 且所得结果是内蕴的, 与坐标系选取

无关, 为在实际弯曲流形下开展水声建模与计算提

供了理论基础.

 2   水声测地线程函方程

介质的天然非均匀性决定了水声传播信道是

一个弯曲的黎曼流形. 最小作用量原理表明, 水声

射线总是沿着传播时间最短的方向传播. 测地线是

欧氏空间的直线在黎曼流形上的推广. 当以传播时

间作为流形的度规结构时, 黎曼流形上的测地线方

程是欧氏空间水声射线程函方程的广义形式. 本节

建立黎曼流形上的水声测地线程函方程, 该方程对

于欧氏空间仍适用.

 2.1    传播时间的黎曼度规

(M, g)(
U ;xi

)
M

g

黎曼度规是微分流形上对称、正定且光滑的二

阶协变张量场 [21], 刻画了流形上向量的长度、夹角

和曲线的弧长等, 是计算流形上曲率、测地线等几

何量的基础. 水声射线在水声信道空间中传播, 可

以用黎曼几何方法进行描述, 定义黎曼流形 

表示水声传播信道,    是流形   的局部坐标

系. 采用爱因斯坦求和法则, 黎曼度规  表示为 [21]
 

g|U =
∑

i,j
gij  dxidxj = gijdxidxj , (6)
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U γ : [a, b] → M

其 中  

是  在基底  下的分量, 满足  ,  

是   上的光滑函数. 流形上曲线   的

线长为 

L(γ) =

∫ b

a

√
gij(γ(σ))

dxi

dσ
dxj

dσ
dσ. (7)

ds R3 ds2 =

g̃ijdxidxj g̃ij g̃ij

c ∈ C(M)

t

设   是三维欧氏空间   的线元 [9],   

 ,    表示欧氏度规, 直角坐标系下   是

三阶单位矩阵. 假设  是声速剖面, 由于传

播时间  满足: 

dt2 =
1

c2
ds2 =

1

c2
g̃ijdxidxj .

dt gij =
1

c2
g̃ij gij g̃ij

M

g̃ij t gij (M, g)

x(σ) = (x1(σ), x2(σ), x3(σ))T , σ ∈ [a, b] (M, g)

σ

x(σ)

因此,   为线元时黎曼度规  .   与  互

称为共形度规. 当黎曼流形   的度规由欧氏度规

 改变为传播时间  的度规  后, 黎曼流形 

上曲线的长度表示传播时间, 而非欧氏距离. 设

 是  上

的曲线,   为线参数, 黑体表示向量, 由 (7)式可知

沿着曲线  的走时: 

T (x) =

∫ b

a

√
gij(x(σ))

dxi

dσ
dxj

dσ
dσ. (8)
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仅由黎曼度规决定的性质称为流形的内蕴性

质, (8)式与流形嵌入欧氏空间的方式、坐标系的

选择及曲线参数变换均无关. 在实际问题中, 可以选

用适宜的坐标系对具体的海洋环境进行建模分析.

 2.2    测地线程函方程

(M, g)

T (x) x(σ)

T (x)

黎曼流形   的测地线方程即流形上的水

声射线程函方程. 走时  为曲线  的泛函, 走

时  最短的极值条件要求——Lagrangian函数:
 

L(x, ẋ) =
√
gij(x(σ))

dxi

dxj
,

满足 Euler-Lagrangian方程:
 

d
dt

(
∂L
∂ẋi

)
− ∂L

∂xi
= 0. (9)

t由此可得, 自然参数  下测地线方程为 [22]
 

d2xk

 dt2
+

dxi

dt
dxj

dt
Γ k
ij = 0, 1 ⩽ k ⩽ m, (10)

Γ k
ij其中,   是 Christoffel联络系数, 计算公式为

 

Γ k
ij=

1

2

∑
l

gkl
[(

∂gil
∂xj

)
+

(
∂gjl
∂xi

)
−
(
∂gij
∂xl

)]
. (11)

测地线方程 (10)是欧氏空间中水声射线程函方程

在黎曼流形的推广, 该方程对于欧氏空间仍然适用.

 3   高斯波束的黎曼几何模型

高斯波束法 [3−5] 是当前的声场计算模型之一,

经典的高斯波束模型基于欧氏几何建立. 黎曼几何

中的雅可比场是沿测地线的变分向量场, 刻画了周

围测地线与中心测地线的分离速率, 是声线几何扩

展的自然描述, 雅可比场由雅可比方程描述. 本文

基于雅可比场理论计算傍轴声线的振幅和相位, 给

出径向对称情形下动态射线方程和高斯波束模型

的黎曼几何一般描述.

 3.1    测地线的雅可比方程

x(t), t ∈ [0, a]

(M, g) H : [0, a]× (−ε, ε)

→ M x(t), t ∈ [0, a] u ∈

(−ε, ε) H(t, :) : [0, a] → M H(t, u0) =

x(t) x(t) Y (t)

首先给出雅可比场的数学定义及其分量函数

满足的雅可比方程. 设光滑曲线   是

黎曼流形  上的一条测地线,  

 是  的测地变分, 即对所有的 

 ,   是测地线. 若 

 , 则沿测地线  的雅可比场  为 [21]
 

Y (t) =
∂H(t, u)

∂u

∣∣∣∣
u0

. (12)

ẋ(t) =
dx
dt

Y (t)记  为求导运算, 雅可比场  满足雅可

比方程 [21]: 

Ÿ (t) = R
( .
x(t),Y (t)

) .
x(t),

R
( .
x(t),Y (t)

)
(M, g)

.
x(t) Y (t)

.
x(t)

{ei(t), i = 1, 2, · · · ,m} em(t) =

ẋ(t) Y (t) Y (t) =∑m

i=1
Yi(t)ei(t), Yi(t) Y (t)

其中   是黎曼流形   关于切向

量场   和   的曲率算子. 取沿   平行的单

位正交标架场  , 使得 

 , 沿 x定义的雅可比场比场   满足  

     是雅可比场   的分量函

数. 有: 

Ẏ (t) =
∑
i

Ẏi(t)ei(t), Ÿ (t) =
∑
i

Ÿi(t)ei(t).

又因 

R(
.
x(t),Y (t))

.
x(t)

=
∑
j

⟨
R(

.
x(t),Y (t))

.
x(t), ej(t)

⟩
ej(t)

=
∑
ij

Yi(t)
⟨
R
( .
x(t), ei(t)

) .
x(t), ej(t)

⟩
ej(t).

故有: 

Ÿ (t)−R
( .
x(t),Y (t)

) .
x(t)

=
∑
i

Ÿi(t)−
∑
j

Yj(t)⟨R(
.
x(t), ei(t))

.
x(t), ej(t)⟩


× ei(t).

Y (t)由此可得雅可比场  分量函数满足的方程: 

Ÿi(t) =
∑
j

Yj(t)
⟨
R
( .
x(t), ei(t)

) .
x(t), ej(t)

⟩
=
∑
j

Yj(t)R (em(t), ei(t), em(t), ej(t)) ,

i, j = 1, 2, · · · ,m. (13)

 3.2    几何扩展的雅可比场描述

δq̃ = δq/c δq M

g

δq̃ δp̃ = ∂T/∂δq̃

δq̃

为了刻画几何扩展的内蕴性质, 可自然定义

 为距离   对应的传播时间, 其由流形  

的度规  决定, 不随流形的嵌入方式和坐标系的变

化而改变, 因而  是内蕴变量. 记   为

 的共轭动量. 可定义内蕴几何扩展: 

q̃(t) =
q(t)

c
= lim

δθ0→0

δq̃(t)

δθ0
,

p̃(t) = cp(t) = lim
δθ0→0

δp̃(t)

δθ0
. (14)
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x(t, θ)

t θ

f(t, θ) = x(t, θ)

设   是二维平面内从声源处发出的以

时间   为参数的声线 (测地线 ),    为掠射角 , 映

射   . 根据雅可比场的定义 (12)式

可知: 

Y (t) =
∂f(t, θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

=
∂x(t, θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ0

, (15)

f x(t, θ0) x(t) = x(t, θ0)是变分  沿声线  的雅可比场. 记  ,

取单位正交标架场: 

e1(t) = N
ds
dt

, e2(t) =
.
x(t) = T

ds
dt

, (16)

x(t) Y (t)=

m∑
i=1

Yi(t)ei(t),

m = 2. Y1(t) Y2(t) Y (t)

x(t)

于是沿  定义的雅可比场Y满足 

 和   分别是雅可比场   沿测地线

 的法向和切向的两个分量函数. 由 (13)式可知其

满足: 

Ÿi(t) =
∑

j
Yj(t)

⟨
R
( .
x(t), ei(t)

) .
x(t), ej(t)

⟩
=
∑

j
Yj(t)R (e2(t), ei(t), e2(t), ej(t)) ,

i, j = 1, 2. (17)

[u ∧ v] K(u,v)二维截面  的截面曲率  定义为 [21,23]
 

K(u,v) = − R(u,v,u,v)

⟨u,u⟩⟨v,v⟩ − ⟨u,v⟩2
, (18)

⟨e1, e1⟩ = ⟨e2, e2⟩ = 1, ⟨e1, e2⟩2 = 0又因  , 故有: 

K(e1, e2) = −R(e1, e2, e1, e2) = −R(e2, e1, e2, e1).

结合 (17)式, 有: 

Ÿ1(t) =Y1(t)R (e2(t), e1(t), e2(t), e1(t))

=− Y1(t)K(e1, e2),

Ÿ2(t) =0 . (19)

Y (0) = Y1(0)e1(0)

⟨Y (0), ẋ(0)⟩ = 0 Y

x Y2(t) ≡ 0, ∀t
Y (t) = Y1(t)e1(t)

Y (t)

取雅可比场的初值为   , 则

 , 由 Gauss引理可知, 雅可比场  

与中心声线  的切向量处处正交, 即  .

于是雅可比场   . 由内蕴几何扩展

的定义 (14)式、雅可比场的定义 (15)式、(16)式

及几何含义, 可以推导出, 雅可比场  在法方向

的分量: 

Y1(t) = q̃(t) =
q(t)

c
. (20)

因此, 测地线的雅可比场是射线几何扩展的自

然描述, 雅可比方程: 

Ÿ1(t) + Y1(t)K(e1, e2) = 0, Y1(0) = 0, Ẏ1(0) = 1,
(21)

q̃(t)给出了射线内蕴几何扩展  的求解方法.

Y (0) = 0

Y (t) t

|Y (t)| t

x(t)

Y (t) Y (0) = Y (tk) = 0 x(tk)

x(0) x(t)

x(t) x(tk)

q̃(t) = Y1(t)

对于一族具有公共端点的测地线, 此时  ,

雅可比场   关于参数   的变化刻画了这族测地

线的“发散性”或“收敛性”, 若雅可比场的模长

 沿着测地线是关于参数  的增函数, 则该测地

线附近的测地线是发散的; 若存在沿测地线  的

雅可比场   , 满足   , 则称  

是  沿测地线  的的共轭点 [21,23], 此时测地线

 周围的测地线在共轭点  附近收敛. 水声学

中的焦散点指射线束外嵌几何扩展为 0的点 [8]. 由

于内蕴几何扩展  , 故水声学中的焦散点

等价于黎曼几何中的共轭点.

 3.3    水声射线几何拓扑性质的雅可比场理
论分析

截面曲率是 Gauss曲率在高维流形的推广 ,

一定程度上反映了流形的拓扑结构. 截面曲率对大

范围测地线性质的影响一直是黎曼几何的重要研

究课题, 取得了丰富的研究成果 [21,23]. 在 3.2节中,

已经给出了截面曲率的定义, 并看到了其在雅可比

方程中的作用. 本节利用一些几何结论揭示水声场

射线的拓扑性质, 分析截面曲率对于声线“收敛性”

和“发散性”的影响.

K

(M, g) 1/
√
K

K

(M, g) K

(M, g)

根据 Cartan等距定理 [24], 当截面曲率  为正

常数时, 黎曼流形  等距同胚于半径为 

的标准球面 ; 当截面曲率   为 0时 , 黎曼流形

 等距同胚于欧氏空间; 当截面曲率  为负常

数时, 黎曼流形  等距同胚于双曲空间.

x(t)

K K

(M, g)

由雅可比方程 (19)可以看出, 声线   的雅

可比场由截面曲率  决定. 当  为常数时, 黎曼流形

 为常曲率空间, 此时初值问题 (21)有解析解: 

Y1(t) =


1√
K

sin(
√
Kt),  K > 0,

t,  K = 0,
1√
−K

sinh(
√
−Kt),  K < 0.

(22)

K

Y1(t)

当截面曲率  为常数时, 分析雅可比场的分量

 的解析解 (22)可知:

K > 0 tk = kπ /
√
K

Y1(tk) = 0, k = 1, 2, · · · ,∞ x(t)

x(t) x(tk) K

1) 如果常截面曲率   , 若   ,

则   . 声线   周期性地

产生焦散点,   周围的声线在  附近收敛,  

的值越大, 产生焦散点的频率越高.

K ⩽ 0 x(t)

K = 0 Y1(t)

2) 如果常截面曲率  , 那么声线  周围

的声线是发散的 , 其中   时   线性增长 ,
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K < 0  时近似为指数发散, 此时不会产生焦散点.

K当截面曲率  不固定为常数时, 通过黎曼几何

中的共轭点定理 [25], 能够刻画一般情形下截面曲

率对共轭点的影响.

K1, K2 > 0

(M, g) K2 ⩽ K(p) ⩽ K1, ∀p ∈ M

(M, g)

π /
√
K1 ⩽ d ⩽ π /

√
K2 K(p) ⩽ 0,

∀p ∈ M (M, g)

共轭点定理 [25]　如果存在  , 使得黎

曼流形  的截面曲率  ,

则从黎曼流形   上任意一点出发的完备测地

线均会产生共轭点 , 且相邻共轭点之间的距离

 ; 如果截面曲率  

 , 那么黎曼流形   的所有测地线均不

会产生共轭点.

(M, g)

Kinf > 0

π /
√
Kinf

< t < π /
√
Ksup (M, g)

K(p) ⩽ 0, ∀p ∈ M

根据共轭点定理, 如果黎曼流形  上截面

曲率有正的下界  , 那么所有完备的声线均

会产生焦散点, 且相邻焦散点的时间间隔 

 . 如果黎曼流形   的截面曲率

 , 那么所有的声线都不会产生焦

散点. 这说明产生焦散现象的必要条件是存在正截

面曲率.

可以看出, 利用雅可比场描述水声射线高斯波

束的几何扩展能够揭示水声射线的几何拓扑性质,

本文分析并给出了焦散问题的数学解释.

 3.4    高斯波束的振幅与相位

q̃(t) q̃(t) = Y1(t)

Y1(t)

前文已经指出测地线的雅可比场刻画了声线

的内蕴几何扩展  (  ), 雅可比方程 (21)

给出了雅可比场   的求解方法. 本节利用雅可

比场和雅可比方程给出高斯波束的振幅和相位的

内蕴表达.

经典射线法利用射线级数得到亥姆霍兹方程

的近似解, 即射线的声压场: 

p(s) = A0(s)eiwt, (23)

i =
√
−1 ω

A0

S

式中,   ,   是声源处的角频率, 射线的振幅

 由沿着射线的几何扩展和初始振幅分布决定.

声线的几何扩展决定了声线束的横截面积  , 对于

径向对称情形, 横截面的微元可以结合经典理论 [8]

与式 (20), 从而得到: 

dS = 2π r · qdθ0 = 2π r · cY1dθ0.

θ0设 W 为单位立体角内的辐射声功率,   为初始掠

射角, 射线管内的能量是守恒的, 因此单根声线声

强的基本公式为 

I(s) =
W · cos θ0

r|q|
=

W · cos θ0
rc|Y1|

.

若不计入常数因子, 声压幅值:
 

A0(s) = |I(s)|1/2

=

∣∣∣∣W · cos θ0
rq

∣∣∣∣1/2 =

∣∣∣∣W · cos θ0
crY1

∣∣∣∣1/2. (24)

由 (23)式可得:
 

p(s) =

∣∣∣∣W · cos θ0
crY1

∣∣∣∣1/2eiwt.

上式给出了单根声线路径的声压. 与经典高斯波束

法等价. 需要指出, 本文将射线束的振幅简化为中

心声线的振幅 (24), 未更深入地考虑傍轴振幅 [26].

δte

eiδφ δφ = ωδte

x(s; θ0) δη

δte =
1

2

dq
ds

1

cq
δη2

垂直于声线的传播时间差  决定了高斯波束

的相位差   , 其中   . 与文献 [7]类似可

以推出  处沿射线法向距离为  时的传播时

间差   . 结合内蕴几何扩展的定义

(14)式可得:
 

δte =
1

2

dq

ds
1

cq
δη2 =

1

2

( .

Y1

Y1
+

dc(x(s))
ds

)
δµ2, (25)

Y1(t) = q̃(t) δµ = c−1δη

x(s; θ0) δη

其中   ,    . 根据上述结果, 距

离中心声线   的垂直距离为   时波束的声

压为
 

p (s; θ0; δµ)

=

∣∣∣∣W · cos θ0
rq

∣∣∣∣ 12 exp
[

iω
(
t+

1

2

dq
ds

1

cq
δη2
)]

=

∣∣∣∣W · cos θ0
crY1

∣∣∣∣ 12
×exp

[
iω

(
t+

1

2

( .

Y1

Y1
+

dc(x(s))
ds

)
δµ2

)]
. (26)

δte

Ẏ1/Y1

δte =
1

2

dq
ds

1

cq
δη2 =

1

2

p

q
δη2

将雅可比方程 (21)的解推广到复数域上, 此时传

播时间差   是复值 , 中心声线附近的声线是复

声线, 在   虚部不为 0的假设下, 波束 (26)的

振幅满足高斯分布, 称为高斯波束. 此外, 根据动

态射线方程 (2)可知, 传播时间差 

 , 这说明利用雅可比场建立高斯波束模型是

正确的. 测地线方程 (10)、雅可比方程 (21)和高斯

波束 (26)给出了径向对称情形下高斯波束法求解

声场的黎曼几何形式, 完善了高斯波束模型的数学

基础, 揭示了高斯波束在黎曼几何意义下的特征属

性, 为弯曲流形上的声场计算提供了理论基础.
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 4   距离相关水声环境下的高斯波束
黎曼几何模型

本节导出声速剖面水平分层距离相关情形经

典水声射线高斯波束模型的黎曼几何形式, 并与现

有结果进行对比.

 4.1    水声射线的走时场

(r, ϕ, z)

x(t) = (r(t), ϕ(t), z(t))T

t H

za = 0 zb = H z

r = 0, ϕ = 0

设   是 三 维 欧 氏 空 间 的 柱 坐 标 系 ,

   是柱坐标系下的射线轨迹,

参数  是传播时间. 假设海水深度为  (m), 海面边

界为  m, 海底边界为  (m). 声源在  轴

上 (  ). 经典水声射线理论假设波导为

柱体: 

M = {(r, z, ϕ)||r| < R, za < z < zb, ϕ ∈ [0, 2π ]} ⊂ R3,

R其中  是地球半径.

c(r, z)

c(r, z) ∂c/∂r ∂c/∂z

R3

设  是水平分层距离相关的声速剖面, 假

设声速剖面   及其一阶偏导数   和  

是连续可微的. 由于三维欧氏空间  的线元: 

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2dϕ2 + dz2,

x, y, z

(g̃ij) =

 1 0 0
0 r2 0
0 0 1

 t

其中  是三维直角坐标系, 因此柱坐标系下的

欧氏度规  . 传播时间  满足:
 

dt2 =
1

c2(r, z)
ds2 =

1

c2(r, z)
(dr2 + r2dϕ2 + dz2),

t (gij) =
1

c2(r, z)

 1 0 0
0 r2 0
0 0 1


x(t)

故传播时间  的度规  .

由 (8)式可知, 柱坐标系下射线  的走时: 

T (x) =

∫ √
(ṙ, ϕ̇, ż)(gij)(ṙ, ϕ̇, ż)

T
dt

=

∫
1

c(r, z)

(
ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2

)1/2
dt. (27)

(r, z) N = {(r, z)|
0 < r < R, za < z < zb} N t

(ĝij) =
1

c2(r, z)

(
1 0
0 1

)
T

设单个点源是全向的, 且声线不随方位角变化

发生扭转, 点源的声场径向对称, 此时问题转化到

二维   平面上 , 即二维微分流形  

 . 微分流形   上传播时间  

的度规  , 走时  为
 

T (x) =

∫ √
(ṙ, ż)(ĝij)(ṙ, ż)

Tdt

=

∫
1

c(r, z)

(
ṙ2 + ż2

)1/2dt. (28)

(27)式和 (28)式给出了柱坐标系下射线走时函数

的几何描述, 即水声学教材 [8,27] 中传播时间方程.

 4.2    水声射线方程

(N, ĝ)

dx1 dx2

r z cr =
∂c

∂r
, cz =

∂c

∂z
, crr =

∂2c

∂r2
, czz =

∂2c

∂z2
(ĝij)=

1

c2

(
1 0
0 1

)
对于二维黎曼流形  及相应的柱坐标系,

测地线方程 (10)中   和   分别表示测地线

沿   和   方向的线元 . 记  

 .  根 据   和 (11)

式, 有:  (
Γ 1
ij

)
=

(
−cr/c −cz/c
−cz/c cr/c

)
,

(
Γ 2
ij

)
=

(
cz/c −cr/c
−cr/c −cz/c

)
.

(N, ĝ)由此可以给出黎曼流形  的测地线 (射线)方程: 

r̈ − 2 (cz/c) ṙż + cr/c(ż
2 − ṙ2) = 0,

z̈ − 2 (cr/c) ṙż + (cz/c)
(
ṙ2 − ż2

)
= 0. (29)

θ0设   为初始掠射角, 那么射线方程 (29)的初值条

件为 

r(0) = r0, z(0) = z0,

ṙ(0) = c(r0, z0) cos(θ0),

ż(0) = c(r0, z0) sin(θ0). (30)

ds = cdt ds利用   , 可以将射线方程 (29)用弧长   参

数化为 

d2r
ds2

=
cz
c

dr
ds

dz
ds

+
cr
c

(
dr
ds

)2

− cr
c
,

d2z
ds2

=
cr
c

dr
ds

dz
ds

+
cz
c

(
dz
ds

)2

− cz
c
. (31)

应当指出, 弧长参数化后的射线方程 (31)与水声

学教材 [8,27,28] 中通过程函方程推导的射线方程是

一致的.

 4.3    雅可比方程与高斯波束

Y1(t)

q̃(t)

q̃(t)

e1(t) = (−ż, ṙ)T, e2(t) =
.
x(t) = (ṙ, ż)T

K(u,v) [u ∧ v] u,v

u =
∂

∂r
,v =

∂

∂z
R
( ∂

∂r
,

∂

∂z
,
∂

∂r
,
∂

∂z

)
=R1212. (ĝij)=

1

c2

(
1 0
0 1

)

3.2节已经指出 Jaocbi场   刻画了声线的

内蕴几何扩展  , 雅可比方程 (21)给出了内蕴几

何扩展  的求解方法. 本节导出柱坐标系下水平

分层距离相关情形雅可比方程的具体形式, 此时

 . 应当指出 ,

截面曲率   与二维截面   的基底   的

选取无关 . 如果取   , 那么  

    根据    ,
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Rijkl =
∑
n

ginR
n
jkl, R

i
jkl

=

(
∂Γ i

lj

∂xk

)
−

(
∂Γ i

kj

∂xl

)
+
∑
n

(
Γn
ljΓ

i
kn − Γn

kjΓ
i
ln

)
,

和 (11)式, 有: 

K

(
∂

∂r
,
∂

∂z

)
=

R1212

ĝ11ĝ22 − ĝ212
= c(crr+czz)−(c2r+c2z).

因此可得: 

K(e1, e2) = K

(
∂

∂r
,
∂

∂z

)
= c(crr + czz)− (c2r + c2z).

(32)

结合 (21)式和 (32)式, 可以得到: 

Ÿ1(t) + Y1(t)(c(crr + czz)− (c2r + c2z)) = 0,

Y1(0) = 0, Ẏ1(0) = 1. (33)

cr = 0在水平分层距离无关介质 (  )中, 雅可比方程为 

Ÿ1(t) + Y1(t)(cczz − c2z) = 0, Y1(0) = 0, Ẏ1(0) = 1.
(34)

θ δη

根据高斯波束的内蕴形式 (26)可知, 掠射角

为  , 距离中心射线的垂直距离为  时高斯波束的

声压为 

p (s; θ; δµ) =

∣∣∣∣W · cos θ
crY1

∣∣∣∣ 12
× exp

[
iω

(
t+

1

2

( .

Y1

Y1
+ cr cosα+ cz sinα

)
δµ2

)]
.

(35)

由 (2)式和 (14)式可以得到柱坐标系下经典

动态射线方程的内蕴形式为 

˙̃q = p̃− q̃

(
cr

dr
 ds

+ cz
dz
ds

)
, q̃(0) = 0,

˙̃p = −ccnnq̃ + p̃

(
cr

dr
 ds

+ cz
dz
ds

)
, p̃(0) = 1, (36)

q̃ p̃ q̃ t  和  的定义见 (14)式.   对时间  的二阶导数满足 

¨̃q = q̃(c2r + c2z − ccrr − cczz). (37)

可以看出, 经典动态射线方程的内蕴形式 (37)等

价于雅可比方程 (33).

因此, 通过第 2节与第 3节相关理论, 能够给

出水平分层距离相关环境下的程函方程、动态射线

方程及高斯波束模型, 经分析发现与经典水声学理

论的结果一致, 从而可进一步验证本文理论的正确

性. 同时, 本文所给出的方程是内蕴形式, 与坐标系

选取无关, 对径向对称的其他声传播问题仍适用.

此外, 本文说明水声学中的声线焦散现象与黎曼几

何中的截面曲率、雅可比场、共轭点等几何量相关, 为

后续研究深海会聚区等物理现象提供了理论基础.

 4.4    数值仿真

本节通过采用若干经典声速剖面环境, 编写程

序对前文建立的黎曼几何模型进行仿真 , 并与

Bellhop的射线求解结果进行了对比验证.

 4.4.1    双曲余弦声速剖面

c(z) = c1 cosh(z − z1)/E双曲余弦声速剖面   的

截面曲率: 

K = cc′′ − (c′)2 = c21/E
2 > 0,

|Y1(t)| tk = kπ /
√
K,

k = 0, 1, 2, · · · x(tk) = (r(tk), z(tk))

(N, ĝ) 1/
√
K

x(tk)

K

根据 (22)式可知,   存在零点  其

中  . 此时  是共轭

点, 黎曼流形  等距同胚于半径为  的标

准球面. 因此, 所有的声线均在  附近收敛, 周

期性地产生焦散点, 如图 2(a), 求解算法为四阶龙

格库塔法.    的值越大, 产生焦散点的频率越高.

图 2(b)给出了同样参数条件下 Bellhop的射线仿

真结果, 与通过共轭点理论得到的结果一致.
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c1 = 1500 z1 = 1.5 E = 5

z0 = 1 θ0 ∈ (−10◦, 12◦) t ∈ [0, 130] s

图  2      双曲余弦声速剖面的声线和焦散点 , 参数为

 m/s,      km,    km,  声 源 深 度 为

 km, 初始掠射角   ,    　

(a)共轭点理论仿真结果; (b) Bellhop仿真结果

c1 = 1500 z1 = 1.5

E = 5 z0 = 1 θ0 ∈ (−10◦, 12◦) t ∈ [0, 130] s

Fig. 2. Rays  and  caustics  for  the  hyperbolic  cosine  sound

speed  profile  with  parameters  m/s,    km,

 km,    km,    ,    : (a)

Conjugate point theory simulation results; (b) Bellhop sim-

ulation results. 
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 4.4.2    线性声速剖面

c(z) = c0 + bz(b ̸= 0)

K = cc′′ − (c′)2 = −b2 < 0, (N, ĝ)

|Y1(t)| t

x(t)

线性声速剖面   的截面曲

率    此时黎曼流形  

等距同胚于双曲空间. 根据 (22)式,   是关于 

的单调递增函数, 不会产生共轭点. 因此任意声线

 周围的声线都是发散的 , 不会产生焦散点 .

图 3(a)和 (b)分别表示通过共轭点理论和 Bellhop

的射线仿真结果, 可见求解结果一致且声线指数发

散, 不会产生焦散点, 与理论结果吻合.

 4.4.3    深海高斯涡模型

考虑存在高斯涡的深海结构, 声速剖面为
 

c(r, z) = c0(z) + c1(r, z),

c0(z) = 1500
{
1 + 0.0057

[
e−η − (1− η)

]}
,

c1(r, z) = DC exp

[
−
(
r − Re

DR

)2

−
(
z − Ze

DZ

)2
]
,

(38)

η = 2(z − 1000)/1000 DC DR

DZ Re

Ze

其中  ,   为涡强度,   是涡

的水平半径,   是涡的垂直半径,   是涡心的水

平位置,   是涡心的垂直位置, 声速等值线见图 4.

r(0) = 0 m, z(0) = 400 m θ0 ∈ [−10◦, 10◦]

t ∈ [0, 320]

声速剖面 (38)下的截面曲率不恒为常数, 不

能直接得到雅可比方程 (33)的解析解. 本文选取

20根声线, 利用四阶 Runge-Kutta法计算声速剖

面 (38)下测地线方程 (29)和雅可比方程 (33)的

数值解, 截面曲率和雅各比场的数值求解结果见

图 5, 进而得到声线和焦散点 (图 6(a)). 参数设置为

 , 掠射角  ,

时间   s.

Bellhop是当前主流的射线求解软件之一, 可

实现高斯波束法求解声场, 但无法直接计算焦散点

位置. 本文利用雅可比方程刻画声线的内蕴几何扩

展, 能够更便捷地计算声线的焦散点 (图 6(a)). 在

仿真参数不变的情况下, 声速剖面 (38)的 Bellhop

的声线仿真结果见图 6(b). 结果显示, 采用黎曼几

何模型计算的声线结果与 Bellhop一致, 这说明本

文的仿真计算方法是可行的.
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t ∈ [0, 25] s

图 3    线性声速剖面的声线求解结果, 参数为   m/s,

 , 声源深度为   km, 初始掠射角  ,

 　(a)共轭点理论仿真结果; (b) Bellhop仿真结果

c0 = 1500 b = −0.01 z0 = 1 θ0 ∈ (−5◦,−2◦)

t ∈ [0, 25] s

Fig. 3. Rays for the linear sound speed profile with parameters

 m/s,    ,      km,    ,

 : (a) Conjugate point theory simulation results; (b)

Bellhop simulation results.. 
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DR = 150 km, DZ = 500 km, Ze = 1000 km, Re = 300 km图 4    声速剖面 (38) 的声速等值线, 参数为  

DR = 150 km, DZ = 500km, Ze = 1000 km, Re = 300 kmFig. 4. Sound speed contours for the sound speed profile (38) with parameters     . 
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 5   结　论

本文采用黎曼几何建立了高斯波束模型的内

蕴形式. 主要工作如下:

1)基于最小作用量原理, 在水声射线走时黎

曼度规下, 给出了黎曼流形上的水声测地线程函

方程;

2)利用雅可比场理论建立了一般径向对称声

传播环境下的高斯波束黎曼几何模型, 揭示了水声

场射线的拓扑性质.

在黎曼几何框架下, 本文利用测地线、雅可比

场和共轭点等概念给出了射线高斯波束的几何解

释. 在传播时间的黎曼度规下, 水声程函方程等价

于黎曼几何中的测地线方程, 高斯波束的内蕴几何

扩展对应于测地线沿雅可比场的偏离, 焦散点等价

于共轭点. 这种等价性使水声射线高斯波束模型具

备了黎曼几何意义. 本文研究为在实际弯曲底流形

下开展水声建模与计算提供了理论基础. 后续可开

展考虑地球曲率的远程声传播建模理论、深海会聚

区建模应用等相关研究工作.

感谢宋君强院士对该探索研究的鼓励和支持, 黄思训

教授、梁湘三教授审阅论文初稿, 特致谢忱.
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(a)  Conjugate  point  theory  simulation  results;  (b)  Bellhop

simulation results. 
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Abstract

Underwater  sound  propagation  models  are  generally  established  from  the  extrinsic  perspective,  that  is,
embedding  acoustic  channels  in  Euclidean  space  with  a  fixed  coordinate  system.  Riemannian  geometry  is
intrinsic for curved space, which can describe the essential properties of background manifolds. The underwater
acoustic Gaussian beam is originally adopted from seismology. Till now it has been the most important method
used in acoustic ray based modeling and applications. Owing to the advantages of Gaussian beam method over
the traditional ray counterpart, it is the mainstream technology of ray propagation computational software such
as  the  famous  Bellhop.  With  the  assumption  of  Euclidean  space,  it  is  hard  to  grasp  the  naturally  curved
characteristics of the Gaussian beam. In this work, we propose the Riemannian geometry theory of underwater
acoustic ray propagation, and obtain the following results. 1) The Riemannian geometric intrinsic forms of the
eikonal equation, paraxial ray equation and the Gaussian beam under radially symmetric acoustic propagation
environments are established, which provide a Riemannian geometric interpretation of the Gaussian beam. In
fact, the underwater acoustic eikonal equation is equivalent to the geodesic equation in Riemannian manifolds,
and  the  intrinsic  geometric  spreading  of  the  Gaussian  beam  corresponds  to  the  lateral  deviation  of  geodesic
curve  along the  Jacobian field.  2)  Some geometric  and topological  properties  of  acoustic  ray  about  conjugate
points  and  section  curvature  are  acquired  by  the  Jacobi  field  theory,  indicating  that  the  convergence  of  ray
beam corresponds to the intersection of geodesics at the conjugate point with positive section curvature. 3) The
specific modeling method under horizontal stratified and distance-related environment is presented by using the
above theory. And we point out that the method proposed here is also applicable to other radially symmetric
acoustic  propagation  environments.  4)  Simulations  and  comparative  analyses  of  three  typical  underwater
acoustic  propagation  examples,  confirm  the  feasibility  of  the  Riemannian  geometric  model  for  underwater
acoustic propagation, and show that the Riemannian geometric model has exact mathematical physics meaning
over the Euclidean space method adopted by the Bellhop model. The basic theory given in this paper can be
extended to the curved surface, three-dimensional and other complex propagation cases. And especially it lays a
theoretical foundation for the further research of long-range acoustic propagation considering curvature of the
earth.

Keywords: Gaussian beam, underwater acoustic modeling, geodesic, geometric spread, Jacobi field, conjugate
point
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