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会聚区是深海水声传播重要的物理现象, 对其准确建模和计算是深海远程水声探测与通信的基础. 但深

海会聚区缺乏明确的数学描述, 特别是对于地球曲率所导致的系统误差, 目前主要采用近似计算与曲率修正

相结合的方法, 尚无精确会聚区数学模型. 本文基于水声射线黎曼几何建模基础理论研究, 在弯曲球体流形

上开展深海会聚区建模, 在分析总结会聚区物理特征的基础上, 给出深海会聚区黎曼几何描述, 得到深海会

聚区位置、距离的分析形式和基于黎曼几何概念的计算方法, 为深海会聚区—这一重要的深海声学现象探

索赋予黎曼几何学意义. 以Munk声速剖面为例, 对比分析深海会聚区在曲率修正和采用黎曼几何方法在球

体流形上建模两种情形的时空分布, 验证了本文提出的深海会聚区黎曼几何模型的有效性, 结果显示近海面

处的会聚区宽度随声传播呈现先变大后变小的规律, 最大约 20 km, 最小约 4 km.
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 1   引　言

深海典型声速分布使声线在远离声道轴处上

下反转或反射, 形成周期性高声强焦散区域, 称为

会聚区 [1]. 会聚区内声信号的传播损失小, 能够高

强度、低失真地远距离传播声信号. 准确预测和识

别会聚区是深海声学研究的重要课题. 前人围绕深

海会聚区的观测、影响因素和分析建模等开展了大

量深入细致的工作, 然而基于射线方法的会聚区声

场数学描述还不完善, 束缚了对会聚区的有效利用.

声传播实验观测是会聚区研究的基础 .

1960年, Hale[2] 在实验数据基础上首次分析了海

面附近会聚区的物理特征, 指出一定范围内, 会聚

区声信号比其他路径高出约 30 dB, 其边界为焦散

线. Urick[3] 基于实验数据和声线图, 研究声源和接

收深度对会聚区的影响, 发现会聚区通常存在于整

个深海声道, 声源变深时会聚区分裂成两个半区,

且间距逐渐增大. 朴胜春等 [4] 结合南海海域的远程

声传播实验结果, 发现深海大深度处存在着下反转

点会聚区, 其位置与焦散线吻合. 李文和李整林 [5]

利用南海爆炸声信号分析海底山对会聚区声传播

的影响, 发现海底山阻挡可使第一会聚区处的传播

损失增加 30 dB以上.

建模与预测是会聚区研究的重点, 其中会聚区

距离和宽度是关键模型要素. 由于 0°掠射角声线
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反转点附近存在焦散线 [6], 一系列学者 [7−10] 将会聚

区距离定义为 0°掠射角声线反转点的循环距离.

文献 [5,11]则将声源深度处传播损失曲线的峰值

作为会聚区, 将其差值作为会聚区距离. 张晶晶和

罗博 [12] 通过计算两条邻近声线的交汇点估计会聚

区的峰值. Yang等 [13] 基于卷积神经网络 (CNN)

模型提出了一种会聚区的判别方法. 张仁和 [7] 利用

简正波和广义射线理论 [6] 研究了反转点会聚区的

声场, 指出发射深度的反转点附近通常存在着 3条

焦散线, 认为会聚区在 0°掠射角声线的上反转点

附近形成. 庄益夫等 [11] 利用 Bellhop高斯声束模

型分析了深海声速剖面结构变化引起的会聚区偏

移特征, 发现混合层、主跃层、深海等温层及声道

轴变化均会导致会聚区位置偏移. Wu等 [10] 利用

抛物方程研究声速剖面对会聚区位置的影响, 分析

了南海、东印度洋的区域差异. 以上研究主要通过

观察声线图或传播损失曲线的变化定性地分析会

聚区的宽度. 可见深海会聚区数学描述还不明确,

缺乏关于会聚区位置、距离和宽度的精确计算方

法. 另一方面, 会聚区模型预测与声学实验观测间

仍存在明显的差异. 南海某爆炸声传播实验 [14] 结

果显示, 会聚区的实验观测位置相比理论计算的反

转点位置有所前移, 第一会聚区约前移 1—3 km,

第二会聚区前移超过 10 km. Vadov[15] 指出第一会

聚区的模型预测理论位置通常比实验观测结果高

出了 1—2 km.

同时, 会聚区建模需要充分考虑地球曲率对远

程声传播的影响. 徐传秀等 [16] 对抛物模型进行地

球曲率修正, 结果表明, 地球曲率会造成会聚区向

远距离移动. 毕思昭和彭朝晖 [17] 给出了基于共形

映射的地球曲率修正方法, 结果显示地球曲率会导

致会聚区位置向声源方向偏移. Munk等 [18] 根据

费马原理给出了大地坐标系下的声学射线方程, 在

其基础上, Yan和 Kang[19] 与 Yan[20] 建立了考虑

地球曲率影响的二维和三维射线方程, 发现射线路

径向声源方向移动, 但未研究会聚区. 考虑到球面

和平面间有共形映射, 但不存在等距映射, 因而采

用“欧氏空间建模+曲率补偿”的方法, 在本质上是

不完备的, 势必需要在弯曲流形上直接建模才能得

到精确模型.

综上, 分析会聚区数学物理机理、研究考虑地

球曲率的会聚区精确模型具有重要学术与应用意

义. 文献 [21]研究建立了水声射线黎曼几何模型,

ĉ(l)ĉ′(l)/l

分析了水声场射线的几何拓扑性质, 发现声线会聚

导致焦散现象的根本数学意义是: 流形上的正截面

曲率导致测地线形成共轭点. 在以上工作的基础

上, 运用黎曼几何中截面曲率、雅可比场和共轭点

等概念, 从黎曼几何视角给出会聚区的数学描述,

针对考虑地球曲率的远程声传播情形, 建立了深海

会聚区黎曼几何模型, 发现考虑地球曲率后截面曲

率增加了一项   , 体现了地球曲率对声场

射线拓扑结构以及会聚区的影响. 以Munk声速剖

面为例, 给出了深海会聚区远程时空分布. 结果显

示, 相比不考虑地球曲率情形, 会聚区在远程传播

时向声源方向移动, 第 16个上反转点会聚区 (传

播距离约为 932 km)约前移 9.6 km. 同时发现近

海面的会聚区宽度随声传播呈现先变大后变小的

现象, 最大约 20 km, 最小约 4 km.

本文给出的考虑地球曲率的深海会聚区黎曼

几何数学形式, 使会聚区远程声传播研究开始具备

现代黎曼几何意义. 论文安排如下: 第 2节给出地

球球体流形上自然考虑地球曲率的黎曼几何声传

播模型; 第 3节分析研究会聚区物理特征, 在测地

线、雅可比场、共轭点等几何概念基础上, 给出深

海会聚区黎曼几何描述; 第 4节以Munk声速剖面

为例, 分析对比了会聚区黎曼几何数学模型的有效

性; 第 5节为全文总结和展望.

 2   球体流形上的远程声传播建模

地球近似为一个球体, 地球曲率会造成水声波

导弯曲, 因此对水声学中常见的水平分层声传播场

景而言, 实际海洋声传播的声速等值面是同心球

面, 而非平行平面, 因而远程声传播必须考虑地球

曲率. 基于文献 [21]的黎曼几何射线建模理论基础,

给出考虑地球曲率的深海远程声传播射线模型.

 2.1    水声射线走时的几何描述

(l, θ, φ)

R = 6370.856 km

H la = R

lb = R−H l θ = 0, φ = 0

设   是以地球球心为原点的球坐标系,

 是地球的曲率半径, 假设为常数,

海水深度为   m, 海面边界为   , 海底边界为

 . 声源在   轴上 (  ), 且位于

海面和海底之间. 考虑地球曲率后, 海洋波导是一

个三维球面环体流形: 

M = {(l, θ, φ)|R−H < l < R, θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π]}.

ẑ = R− l c(ẑ)深度   ,    是球面分层介质下的声速
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l

x(t) = (l(t), θ(t), φ(t))T

t

剖面 , 此时声速等值面是   恒定的同心球面 . 设

 是球坐标系下的射线轨迹,

参数  是传播时间.

ds2=dl2+l2dθ2+l2sin2θdφ2

s g̃ij

欧氏度规下的线元  ,

弧长  的黎曼度规  为 

(g̃ij) =

 1 0 0

0 l2 0

0 0 l2sin2θ

 . (1)

ĉ(l)=c(ẑ)=c(R− l) t dt=
ds
ĉ(l)

dt gij

记  , 那么传播时间  满足  ,

 为线元时黎曼度规  为 

(gij) =
1

ĉ2(l)

 1 0 0

0 l2 0

0 0 l2sin2θ

 . (2)

gij g̃ij  与  互称为共形度规. (1)式和 (2)式分别表示

两种不同的流形结构, (1)式为三维欧氏度规的球

坐标表示, (2)式为水声射线传播的时空流形结构.

(l, θ)

N = {(l, θ)|la < l < lb, θ ∈ (0, π)}
r̂ = lθ ẑ = R− l t

(ĝij) =
1

ĉ2(l)

(
1 0
0 l2

)
x(σ) = (l(σ), θ(σ))T,

σ ∈ [a, b] (N, ĝ) σ

x(σ) T

设单个点源是全向的, 且声线不随方位角变化

发生扭转, 此时方位角恒定的截面的声传播是对称

的, 见图 1. 问题转化到二维   平面上, 即二维

微分流形   . 此时

传播距离   , 深度   . 传播时间   的度

规   . 设  

 是流形   上的曲线,    为线参数, 黑

体表示向量, 沿着曲线  的走时  为 

T (x) =

∫ b

a

√(
dl
dσ

,
dθ
dσ

)
(ĝij)

(
dl
dσ

,
dθ
dσ

)T

dσ. (3)

 2.2    水声测地线程函方程

t ĝij

t (N, ĝ)

在传播时间  的度规  下, 声线是沿着测地线传

播的. 自然参数  下黎曼流形  的测地线方程为 

d2xk

 dt2
+

dxi

dt
dxj

dt
Γ k
ij = 0, 1 ⩽ k ⩽ 2. (4)

dx1 dx2 l θ Γ k
ij  和  分别表示测地线沿  和  方向的线元,  

是 Christoffel联络系数, 计算公式为 [22]
 

Γ k
ij=

1

2

∑
l

gkl
((
∂gil/∂x

j
)
+
(
∂gjl/∂x

i
)
−
(
∂gij/∂x

l
))

.

(ĝij) =
1

ĉ2(l)

(
1 0
0 l2

)
根据  可得
 

(
Γ 1
ij

)
=

 − ĉ′(l)

ĉ(l)
0

0 −l +
l2ĉ′(l)

ĉ(l)

 ,

(
Γ 2
ij

)
=

 0
1

l
− ĉ′(l)

ĉ(l)
1

l
− ĉ′(l)

ĉ(l)
0

 . (5)

ẋi =
dxi

dt记   表示求导运算, 由 (4)式可知, 测地线

(射线)方程为
 

l̈ − ĉ′(l)

ĉ(l)
l̇2 +

(
l2ĉ′(l)

ĉ(l)
− l

)
θ̇2 = 0,

θ̈ + 2

(
1

l
− ĉ′(l)

ĉ(l)

)
l̇θ̇ = 0. (6)

α0设  是初始掠射角, 则射线方程 (6)的初值条件为
 

l(0) = R− ẑ(0), θ(0) = 0, l̇(0) = −c(0) sin(α0),

θ̇(0) =
c(0) cos(α0)

l(0)
. (7)

(N, ĝ)初值问题 (6)式和 (7)式刻画了黎曼流形  上

的水声射线程函方程.

 2.3    声线几何扩展的雅可比场描述

x(t, α) (N, ĝ)

测地线的雅可比场刻画了声线的内蕴几何扩

展, 雅可比方程给出了内蕴几何扩展的求解方法

(图 1(b)). 记  是二维黎曼流形  上从声

 

声源

̂

̂

(a)

声源
d0

0

1

e1

e2xx(0)

(b)

(l, θ)图 1    考虑地球曲率后的声传播　(a) 对称截面; (b)   平面上的雅可比场几何示意图

Fig. 1. Sound propagation considering the earth curvature: (a) Symmetrical section; (b) geometric structure of Jacobi field. 
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t α

f(t, α) = x(t, α)

源处发出的以时间   为参数的声线 (测地线),    为

掠射角, 映射  . 由文献 [21]可知, 

Y (t) =
∂f(t, α)

∂α

∣∣∣∣
α0

=
∂x(t, α)

∂α

∣∣∣∣
α0

f x(t, α0) x(t) =

x(t, α0)

是变分   沿声线   的雅可比场 . 记  

 , 取单位正交标架场: 

e1(t) = (−l̇, θ̇)T, e2(t) =
.
x(t) = (l̇, θ̇)T .

x(t) Y Y (t) =∑m

i=1
Yi(t)ei(t), m = 2 Y1(t) Y2(t)

Y (t) x(t)

那 么 沿   定 义 的 雅 可 比 场   满 足  

 .    和   是雅可比场

 沿测地线  的法向和切向的两个分量函数.

Y1(t)雅可比场   表示声线的内蕴几何扩展, 满

足雅可比方程: 

Ÿ1(t) = −Y1(t)K(e1, e2), Y1(0) = 0, Ẏ1(0) = 1, (8)

K(e1, e2)其中   表示截面曲率, 反映了流形的几何

拓扑结构. 根据 

Rijkl =
∑
n

ginR
n
jkl, R

i
jkl =

(
∂Γ i

lj/∂x
k
)
−
(
∂Γ i

kj/∂x
l
)

+
∑
n

(
Γn
ljΓ

i
kn − Γn

kjΓ
i
ln

)
(9)

结合 (5)式, 有 

K

(
∂

∂l
,
∂

∂θ

)
=

R1212

g11g22 − g212

= ĉ(l)ĉ′′(l)− (ĉ′(l))2 +
ĉ(l)ĉ′(l)

l
.

K(u,v) [u ∧ v] u,v截面曲率   与二维截面   的基底   的

选取无关, 因此 

K(e1, e2)

= K
( ∂

∂l
,
∂

∂θ

)
= ĉ(l)ĉ′′(l)− (ĉ′(l))2 +

ĉ(l)ĉ′(l)

l
.

(10)

结合 (8)式和 (10)式, 可以得到雅可比方程: 

Ÿ1(t) + Y1(t)

(
ĉ(l)ĉ′′(l)− (ĉ′(l))2 +

ĉ(l)ĉ′(l)

l

)
= 0,

Y1(0) = 0, Ẏ1(0) = 1. (11)

Y1(tk) = 0 x(tk)

x(t)

x(tk)

若雅可比场  , 则  为黎曼流形中的共

轭点, 即水声学中的焦散点. 此时声线  周围的

声线在  附近会聚.

S

q α0

声线的几何扩展决定了射线束的横截面积  ,

设  为外蕴几何扩展,   是初始掠射角, 对于径向

对称的点源声场 [1]: 

dS = 2πl sin θ · qdα0 = 2πl sin θ · ĉ(l)Y1dα0. (12)

W设   为单位立体角内的辐射声功率, 由射线管内

能量守恒性质, 单根声线声强的基本公式为 

I(l, θ) =
W · cosα0

l sin θ|q|
=

W · cosα0

l sin θĉ(l)|Y1|
. (13)

I(l, θ) I0

沿着一个射线束的几何扩展损失定义为某一点的

声强   与距离声源 1 m处的声强   之比 [1], 单

位为分贝 (dB), 即 

TLbeam = −10 log
I(l, θ)

I0

= − 10 log
cosα0

l sin θĉ(l)|Y1|
(dB re 1 m) . (14)

为了便于理解, 上述推导给出了利用文献 [21]

建模方法推导球面分层介质的完整过程. 事实上,

考虑到黎曼度规、截面曲率和测地线方程均为流形

的内蕴形式, 不随坐标系改变而变化, 故可由文

献 [21]的 (21)式、(29)式和 (33)式直接得到球面

分层介质的测地线程函方程 (6)和雅可比方程 (11)

(细节不再赘述).

 2.4    地球曲率的黎曼几何效应分析

根据文献 [21]中的 (29)式和 (34)式可知, 当

不考虑地球曲率影响时, 水平分层介质中二维测地

线 (射线)方程为 

r̈ − 2 (c′(z)/c) ṙż = 0,

z̈ + (c′(z)/c)
(
ṙ2 − ż2

)
= 0 . (15)

r z这里  和  是柱坐标系下的传播距离和深度, 初值

条件为 

ṙ(0) = c(0) cos(α0), ż(0) = c(0) sin(α0) . (16)

截面曲率: 

K(r, z) = c(z)c′′(z)− (c′(z))2 . (17)

雅可比方程: 

Ÿ1(t) + Y1(t)(c(z)c
′′(z)− c′(z)2) = 0, Y1(0) = 0,

Ẏ1(0) = 1 . (18)

沿着一个射线束的几何扩展损失为 

TLbeam = −10 log
I(r, z)

I0

= −10 log
cosα0

rc(z)|Y1|
(dB re 1 m) . (19)

Y1(t)

ĉ(l)ĉ′(l)/l

由 (8)式可知, 截面曲率决定了雅可比场 

的计算结果. 比较截面曲率 (10)和 (17)式, 可以

发现在相同深度处考虑地球曲率影响前后的截面

曲率相差   , 这将影响水声射线的几何扩

展速率及声场射线拓扑结构. 对于深海水下声道型
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ĉ(l)ĉ′(l)/l > 0

ĉ(l)ĉ′(l)/l < 0

声速剖面, 在声道轴以上,    , 考虑地

球 曲 率 后 截 面 曲 率 增 大 ; 在 声 道 轴 以 下 ,

 , 此时考虑地球曲率后截面曲率减

小. 下文仿真将给出对雅可比场及会聚区的相关数

值影响效应.

 3   深海会聚区黎曼几何建模

本节利用截面曲率、雅可比场和共轭点等几何

概念, 结合会聚区的物理特征, 给出会聚区的数学

描述与计算方法. 在经典的水声学教材 [1,23] 中, 会

聚区被定义为从近海面声源发出的波束经过深海

折射路径传播后, 重新在近海面附近会聚, 形成的

周期性高声强焦散区域. Hale[2] 指出在较长的范围

内, 会聚区的声信号比其他路径传播的声信号高出

约 30 dB, 且会聚区的边界不是底部掠射声线, 而

是声线会聚形成的焦散线. 张仁和 [6,7] 证明了发射

深度的反转点附近通常存在着 3条焦散线, 认为会

聚区在 0º掠射角声线的上反转点附近形成 , 将

0º掠射角声线上反转点的距离作为会聚区距离. 最

近, 一些研究 [4,17] 发现在深海大深度处折射型声线

的焦散线附近也存在着与海面附近类似的周期性

高声强区域, 称为下反转点会聚区. 由于对会聚区

产生主要影响的是折射型声线 [12], 在本文中暂不

考虑边界影响, 仅考虑折射型声线产生的会聚区

效应.

基于上述研究分析, 总结会聚区的 3个基本物

理特征如下:

1) 会聚区的边界是焦散线, 0º掠射角声线的上

反转点附近通常存在着三条焦散线;

2) 会聚区的深度位于近海面 (上反转点)或深

海大深度 (下反转点)处, 距离具有周期性;

3) 会聚区处产生了声线会聚现象, 因此具有

较高的声强.

K

声线会聚产生的焦散现象在黎曼几何中表现

为测地线的雅可比场为 0, 即出现了共轭点. 根据

雅可比方程 (8)式可知, 截面曲率完全决定了雅可

比方程的解. 共轭点的形成与流形上的截面曲率有

关. 共轭点定理 [21,24] 表明, 如果流形上的截面曲率

均小于或等于零, 则不会产生共轭点. 如果流形上

的截面曲率有正的下界, 那么所有完备的声线均会

产生共轭点. 从 (10)式可以看出, 截面曲率  的值

0 < Kinf ⩽
K ⩽ Ksup

π/
√
Kinf < t <

π/
√
Kmax K < 0

取决于声速剖面和海洋深度. 流形上截面曲率的变

化揭示了水声场射线的几何拓扑结构, 反映了海洋

环境变化对水声场的影响. 若声线始终在 

 的介质中传播 , 那么声线终将产生焦

散点 , 且相邻焦散点的时间间隔  

 . 若声线穿过   的介质区域, 那么声

线可能会变得不稳定. 因此, 产生焦散现象的必要

条件是水声场存在正截面曲率.

结合会聚区物理性质和焦散点几何性质的研

究, 本文利用黎曼几何方法, 给出如下会聚区数学

描述, 用于会聚区建模计算:

K > 01) 存在截面曲率   的稳定区域, 且通过

求解测地线方程 (6)和 Jaocbi方程 (11), 声线出现

了共轭点;

2) 在深海上下反转区域内存在共轭点集合,

且具有准周期现象;

β

3) 当上反转区域内声束的几何扩展损失

(14)式小于阈值   时, 则出现了上反转点会聚区,

定义为 

CZ ={(r̂, ẑ)|TLbeam ⩽ max(TLbeam)− β dB 且

 ẑturing
min ⩽ ẑ ⩽ ẑturing

max }. (20)

ẑturing
max ẑturing

min

TLbeam

β

β = 20

β

  和  分别表示上反转点深度的最大值和最

小值, 下反转点会聚区的计算同理.   表示射

线束的几何扩展损失.   是会聚区低于最大几何扩

展损失的阈值, 本文在后续仿真中取    dB,

并分析了不同的  取值对会聚区位置的影响;

CZk k ẑ0

k

4) 与文献 [7]的理论结果一致, 本文仿真结果

显示 0º掠射角声线的上下反转点附近存在 3条焦

散线. 因此, 本文将 0º掠射角声线的反转点作为会

聚区的参考点, 会聚区距离定义为 0º掠射角声线

反转点的距离. 记   为第   个会聚区, 深度   处

第  个会聚区的宽度为 

WCZk
= max

(r̂,ẑ0)∈CZk
{r̂} − min

(r̂,ẑ0)∈CZk
{r̂}.

(r̂, ẑ0) ∈ CZk由 (14)式和 (20)式可知   需满足以下

条件: 

r̂|Y1| ⩽
cos(α0)

c(ẑ0)
10

max(TLbeam)−β
10 . (21)

ẑ0

r̂ |Y1|
r̂

|Y1|

上式界定了  深度上会聚区位置所对应的传播距

离   和雅可比场   , 在确定掠射角的情况下右端

项为常数, 会聚区宽度受到传播距离  和雅可比场

 的共同制约.
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下文数值仿真验证了由黎曼几何建模计算得

到的会聚区满足上述深海会聚区的 3个物理特征.

 4   深海会聚区黎曼几何模型的数值
实验与分析

本节以Munk声速剖面 

c(ẑ) = 1500(1.0 + 0.00737(z̄ − 1.0 + exp(−z̄))),

z̄ = 2(ẑ − 1300)/1300, (22)

为例, 分别对考虑地球曲率影响 ((6)式, (10)式,

(11)式, (14)式)和不考虑地球曲率影响 ((15)式—

(19)式)时建立的深海会聚区几何模型进行仿真,

并对仿真结果进行对比分析.

 4.1    考虑地球曲率前后声场射线的几何性
质对比

K

ẑ < 1300 ĉ(l)ĉ′(l)/l>0

ẑ > 1300 ĉ(l)ĉ′(l)/l<0

根据截面曲率 (10)式和 (17)式, 可以看出Munk

声速剖面 (22)式下的截面曲率   不恒为常数, 不

能直接求出雅可比方程的解析解. 在声道轴以上

(  m),    , 考虑地球曲率后截面

曲率增大; 在声道轴以下 (  m),   ,

考虑地球曲率后截面曲率减小. 这使得Munk声速

剖面下截面曲率的临界值发生了变化, 见表 1.

K = 0

根据共轭点定理 [21,24], 如果声线始终在截面曲

率  时深度的临界值上方传播, 那么声线一定

Kmax

t ⩾ 5.8567 s

t ⩾ 5.8564 s

会产生焦散点. 若声线始终在截面曲率临界值的下

方传播, 那么声线将不断发散. 截面曲率临界值的

改变可能使原本稳定的声线变得不稳定, 从而影响

会聚区的形成. 此外, 根据截面曲率的最大值 

可知, 不考虑地球曲率影响时相邻焦散点之间的时

间间隔  , 考虑地球曲率影响后相邻焦散

点之间的时间间隔  .

H = 5000

α0 ∈ [−8◦, 8◦] ω = 50 HZ r(0) = 0

z(0) = 200 t ∈ [0, a], a = 660

Y1(t)

K > 0

K < 0

选取 50根中心声线, 利用四阶 Runge-Kutta

法计算考虑地球曲率与不考虑地球曲率的测地线

方程 (6)和方程 (15), 雅可比方程 (11)和方程 (18)

的数值解 , 其中参数设置为   m, 入射角

 , 频率  , 声源位于   m,

  m, 时间   s, 此时所选

声线均为折射型声线. 中心声线上各点处的截面曲

率和雅可比场的分量  的求解结果见图 2和图 3.

分析图 2(a)可知, 考虑地球曲率前后绝大多数声

线均在截面曲率  的稳定区域中传播, 少数声

线穿过了  的不稳定区域, 且所经过的不稳定

区域的截面曲率接近于 0. 此外, 比较同一初始条

件出发的声线的截面曲率 (图 2(b)), 数值结果显

示在形成第一个焦散点之前, 同一时刻考虑地球曲

率后声线的截面曲率大于不考虑地球曲率的截面

曲率. Rauch比较定理是黎曼几何中的重要工具,

刻画了不同流形上截面曲率对雅可比场的影响.

表 1    考虑地球曲率前后Munk声速剖面下截面曲率对比
Table 1.    Comparison of sectional curvature of Munk sound speed profile.

K > 0 K = 0 K < 0 Kmax 

考虑地球曲率 ẑ < 4519   m ẑ = 4519   m ẑ > 4519   m 0.2878

不考虑地球曲率 z < 4510   m z = 4510   m z > 4510   m 0.2877
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α0 = 0◦图 2    考虑地球曲率前后所选声线的截面曲率　(a) 660 s内 50根声线的截面曲率; (b) 入射角   的声线形成第一个焦散点

前的截面曲率

α0 = 0◦
Fig. 2. Section curvature before and after considering the earth curvature: (a) Section curvature of 50 sound lines in 660 s; (b) sec-

tion curvature of sound line with elevation angle    before forming the first caustic. 
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M, M̃

m, m̃ (m ⩽ m̃) K, K̃ M, M̃

γ(t) γ̃(t)(t ∈ [0, l]) M M̃

t γ̃(0) γ̃ J

J̃ M, M̃ γ, γ̃ J(0),

J̃(0) γ, γ̃ t = 0

Rauch 比 较 定 理 [24]　 假 设   分 别 是

 维黎曼流形,    表示   的截

面曲率,    和   分别是   和   上以

弧长  为参数的测地线,   在  上无共轭点,   和

 分别是   上沿   的雅可比场 , 使得  

 分别与  在  处相切, 并满足条件:
 

⟨J(0), γ̇⟩=⟨J̃(0), ˙̃γ⟩, |J(0)|=
∣∣∣J̃(0)∣∣∣ , ∣∣∣J̇(0)∣∣∣= ∣∣∣ ˙̃J(0)∣∣∣ .

t ∈ [0, l] X ∈ Tγ(t)M,

X̃ ∈ Tγ̃(t)M̃,

如果对与任意的  , 以及任意的 

  都有
 

K (γ̇, X) ⩽ K̃( ˙̃γ, X̃),

t ∈ [0, l] J(t) ⩾ J̃(t)则对于任意的   有不等式  .

根据 Rauch比较定理, 在形成第一个焦散点

之前, 考虑地球曲率的雅可比场小于不考虑地球曲

率的雅可比场, 故先形成第一个上反转点会聚区.

Y1(t)雅可比场  的零点即焦散点的位置, 从图 3

可以看出, 考虑地球曲率前后均会不断形成焦散

K < 0

点, 660 s每根声线的焦散点个数为 28—34个. 尽

管少数声线穿过了  的不稳定区域, 但经过的

区域较小, 且截面曲率接近于 0, 声线的发散速率

不大, 故所有声线均产生了焦散点, 且形成焦散点

的时间间隔符合上文分析. 同时, 随着声线的传播,

雅可比场的极大值不断增大, 说明声线束的几何扩

展损失增大, 声场能量损耗增大.

 4.2    地球曲率对深海会聚区位置和宽度的
影响效应

利用几何扩展损失的计算公式 (14)式和 (19)式

可得, 不考虑地球曲率时几何扩展损失的最大值

为 113.3 dB, 考虑地球曲率后几何扩展损失的最

大值为 113.8 dB. 根据第 3节提出的深海会聚区

几何模型, 得到远程传播弯曲声道中 (二维情形)

的声线轨迹、焦散点以及会聚区位置, 如图 4.

从图 4可以看出, 焦散点主要集中在声线的上

反转点和下反转点位置, 这说明在近海面处和深海
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Y1(t)图 3    660 s内所选 50根声线的雅可比场  

Y1(t)Fig. 3. Jacobi field    of 50 sound lines in 660 s.
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图 4    弯曲声道中的声线、会聚区和焦散点　(a) 全图; (b) 细节图

Fig. 4. Ray, convergence zone and caustics in curved sound channel: (a) Full picture; (b) details picture. 
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大深度处均会产生明显的会聚区效应, 且会聚区的

边界存在焦散线, 符合会聚区的物理特征, 说明本

文给出的会聚区计算方法是合理的.

为了便于分析地球曲率的影响, 本文在深度-

距离坐标系中计算了考虑地球曲率前后声线、焦散

线和会聚区的位置 (所选参数不变), 见图 5和图 6.

从图 5和图 6可以看出, 考虑地球曲率前后近海面

和深海大深度处都出现了明显的焦散现象, 0º掠射

角声线的反转点附近出现了 3条焦散线 (图 5), 这

与前文的理论分析吻合. 因此, 考虑地球曲率前后

在近海面 (30—200 m)和深海大深度处 (考虑地球

曲率前约为 3700—4610 m, 考虑地球曲率后约为

3660—4560 m)均存在明显的会聚区效应, 1000 km

距离内产生了 16个会聚区 (图 6).
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图 5    考虑地球曲率前后的声线和焦散线　(a) 全图; (b) 上反转点焦散线; (c) 下反转点焦散线

Fig. 5. Rays  and  caustics  before  and  after  considering  the  earth  curvature:  (a)  Full  picture;  (b)  upper  turning  point  caustics;

(c) lower turning point caustics. 
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Fig. 6. Rays and convergence zones before and after considering the earth curvature. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 4 (2023)    044301

044301-8



从图 5和图 6可以看出, 考虑地球曲率后声线

整体向声源方向移动, 焦散点和会聚区也随之移

动. 仍以 0º声线反转点作为会聚区位置的参考点,

发现上、下反转点会聚区的传播距离均有所减小.

随着传播距离的增大, 会聚区前移距离近似线性增

长 (图 7).
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图 7    考虑地球曲率后会聚区偏移的距离

Fig. 7. Movement of the convergence zone after considering

the earth curvature.
 

第 4个上反转点会聚区 (传播距离约为 232 km)

约前移 2.5 km、下反转点会聚区 (传播距离约为

204 km)约前移 2.3 km, 第 9个上反转点会聚区

(传播距离约为 524 km)约前移 5.5 km、下反转点

会聚区 (传播距离约为 495 km)约前移 5.4 km,

第 16个上反转点会聚区 (传播距离约为 932 km)

约前移 9.6 km、下反转点会聚区 (传播距离约为

902 km)约前移 9.7 km, 见表 2. 此外, 考虑地球曲

率后上反转点会聚区的深度变化不大, 下反转点会

聚区的深度变浅, 约变浅 42 m. 产生差异的根本原

因是水声场射线几何拓扑结构的改变.

应当指出, 现有研究 [16,17] 均是采用环境参数

修正的方法考虑地球曲率的影响, 考虑到球面与平

面存在本质不同, 即无等距映射, 因而将问题先转

化为欧氏空间计算、再加以曲率修正的方法, 客观

上将存在一定的误差. 本文通过直接在弯曲底流形

上建模, 避免了曲率修正带来的误差.

Y1

r̂ r̂

|Y1|
r̂

以 0º掠射角声线反转点的间距作为会聚区的

距离, 仿真结果显示地球曲率修正前会聚区距离约

为 58.15—58.34 km, 地球曲率修正后会聚区距离

有所增大, 约为 58.82—58.87 km. 基于已经得到

的会聚区位置, 本文分别计算了 200和 4000 m接

收深度处会聚区的宽度 (定义见第 3节), 见图 8.

从图 8可以看出, Munk声速剖面近海面处的会聚

区宽度随声传播呈现先变大后变小的现象, 最大

约 20 km, 最小约 4 km. 与图 6中呈现的会聚区结

果相吻合. 会聚区的宽度受 Jaocbi场   和传播距

离   的共同制约 ((21)式), 当传播距离   较小时,

雅可比场   的极大值也较小 (图 3), 会聚区条件

(21)式容易满足, 会聚区较宽; 当传播距离   较大

表 2    考虑地球曲率后会聚区向声源方向前移距离
Table 2.    Distance of convergence zone moving forward towards sound source after considering the earth curvature.

第4个会聚区 第9个会聚区 第16个会聚区

上反转点会聚区前移距离/km 2.5 5.5 9.6

下反转点会聚区前移距离/km 2.3 5.4 9.7
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图 8    不同接收深度处考虑地球曲率和不考虑地球曲率的会聚区宽度　(a) 200 m; (b) 4000 m

Fig. 8. The  width  of  convergence  zone  considering  and  not  considering  earth  curvature  at  the  two  different  receiver  depths:

(a) 200 m; (b) 4000 m. 
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|Y1|
|Y1|

时, 雅可比场   的极大值较大 (图 3), 由 (21)式

可以看出, 雅可比场  较小时才可满足会聚区条件,

此时会聚区的宽度变窄.

 4.3    声传播损失阈值对深海会聚区的影响
分析

β

β

β

β = 25

β = 20 β = 15

当会聚区几何扩展损失的阈值  改变时, 会聚

区的宽度也随之改变, 如图 9. 从图 9可以看出,  

越大, 会聚区声线的聚焦效果越强, 会聚区的声强

越大, 但会聚区的宽度减小.   变小, 会聚区的宽度

变大, 但会聚区内的声强变弱. 当    dB时,

200 m接收深度处第 7个上反转点会聚区的宽度

约 7 km,     dB时约 9 km,     dB时达

到 30 km.

图 10给出了声源深度为 150和 300 m, 其他

参数不变时考虑地球曲率影响后的焦散线和会聚

区位置. 可以看出此时仍会形成明显的上、下反转

点会聚区, 声源越深, 上反转点会聚区的深度越深,

下反转点会聚区的深度越浅. 声源深度为 150 m

时上反转点会聚区的深度约为 20—150 m, 下反转

点会聚区的深度约为 3890—4700 m. 300 m时上

反转点会聚区的深度约为 100—300 m, 下反转点

会聚区的深度约为 3260—4150 m.

 4.4    黎曼几何模型与简正波方法的对比验证

为验证本文结果的正确性, 本文使用未考虑地

球曲率的经典简正波理论对会聚区进行了预报. 定

义上下反转区域内声传播损失小于最大损失 40 dB

的区域为会聚区, 图 11给出了环境参数保持不变

时, 使用简正波声场模型 (Kraken)计算的 Munk

声速剖面声传播损失及会聚区仿真结果.

从图 11可以看出, 在均不考虑地球曲率影响

的情况下, 使用简正波方法预报的会聚区的距离、

宽度等特征与本文黎曼几何建模计算结果一致, 可

以从侧面验证本文会聚区黎曼几何模型的有效性.

此外, 本文通过共轭点、雅可比场、截面曲率等几
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何概念建立会聚区模型, 给出了可自然考虑地球曲

率效应的会聚区精确计算方法, 在黎曼几何框架下

揭示了深海会聚区的数学物理机理, 相比难以直接

考虑地球曲率效应的经典水声建模理论具有明显

的优势.

 5   结论与展望

本文将地球曲率的影响考虑在内, 基于水声射

线建模的黎曼几何理论描述建立了深海远程声传

播射线模型, 分析了形成会聚区的物理机理, 给出

了会聚区的黎曼几何描述. 主要结论如下:

1) 在弯曲球体流形上直接建立深海会聚区几

何模型, 可自然地考虑地球曲率效应; 结合深海会

聚区物理特性分析, 给出其黎曼几何描述, 初步建

立了深海会聚区的黎曼几何学概念.

2) 本文的考虑地球曲率的会聚区黎曼几何模

型具有精确性特征, 相比间接修正类方法而言, 避

免了参数修正带来的误差; 考虑地球曲率后的截面

曲率增加了一个附加项, 本质上改变了水声射线拓

扑结构, 对会聚区产生实质影响.

3) 采用 Munk声速剖面的会聚区黎曼几何模

型仿真计算显示, 近海面处的会聚区宽度随声传播

呈现先增大后减小的现象, 最大约 20 km, 最小约

4 km. 同时, 考虑地球曲率影响后声线、焦散点和

会聚区均向声源方向前移. 传播距离越大, 会聚区

前移的距离也越大. 声源和接收深度均为 200 m

时, 第 16个上反转点会聚区 (传播距离 932 km)

约前移 9.6 km.

本文选择深海会聚区远程声传播作为研究对

象, 是非欧几何在水声学应用研究的初步探索. 后

续还有很多工作有待深入开展: 1)本文仅考虑地

球曲率恒定时的深海远距离会聚区传播. 对实际两

极稍扁、赤道略鼓的不规则真实地球而言, 需要研

究考虑真实地球模型的黎曼几何会聚区建模 ;

2)考虑更多真实海洋环境复杂因素的黎曼几何水

声建模研究与应用, 如同时考虑地球曲率和海流偏

转效应、基于伪黎曼流形的时变大范围声场传播建

模, 表面声道远程声传播机理等.

感谢宋君强院士对该研究探索的鼓励和支持, 黄思训

教授、梁湘三教授审阅了论文初稿, 特致谢忱.
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Abstract

ĉ(l)ĉ′(l)/l

Convergence-zone (CZ) sound propagation is one of the most important hydro-acoustic phenomena in the

deep ocean,  which allows the acoustic  signals  with high intensity and low distortion to realize  the long-range

transmission.  Accurate  prediction  and  identification  of  CZ  is  of  great  significance  in  implementing  remote

detection or communication, but there is  still  no standard definition in the sense of  mathematical  physics for

convergence zone. Especially for the issue of systematic error of computation introduced by the earth curvature,

there is  no exact  propagation model.  The curvature-correction methods always lead to the imprecision of  the

ray  phase.  In  previous  research  work,  we  realized  that  the  Riemannian  geometric  meaning  of  the  caustics

phenomena caused by ray convergence is that the caustic points are equivalent to the conjugate points, which

form  on  geodesics  with  positive  section  curvature.  In  this  work,  we  present  a  spherical  layered  acoustic  ray

propagation model for CZ based on the Riemannian geometric theory. With direct computation in the curved

manifolds of the earth , a Riemannian geometric description of CZ is provided for the first time, on the basis of

comprehensive  analysis  about  its  characteristics.  And  it  shows  that  the  mathematical  expression  of  section

curvature adds an additional item     after considering the earth curvature, which reflects the influence

of the earth curvature on the ray topology and CZ. By means of Jacobi field theory of Riemannian geometry,

computational  rule  and  method  of  the  location  and  distance  of  CZ  in  deep  water  are  proposed.  Taking  the

typical Munk sound velocity profile for example, the new Riemannian geometric model of CZ is compared with

the  normal  mode  and  curvature-correction  method.  Simulation  and  analysis  show  that  the  Riemannian

geometric  model  of  CZ given  in  this  paper  is  a  mathematical  form naturally  considering  the  earth  curvature

with  theoretical  accuracy,  which  lays  more  solid  scientific  foundations  for  the  study  of  convergence  zone.

Moreover, we find that the location of CZ moves towards sound source when the earth curvature is considered,

and the width of CZ near the sea surface first increases and then decreases with sound propagation proceeding.

The maximum width is about 20 km and the minimum is about 4 km.

Keywords: earth curvature, Jacobi field, sound propagation in deep ocean, ray model, convergence zone
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