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量子信息与人工智能是近年来的两个前沿研究领域, 取得了诸多改变传统科学的进展, 实现这两个领域

的交叉融合成为科学家关注的热点问题. 尽管学者们在这方面已进行了许多探索, 借助它们模拟开放多体量

子系统的稳态和动力学性质, 但是量子混合态的神经网络的精确表示问题仍待研究. 本文致力于量子混合态

的神经网络表示问题. 借助两种神经网络架构, 构建了具有一般输入可观测量的神经网络量子混合拟态 (NNQMVS)

与神经网络量子混合态 (NNQMS), 分别探讨了它们的性质, 得到了张量积运算、局部酉运算下 NNQMVS与

NNQMS的相关结论 . 为了量化给定混合态分别由规范化的 NNQMVS与 NNQMS逼近的能力 , 分别定义了

它由规范化 NNQMVS 与 NNQMS逼近的最佳逼近度 , 给出了一般混合态能被规范化的 NNQMVS与

NNQMS表示的充要条件, 并探究了能用这两种神经网络架构表示的混合态的类型, 给出了相应的神经网络

表示.
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 1   引　言

机器学习已成为一种应用广泛的强大工具 [1],

并在人工智能领域掀起革命, 围绕机器学习展开的

一系列研发和应用正在为各个领域带来新的变化.

近年来, 研究者们发现了越来越多的基础物理学与

人工智能之间的联系. 首先, 深度学习与物理系统

存在本质上的对应关系; 其次, 机器学习是一种对

复杂问题近似求解比传统数值模拟更有效的方法.

这种有效性让人们开始思考物理与机器学习更深

层次的联系.

借用机器学习理论与思想攻击量子多体问题

受到量子信息学家的高度关注 [2,3]. 量子多体问题

的难点主要来源于 Hilbert空间维数的指数增长.

为了克服该“指数墙”困难, 经常使用张量网络方法 [4−6]

和量子蒙特卡罗 (QMC)模拟 [7]. 然而, QMC方法

存在符号问题 [8]; 张量网络方法很难处理高维系统 [9]

或具有复杂量子纠缠 [10] 的系统. 这些问题迫切需

要寻求新的方法.

2017年 2月, Carleo和 Troyer[11] 首次将机器

学习技术应用于求解量子多体问题, 他们借助受限

制的玻尔兹曼机 (RBM) 为架构的神经网络模型

打造了一款用来破解量子物理中最复杂难题的神

经网络. Carleo和 Troyer[11] 考虑两个典型的自旋

模型的基态问题, 即神经网络学习系统基态是什

么? 他们惊奇地发现: 神经网络仅用较小的存储器

就能得到基态, 完胜其他竞争技术; 还能通过增加
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隐藏偏差和权重数量, 改善神经网络预测精度; 实

验论证了机器学习方法远胜于其他数值模拟方法.

程嵩等 [12] 研究指出, 从量子纠缠的视角来审视深

度学习, 或许有助于反过来理解和解决一些深度学

习中的问题. 蔡子 [13] 介绍了近年来异常火热的人

工神经网络方法和机器学习方法, 讨论了机器学习

方法对于解决量子多体物理中“指数墙”困难的可

能的潜在意义. 文献 [2]总结了该交叉领域的研究

进展和未来展望, 该文章认为目前学术界在量子机

器学习领域主要涉及两方面的研究: 一方面是借助

量子力学的相干叠加或者纠缠等特性, 实现优于经

典算法的量子机器学习算法, 如量子版本的 PCA

和 SVM算法, 以及能有效解决线性方程组求解的

HHL算法等; 另一方面, 将难以解决的量子物理问

题对应到经典人工智能算法, 提供有效的信息提取

和分类, 这已在理论上成功用于研究相变、多体物

理等问题, 但由于调控技术限制, 罕有实验方面的

研究. 文献 [14]提出一种全新的理论模型, 将量子

力学中 Bell不等式测量参数对应于人工智能网络,

成功简化了传统上被认为是一项资源消耗度较高

的量子态分类问题, 只需少量投影测量即可判定量

子态的纠缠性质. 文献 [15]首次从实验上演示了机

器学习算法用于解决量子信息难题, 标志着机器学

习与量子信息的深度交叉, 向发展各种衍生技术迈

出了重要一步. 文献 [16]介绍了如何利用量子神经

网络技术来检测纠缠, 他们分别应用离散变量和连

续变量量子神经网络模型求解可分性问题, 证明了

这种深度量子神经网络的能力和适应性. Deng等 [17]

发现某些拓扑状量子态可以用人工神经网络来表

示. 随后, 他对神经网络量子态中的量子纠缠特性

进行了研究 [18], 并在文献 [19]中采用机器学习技

术探测量子多体系统中的 Bell 非局域性. Gao等 [20]

证明了深层神经网络可以有效地表示大多数量子

态, 而 RBM可以有效地表示一类具有奇异拓扑顺

序的多体纠缠态 [21], 还提出了量子生成模型 [22], 这

是量子学习算法理论方面的一个突破. Carleo等 [23]

提出了表示一类多体晶格哈密尔顿量精确基态的

人工神经网络 .  Glasserz和  Pancotti[24] 证明了

RBM神经网络量子态与某些张量网络态间存在着

联系. Jia等 [25] 阐述了神经网络量子态的方法与应

用. 文献 [26]在超导系统中首次实验实现了量子生

成对抗学习, 展示了量子器件在人工智能领域中的

可行性及巨大潜力. 文献 [27]从数学角度构建了具

有一般输入的神经网络量子纯态, 并探讨了其相关

性质以及表示问题, 给出了某些 N比特态的神经

网络表示. 机器学习和量子物理之间的相互作用也

将促进了这两个领域的快速发展 [28−34]. 在很多学

者的努力下, 神经网络量子纯态被推广到混合态.

文献 [35] 参数化了一个基于受限玻尔兹曼机的密

度矩阵, 并使用它对纠缠光子的一些典型态进行断

层扫描. 文献 [36]采用神经网络表示了多体量子混

合态, 并推导了它们的时间演化和稳态的变分蒙特

卡罗算法, 用一个耗散自旋晶格系统的数值例子证

明了该方法的准确性. 文献 [37]提出了一种通过神

经网络变分方法来确定开放量子晶格系统的稳态.

文献 [38]提出了一种基于神经网络的变分方法来

有效模拟开放量子系统的非平衡稳态. 文献 [39]

提出了一种基于神经网络量子态的方案来模拟开

放量子多体系统的稳态. 尽管有了上述令人兴奋的

成果, 但是很少有人关注神经网络的精确表示问

题. 对这个问题的研究将有助于机器学习技术在量

子物理中的应用. 相反, 这个研究也可能为理解某

些机器学习算法为何如此强大提供有价值的见解.

本文重点探讨量子混合态的神经网络表示问

题. 首先构建具有一般输入可观测量的神经网络量

子混合拟态 (NNQMVS)与神经网络量子混合态

(NNQMS). 然后, 探讨它们的相关性质, 如张量

积、局部酉运算等. 最后, 为了量化给定混合态由

规范化 NNQMVS与 NNQMS逼近的程度, 定义

r 由规范化 NNQMVS与 NNQMS逼近的最佳逼

近度, 给出一般量子混合态能被规范化 NNQMVS

与 NNQMS表示的充要条件, 并探究一些特殊混

合态的神经网络表示.

 2   神经网络量子混合拟态

Q1, Q2, · · · , QN

H1,H2, · · · ,HN d1, d2, · · · ,
dN Q1, Q2, · · · , QN

H := H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗ HN z∗

CM×N M ×N

设  为 N个量子系统, 它们的态

空间分别为  , 维数分别为 

 . 考虑   的复合系统 Q, 其态空间

为   . 本文用   表示复数

z的共轭, 用   表示全体   复矩阵之集.

S1, S2, · · · , SN Q1, Q2, · · · ,
QN S=S1 ⊗ S2 ⊗ · · · ⊗ SN

H
Sj

{λkj
}dj−1
kj=0 {|ψkj

⟩}dj−1
kj=0 Sj |ψkj ⟩ = λkj |ψkj ⟩(kj =

0, 1, 2， · · · , dj − 1). S = S1 ⊗ S2 ⊗ · · · ⊗ SN

假设   分别为系统  

 上的非退化可观测量, 易知 

为复合系统 Q 上的可观测量, 显然它是   上的自

伴算子. 若自伴算子   的特征值与特征基分别为

 ,   , 则  

   易 知  

的特征值与特征基分别为
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λk1
λk2

· · ·λkN
, |ψk1

⟩ ⊗ |ψk2
⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN

⟩,

kj = 0, 1, 2, · · · , dj − 1其中  . 记: 

V (S, S) =
{
Λk1k2···kN ,k′

1k
′
2···k′

N
≡
(
λk1

, λk2
, · · · , λkN

, λk′
1
, λk′

2
, · · · , λk′

N

)T
: kj , k

′
j = 0, 1, 2, · · · , dj − 1

}
,

称为输入空间. 对于参数 

a = (a1, a2)T = (a11, a
1
2, · · · , a1N , a21, a22, · · · , a2N )T ∈ C2N , b = (b1, b2, · · · , bM )T ∈ CM ,

 

W =
(
W 1 W 2

)
∈ CM×2N , W 1 ∈ CM×N , W 2 ∈ CM×N ,

Ω = (a, b,W )记  并定义 

ρS,Ω(λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)

=
∑

hi=±1

exp

 N∑
j=1

a1jλkj
+

N∑
j=1

a2jλk′
j
+

M∑
i=1

bihi +

M∑
i=1

N∑
j=1

W 1
ijhiλkj

+
M∑
i=1

N∑
j=1

W 2
ijhiλk′

j

 . (1)

ρS,Ω(λk1 , λk2 , · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
) Λk1k2···kN ,k′

1k
′
2···k′

N
显然,    是输入变量为  的复值函数, 称为神经网络

量子波函数 (NNQWF). 进而定义: 

ρS,Ω =
∑

Λk1···kN ,k′
1···k′

N
∈V (S,S)

ρS,Ω(λk1
, · · · , λkN

, λk′
1
, · · · , λk′

N
)|ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN
⟩⟨ψk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ψk′

N
|, (2)

H ρS,Ω 1

ρ
(n)
S,Ω =

√
ρS,Ω†ρS,Ω ρ

(n)
S,Ω ρS,Ω ⩾ 0 ρ

(n)
S,Ω = ρS,Ω ρS,Ω

Ω = (a, b,W ) 2N

它是 Hilbert空间   上的算子. 一般地, 算子   未必是半正定的、未必迹为   . 那么当它非半正定时, 令

 , 则   为半正定算子. 显然, 当    时, 有   . 称算子    为由参数

  和输入可观测量 S诱导的神经网络量子混合拟态 (NNQMVS), 它可由一个具有  个可视人

工神经元 (蓝色圆盘)和M 个隐藏神经元 (黄色圆盘)的受限制的玻尔兹曼机 (见图 1)生成或表示.

借助内积运算可得: 

N∑
j=1

a1jλkj
+

N∑
j=1

a2jλk′
j
+

M∑
i=1

bihi +

M∑
i=1

N∑
j=1

W 1
ijhiλkj

+

M∑
i=1

N∑
j=1

W 2
ijhiλk′

j

= ⟨Λk1k2···kN ,k′
1k

′
2···k′

N
, a⟩+ ⟨h, b+WΛk1k2···kN ,k′

1k
′
2···k′

N
⟩,

h = (h1, h2, · · · , hM )T其中  . 于是, (1)式具有下列紧凑的形式: 

ρS,Ω(λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
) = e⟨Λk1k2···kN ,k′

1k′
2···k′

N
,a⟩ ∑

hi=±1

e⟨h,b+WΛk1k2···kN ,k′
1k′

2···k′
N
⟩
.

下面给出 (1)式的另一种形式. 首先, 计算可得 

e⟨Λk1k2···kN ,k′
1k′

2···k′
N
,a⟩

= e
N∑

j=1
a1
jλkj

+
N∑

j=1
a2
jλk′

j =
∏N

j=1
e
a1
jλkj

+a2
jλk′

j .

 

……

… ………

 1

1

 1

2  1


 1



 2



 2



 2

  2



1 2      

1 2 3  

图 1    NNQMVS相匹配的人工神经网络

Fig. 1. Artificial neural network encoding an NNQMVS. 
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xi = bi +
∑N

j=1
W 1

ijλkj
+
∑N

j=1
W 2

ijλk′
j

令  , 则
 

∑
hi=±1

e⟨h,b+WΛk1k2···kN ,k′
1k′

2···k′
N
⟩
=

∑
hi=±1

e

M∑
i=1

hi

(
bi+

N∑
j=1

W 1
ijλkj

+
N∑

j=1
W 2

ijλk′
j

)
=
∑

hi=±1

M∏
i=1

exihi =

M∏
i=1

2 cosh(xi).

于是, NNQWF可以简化为 

ρS,Ω(λk1 , λk2 , · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
) =

N∏
j=1

e
a1
jλkj

+a2
jλk′

j ·
M∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

W 1
ijλkj +

N∑
j=1

W 2
ijλk′

j

 . (3)

a = 0, 2 cosh(z) =

ez + e−z
∑

bi

∏神经网络量子混合拟态可以用下面的“量子人工神经网络”来描述, 见图 2, 其中  

 ,   为求和函数,   为求积函数:
  ∑

bi
(x1, x2, · · · , xN , x′1, x′2, · · · , x′N ) = bi +

∑N

j=1
xj +

∑N

j=1
x′j ,

  ∏
(y1, y2, · · · , yM ) =

∏M

i=1
yi,

且最终输出结果由 (3)式给出.

因为这个网络输入的是量子可观测量的特征值, 输出的是 NNQWF的值, 且网络结构与通常的人工神

经网络非常相似, 将此网络称为 NNQMVS对应的量子人工神经网络.

NNQMVS下面给出几类特殊的  .

S = σz
1 ⊗ σz

2 ⊗ · · · ⊗ σz
N情形 1　当   时, 有 

λkj
=

{
1, kj = 0

−1, kj = 1
, |ψkj

⟩ =

{
|0⟩, kj = 0

|1⟩, kj = 1
(1 ⩽ j ⩽ N),

V (S, S) = {1,−1}2N此时,   .

此情形下, NNQMVS (2)式变为 

ρS,Ω =
∑

Λk1···kN ,k′
1···k′

N
∈{1,−1}2N

ρS,Ω(λk1
, · · · , λkN

, λk′
1
, · · · , λk′

N
)|ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN
⟩⟨ψk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ψk′

N
|,

将这种 NNQMVS称为自旋 z NNQMVS.

 

1
1

















…

…

…

… …

… …
…

…





S1 2cosh

2cosh

P

2cosh

2cosh

S2

S

S

(1, ⋯,  , , ⋯,  )


1


 1



1



2



2


Ω = (0, b,W )图 2    含参数   的 NNQMVS对应的量子人工神经网络

Ω = (0, b,W )Fig. 2. Quantum artificial neural network of NNQMVS with parameter   .
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情形 2　神经网络量子纯态.

ρS,Ω当下列情形 1)或 2)之一成立时,   为神经

网络量子纯态.

M = 2M ′1)   . 此时, 令 

a2 =
(
a1
)∗
, bi = (bi−M ′)

∗
(i =M ′+1,M ′+2, · · · ,M),

 

W 1
ij = 0 (i =M ′+1,M ′+2, · · · ,M ; j = 1, 2, · · · , N),

 

W 2
ij = 0 (i = 1, 2, · · · ,M ′; i = 1, 2, · · · , N),

 

W 2
ij = (W 1

(i−M ′)j)
∗
(i =M ′ + 1,M ′ + 2, · · · ,M ;

j=1, 2, · · · , N),

ρS,Ω = |ψ⟩⟨ψ|则   , 其中 

|ψ⟩ =
N∏
j=1

ea
1
jλkj ·

M ′∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

W 1
ijλkj


× |ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN
⟩.

ρS,Ω可见,   为神经网络量子纯态 [27].

M ′ ⩽M/2 a2 =
(
a1
)∗

2)   . 此时, 令   ,
 

bi =
(
bi−(M−M ′)

)∗
(i =M−M ′+1,M−M ′+2, · · · ,M),

 

bi =
πi
3

(i =M ′ + 1,M ′ + 2, · · · ,M −M ′),
 

W 1
ij = 0 (i =M ′+1,M ′+2, · · · ,M ; j = 1, 2, · · · , N),

 

W 2
ij = 0 (i = 1, 2, · · · ,M −M ′; j = 1, 2, · · · , N),

 

W 2
ij =

(
W 1

(i−(M−M ′))j

)∗
(i =M −M ′ + 1, · · · ,M ;

j = 1, 2, · · · , N),

ρS,Ω = |ψ⟩⟨ψ|则   , 其中 

|ψ⟩ =
N∏
j=1

ea
1
jλkj ·

M ′∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

W 1
ijλkj


× |ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN
⟩.

ρS,Ω此时,   也为神经网络量子纯态 [27].

|ψ⟩容易看出,    是文献 [27]给出的神经网络量

子纯态的形式, 当网络参数取值特殊的时候, 神经

网络量子混合拟态就变成了神经网络量子纯态, 这

也说明神经网络量子混合拟态是神经网络量子纯

态的推广. 虽然这里构造的 NNQMVS未必是半正

定的矩阵, 但是, 当参数选取特殊时, 可以成为半

正定矩阵. 因此, 这样的构建具有一定的合理性.

情形 3　特别地, 令 

a2=(a1)
∗
, bi=(bi)

∗
(i = 1, 2, · · · ,M),

W 2=(W 1)
∗
, (4)

ρS,Ω则   是自伴的, 将这种 NNQMVS称为对偶的

NNQMVS.

令 

a2=(a1)
∗
, bi=−(bi)

∗
(i = 1, 2, · · · ,M),

W 2=−(W 1)
∗
, (5)

ρS,Ω则  也是自伴的, 将这种 NNQMVS称为反对偶

的 NNQMVS.

下面探讨神经网络量子混合拟态的性质. 由神

经网络量子混合拟态的定义, 可以得到下面的事实.

M ′ > M Ω = (a, b,W )

a ∈C2N , b ∈ CM ,W ∈ CM×2N

注 1    当   时 , 对给定参数  

且    , 定义: 

b̂ =



πi
3

πi
3
...
πi
3


∈ CM ′−M , b′ =

(
b

b̂

)
∈ CM ′

,

 

W ′ =

(
W

Ŵ

)
=

(
W 1 W 2

Ŵ 1 Ŵ 2

)
=

(
W 1 W 2

0 0

)

=
(
W ′1 W ′2 ) ∈ CM ′×2N .

Ω′ = (a, b′,W ′)于是可得到一个新的参数  , 满足： 

b′i = bi (i = 1, 2, · · · ,M),

b′i =
πi
3

(i =M + 1, N + 2, · · · ,M ′),
 

W ′
ij =Wij (1 ⩽ i ⩽M, 1 ⩽ j ⩽ 2N),

 

W ′
ij = 0 (i =M+1,M+2, · · · ,M ; j = 1, 2, · · · , 2N).

i =M + 1, N + 2, · · · ,M ′容易看出: 当  时, 有 

2 cosh

b′i + N∑
j=1

Ŵ 1
ijλkj +

N∑
j=1

Ŵ 2
ijλk′

j

= 2 cosh
πi
3

= 1.

从而 

M ′∏
i=1

2 cosh

b′i + N∑
j=1

W ′1
ij λkj +

N∑
j=1

W ′2
ij λk′

j



=

M∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

W 1
ijλkj

+

N∑
j=1

W 2
ijλk′

j

 .
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这表明
 

ρS,Ω′(λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)

= ρS,Ω(λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
).

Ω′ NNQMVS于是, 参数  与 W 定义了相同的  .

NNQMVS NNQMVS

由此可见, 在一个已有的神经网络上增加隐层

神经元的个数, 并适当的选取增加的网络参数, 得

到的新的   和之前的   是一样的.

进一步可知, 神经网络量子混合拟态相匹配的人工

神经网络不唯一.

于是, 可以得到下面的结论.

命题 1    神经网络量子混合拟态相匹配的人工神

经网络不唯一.

探讨NNQMVS的张量积, 可以得到如下的结论.

ρ′S′,Ω′ ρ′′S′′,Ω′′ NNQMVS命题 2   如果  和   都是  , 参数

分别为
 

{
S′ = S′

1 ⊗ · · · ⊗ S′
N ′ , Ω′ = (a′, b′,W ′),

S′′ = S′′
1 ⊗ · · · ⊗ S′′

N ′′ , Ω′′ = (a′′, b′′,W ′′).

ρ′S′,Ω′ ⊗ ρ′′S′′,Ω′′ NNQMVSρS,Ω那么   也是一个   , 其参

数为 

S = S′ ⊗ S′′, N = N ′ +N ′′,

M =M ′ +M ′′, Ω = (a, b,W ),
 

a =

(
a1

a2

)
=


a′1

a′′1

a′2

a′′2

 , b =

(
b′

b′′

)
,

 

W =

 W ′1
M ′×N ′ 0 W ′2

M ′×N ′ 0

0 W ′′1
M ′′×N ′′ 0 W ′′2

M ′′×N ′′


=
(
W 1 W 2

)
.

ρ′S′,Ω′ ρ′′S′′,Ω′′证明    因为   和   都为NNQMVS, 所以:
 

 

ρ′S′,Ω′ =
∑

Λk1···k
N′ ,k′

1···k′
N′

∈V (S′,S′)

ρ′S′,Ω′(λk1
, λk2

, · · · , λkN′ , λk′
1
, λk′

2
, · · · , λk′

N′
)|ψk1

⟩

⊗ |ψk2
⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN′ ⟩⟨ψk′

1
| ⊗ ⟨ψk′

2
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ψk′

N′
|,

 

ρ′′S′′,Ω′′ =
∑

Λm1···m
N′′ ,m′

1···m′
N′′

∈V (S′′,S′′)

ρ′′S′′,Ω′′(µm1
, · · · , µmN′′ , µm′

1
, · · · , µm′

N′′
)|ϕm1

⟩

⊗ |ϕm2
⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕmN′′ ⟩⟨ϕm′

1
| ⊗ ⟨ϕm′

2
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ϕm′

N′′
|.

S = S′ ⊗ S′′, N = N ′ +N ′′, M =M ′ +M ′′, Ω = (a, b,W ),令 

其中 

a=

(
a1

a2

)
=


a′1

a′′1

a′2

a′′2

 , b=

(
b′

b′′

)
, W =

 W ′1
M ′×N ′ 0 W ′2

M ′×N ′ 0

0 W ′′1
M ′′×N ′′ 0 W ′′2

M ′′×N ′′

=
(
W 1 W 2

)
,

 

(ξl1 , ξl2 , · · · , ξlN , ξl′1 , ξl′2 , · · · , ξl′N ) = (λk1
, · · · , λkN′ , µm1

, · · · , µmN′′ , λk′
1
, · · · , λk′

N′
, µm′

1
, · · · , µm′

N′′
),

则 

ρ′S′,Ω′(λk1
, λk2

, · · · , λkN′ , λk′
1
, λk′

2
, · · · , λk′

N′
) · ρ′′S′′,Ω′′(µm1

, µm2
, · · · , µmN′′ , µm′

1
, µm′

2
, · · · , µm′

N′′
)

=

N ′∏
j=1

e
a′1
j λkj

+a′2
j λk′

j ·
M ′∏
i=1

2 cosh

b′i + N ′∑
j=1

W ′1
ij λkj

+

N ′∑
j=1

W ′2
ij λk′

j

 ·
N ′′∏
j=1

e
a′′1
j µmj

+a′′2
j µm′

j

×
M ′′∏
i=1

2 cosh

b′′i +

N ′′∑
j=1

W ′′1
ij µmj +

N ′′∑
j=1

W ′′2
ij µm′

j



=

 N∏
j=1

e
a1
jξlj+a2

jξl′
j

 ·

 M∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

W 1
ijξlj +

N∑
j=1

W 2
ijξl′j

 = ρS,Ω(ξl1 , ξl2 , · · · , ξlN , ξl′1 , ξl′2 , · · · , ξl′N ),
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再令 

|ξli⟩ =

{
|ψki⟩, i ∈ {1, 2, · · · , N ′}

|ϕmi−N′ ⟩, i ∈ {N ′ + 1, N ′ + 2, · · · , N}

可得 

ρ′S′,Ω′ ⊗ ρ′′S′′,Ω′′

=
∑

Λk1···k
N′ ,k′

1···k′
N′

∈V (S′,S′)

ρ′S′,Ω′(λk1
, · · · , λkN′ , λk′

1
, · · · , λk′

N′
)

×
∑

Λm1···m
N′′ ,m′

1···m′
N′′

∈V (S′′,S′′)

ρ′′S′′,Ω′′(µm1
, · · · , µmN′′ , µm′

1
, · · · , µm′

N′′
)|ψk1

⟩ ⊗ · · ·

⊗ |ψkN′ ⟩ ⊗ |ϕm1
⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕmN′′ ⟩⟨ψk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ψk′

N′
| ⊗ ⟨ϕm′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ϕm′

N′′
|

=
∑

Λl1···lN ,l′1···l′
N
∈V (S,S)

ρS,Ω(ξl1 , · · · , ξlN , ξl′1 , · · · , ξl′N )|φl1⟩ ⊗ · · · ⊗ |φlN ⟩⟨φl1 | ⊗ · · · ⊗ ⟨φlN |=ρS,Ω ,

NNQMVS NNQMVS于是, 两个  的张量积也是一个  .

NNQMVS下面讨论局部酉操作对  的影响, 可得结论如下.

ρS,Ω U = U1⊗ U2 ⊗ · · · ⊗ UN H UρS,ΩU
† = ρUSU†,Ω ,

UρS,ΩU
† USU† ρS,Ω

命题 3    若  是一个 NNQMVS,     是  上的局域酉算子, 则  

即   也是一个 NNQMVS, 其输入可观测量为   、参数为 W, 且与    有相同的波函数 .

ρS,Ω NNQMVS H证明    因为  是一个  且 U是  上的局域酉算子, 计算可得: 

UρS,ΩU
† =

∑
Λk1k2···kN ,k′

1k′
2···k′

N
∈V (S,S)

ρS,Ω(λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)|U1ψk1

⟩ ⊗ · · ·

⊗ |UNψkN
⟩⟨U1ψk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨UNψk′

N
| =

∑
Λk1k2···kN ,k′

1k′
2···k′

N
∈V (USU†,USU†)

ρUSU†,Ω(λk1
, λk2

, · · · , λkN
,

λk′
1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)|ϕk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕkN
⟩⟨ϕk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ϕk′

N
| = ρUSU†,Ω ,

|ϕki⟩ = |Uiψki⟩, |ϕk′
i
⟩ = |Uiψk′

i
⟩ UiSiU

†
i

λki λk′
i

其中      是   对

应于特征值  与   的特征态, 因为
 

UiSiU
†
i |ϕki⟩ = UiSiU

†
i |Uiψki⟩ = UiSi|ψki⟩

= Ui(λki
|ψki

⟩) = λki
|ϕki

⟩,
 

UiSiU
†
i |ϕk′

i
⟩ = UiSiU

†
i |Uiψk′

i
⟩ = UiSi|ψk′

i
⟩

= Ui(λk′
i
|ψk′

i
⟩) = λk′

i
|ϕk′

i
⟩.

UρS,ΩU
† USU†

ρS,Ω

这反映了  是输入可观测量为  、参数

为 W 的 NNQMVS, 并且它与  有相同的波函数.

NNQMVS

NNQMVS

注 2   由命题 3可以看出, 如果两个混合态是局部

酉等价的, 并且能够给出其中一个态的  

表示, 那么另一个态的   表示可以由前者

得到.

 3   神经网络量子混合态

ρS,Ω

采用神经网络框架 (图 1)构建的神经网络量

子拟态  未必是半正定的, 下面借助纯化的思想

引入另一种神经网络框架.

R1, R2, · · · , RL

R := R1 ⊗R2 ⊗ · · · ⊗ RL

QR |ψ⟩ ρ = trR|ψ⟩⟨ψ|

|ψNNQS⟩

ρ = trR|ψNNQS⟩⟨ψNNQS|

F1, F2, · · · , FL R1, R2, · · · , RL

Fj

fj , |ϕj⟩ Fj |ϕj⟩ = fj |ϕj⟩ F = F1 ⊗ F2 ⊗ · · ·

⊗FL

为了构建量子系统 Q上的神经网络混合态, 借

助纯化的思想, 引入辅助系统 R, 它为 

的复合系统, 态空间为    .

将 Q上神经网络混合态 r 进行纯化, 得到联合系

统    上的纯态   , 使得   . 然后, 利

用纯态的神经网络表示  得到 r 的神经网络

混合态表示:   . 这一思想源于

文献 [25, 35, 37], 可称其为纯化表示法. 下面给出

更为一般的纯化表示法 , 具体做法如下 . 假设

 分别为系统  上的非退

化可观测量, 自伴算子  的特征值与特征基分别为

 , 则   . 易知 

 的特征值与特征基分别为
 

f1f2 · · · fL, |ϕ1⟩ ⊗ |ϕ2⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕL⟩.

|ψ⟩

|ψS⊗F,Θ⟩ |ψ⟩ = z|ψS⊗F,Θ⟩
设混合态 r 的纯化   的神经网络量子表示 [27] 为

 , 即  , 其中
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|ψS⊗F,Θ⟩ =
∑

λkj
,fp

ψS⊗F,Θ(λk1
, · · · , λkN

, f1, · · · , fL)|ψk1
⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN

⟩⊗|ϕ1⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕL⟩,

Θ = (a, b, c,W,U)  , 且 

ψS⊗F,Θ(λk1
, · · · , λkN

, , f1, · · · , fL)

=
∑

hi=±1

exp

 N∑
j=1

ajλkj
+

M∑
i=1

bihi +

L∑
p=1

cpfp +

M∑
i=1

N∑
j=1

hiWijλkj
+

L∑
p=1

N∑
j=1

fpUpjλkj

 .

定义 

ρS,Θ = trR(|ψS⊗F,Θ⟩⟨ψS⊗F,Θ|) =
∑

λkj
,λk′

j

ρS,Θ(λk1
, · · · , λkN

, λk′
1
, · · · , λk′

N
)|ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN
⟩⟨ψk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ψk′

N
|,

其中 

ρS,Θ(λk1
, · · · , λkN

, λk′
1
, · · · , λk′

N
) =

∑
fp

ψS⊗F,Θ(λk1
, · · · , λkN

, f1, · · · , fL)× ψS⊗F,Θ(λk′
1
, · · · , λk′

N
, f1, · · · , fL)∗.

(6)

ρS,Θ易见,   是半正定算子, 满足 

ρ = cρS,Θ, c = |z|2 = tr(ρS,Θ). (7)

ρS,Θ Θ = (a, b, c,W,U)称  为混合态 r 的、由参数  和输入可观测量 S诱导的神经网络量子混合态 (NNQMS).

相应的神经网络见图 3, 其是一个具有 2N个可视人工神经元 (蓝色圆盘)、2M个隐藏神经元 (黄色圆盘)和

L 个辅助神经元 (绿色圆盘)构成的深度神经网络.

计算可知, 

ρS,Θ(λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)

=
∑
fp

∑
hi=±1

∑
h′
i=±1

exp

 N∑
j=1

ajλkj
+

M∑
i=1

bihi +

L∑
p=1

cpfp +

N∑
j=1

a∗jλk′
j
+

M∑
i=1

b∗i h
′
i +

L∑
p=1

c∗pfp

+

M∑
i=1

N∑
j=1

hiWijλkj +

L∑
p=1

N∑
j=1

fpUpjλkj +

M∑
i=1

N∑
j=1

h′iW
∗
ijλk′

j
+

L∑
p=1

N∑
j=1

fpU
∗
pjλk′

j


= e

N∑
j=1

(ajλkj
+a∗

jλk′
j
) M∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

Wijλkj

 M∏
i=1

2 cosh

b∗i + N∑
j=1

W ∗
ijλk′

j



×
∑
fp

exp

 L∑
p=1

fp

cp + c∗p +

N∑
j=1

(Upjλkj + U∗
pjλk′

j
)

 . (8)

S = σz
1 ⊗ σz

2 ⊗ · · · ⊗ σz
N特别地, 当   时, 可得 

λkj
=

{
1, kj = 0;

− 1, kj = 1,
|ψkj

⟩ =

{
|0⟩, kj = 0;

|1⟩, kj = 1.
(1 ⩽ j ⩽ N).

F = σz
1 ⊗ σz

2 ⊗ · · · ⊗ σz
L当  时, 有 

fj =

{
1, |ϕj⟩ = |0⟩;

−1, |ϕj⟩ = |1⟩.

ρS,Θ此时, NNQMS  变为 

ρS,Θ =
∑

λkj
,λk′

j
=±1

ρS,Θ(λk1
, · · · , λkN

, λk′
1
, · · · , λk′

N
)|ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN
⟩⟨ψk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ψk′

N
|, (9)
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其中 

ρS,Θ(λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)

= e
N∑

j=1
(ajλkj

+a∗
jλk′

j
) M∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

Wijλkj

 M∏
i=1

2 cosh

b∗i + N∑
j=1

W ∗
ijλk′

j



×
L∏

p=1

2 cosh

cp + c∗p +

N∑
j=1

(Upjλkj
+ U∗

pjλk′
j
)

 . (10)

将这种 NNQMS称为自旋 z NNQMS.

σz
1 ⊗ σz

2 ⊗ · · · ⊗ σz
N

hi 0, 1 1,−1

这种特殊的 NNQMS与文献 [36, 38]中构建

的量子态类似. 而本工作构建的 NNQMS更具一

般性, 因为其输入可观测量 S可以随意选取, 未必

是   . 虽然文献 [25, 35, 37]中也

使用纯化的思想构建了神经网络对应的量子态, 但

是其利用神经网络分别表示被纯化后纯态波函数

的振幅和相位, 因此构建的量子态中涉及两个神经

网络, 而本文构建的量子态只涉及一个神经网络,

这也是两者本质的区别, 并且这些文献中神经网络

中隐藏神经元  的取值为  , 而这里选取  .

L = 0 ρS,Θ =

|ψ⟩⟨ψ|
特别地, 当  时, 即没有辅助神经元,  

 , 其中 

|ψ⟩ =
N∏
j=1

eajλkj ·
M∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

Wijλkj


× |ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN
⟩.

ρS,Θ可见,   为神经网络量子纯态 [27]. 这也说明神经

网络量子混合态是神经网络量子纯态的推广.

注 3   为了寻求 NNQMVS与 NNQMS之间的联

系, 也为了便于区分 (3) 式与 (10)式的参数, 将 (3)式

改写为 

ρS,Ω(λk1
, · · · , λkN

, λk′
1
, · · · , λk′

N
)

=

N∏
j=1

e
ã1
jλkj

+ã2
jλk′

j ·
M̃∏
i=1

2 cosh

(
b̃i

+

N∑
j=1

W̃ 1
ijλkj

+

N∑
j=1

W̃ 2
ijλk′

j

)
.

M̃ = 2M + L令  , 且 

b̃i = bi, W̃
1
ij =Wij , W̃

2
ij = 0 (i = 1, 2, · · · ,M),

 

b̃i=b
∗
i , W̃

1
ij=0, W̃ 2

ij=W
∗
ij

(i=M + 1,M + 2, · · · , 2M),
 

b̃i = ci + c∗i , W̃
1
ij = Uij ,

W̃ 2
ij = U∗

ij (i = 2M + 1, 2M + 2, · · · , 2M + L),

 

…

… …

…

1

1

1 2 p L

2  …  …1 2  … 



21

22
2

2

2  …  

21

222

2











图 3    NNQMS相匹配的深度神经网络

Fig. 3. Deep neural network encoding an NNQMS. 
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ρS,Ω(λk1 , λk2 , · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)=

ρS,Θ(λk1 , λk2 , · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
),

ρS,Ω = ρS,Θ

则  

   进 而

 , 于是 NNQMVS变为 NNQMS, 这也

说明 NNQMVS更具一般性.

下面探讨神经网络量子混合态的性质. 由神经

网络量子混合态的定义, 类似于注 1与命题 1的讨

论, 可以得到下面的结论.

命题 4    神经网络量子混合态相匹配的人工神经

网络不唯一.

探讨NNQMS的张量积, 可以得到下面的结论.

ρ′S′,Θ′ ρ′′S′′,Θ′′ NNQMS命题 5    如果   和    都是   , 参数

分别为 

{
S′ = S′

1 ⊗ · · · ⊗ S′
N ′ , Θ′ = (a′, b′, c′,W ′, U ′),

S′′ = S′′
1 ⊗ · · · ⊗ S′′

N ′′ , Θ′′ = (a′′, b′′, c′′,W ′′, U ′′).

ρ′S′,Θ′ ⊗ ρ′′S′′,Θ′′ NNQMSρS,Θ那么   也是一个   , 其参

数为 

S=S′ ⊗ S′′, N=N ′ +N ′′,

M=M ′ +M ′′, L=L′ + L′′,
 

Θ = (a, b, c,W,U), a =

(
a′

a′′

)
, b =

(
b′

b′′

)
,

 

c =

(
c′

c′′

)
, W =

(
W ′

W ′′

)
, U =

(
U ′

U ′′

)
.

ρ′S′,Θ′ ρ′′S′′,Θ′′证明    因为   和   都为 NNQMS, 所以
 

 

ρ′S′,Θ′ =
∑

λkj
,λk′

j

ρ′S′,Θ′(λk1
, λk2

, · · · , λkN′ , λk′
1
, λk′

2
, · · · , λk′

N′
)|ψk1

⟩⊗|ψk2
⟩⊗· · ·⊗|ψkN′ ⟩⟨ψk′

1
|⊗ψk′

2
|⊗· · ·⊗⟨ψk′

N′
|,

 

ρ′′S′′,Θ′′ =
∑

µmj
,µm′

j

ρ′′S′′,Θ′′(µm1
, µm2

, · · · , µmN′′ , µm′
1
, µm′

2
, · · · , µm′

N′′
)|ϕm1

⟩⊗|ϕm2
⟩⊗· · ·⊗|ϕmN′′ ⟩⟨ϕm′

1
|⊗· · ·⊗⟨ϕm′

N′′
|.

S = S′ ⊗ S′′, N = N ′ +N ′′,M =M ′ +M ′′, L = L′ + L′′,令  

Θ = (a, b, c,W,U), a =

(
a′

a′′

)
, b =

(
b′

b′′

)
, c =

(
c′

c′′

)
, W =

(
W ′

W ′′

)
, U =

(
U ′

U ′′

)
.

 

(ξl1 , ξl2 , · · · , ξlN , ξl′1 , ξl′2 , · · · , ξl′N ) = (λk1
, · · · , λkN′ , µm1

, · · · , µmN′′ , λk′
1
, · · · , λk′

N′
, µm′

1
, · · · , µm′

N′′
),

利用 (8)式计算可得 

ρ′S′,Θ′(λk1
, λk2

, · · · , λkN′ , λk′
1
, λk′

2
, · · · , λk′

N′
)× ρ′′S′′,Θ′′(µm1

, µm2
, · · · , µmN′′ , µm′

1
, µm′

2
, · · · , µm′

N′′
)

= e
N′∑
j=1

(a′
jλkj

+a′∗
j λk′

j
) M ′∏
i=1

2 cosh

b′i + N ′∑
j=1

W ′
ijλkj

×
M ′∏
i=1

2 cosh

b′∗i +

N ′∑
j=1

W ′∗
ij λk′

j



×
∑
f ′
p

exp

f ′p
c′p + c′∗p +

N ′∑
j=1

(U ′
pjλkj

+ U ′∗
pjλk′

j
)

× e
N′′∑
j=1

(a′′
j µmj

+a”∗jµm′
j
) M ′′∏
i=1

2 cosh

b′′i +

N ′′∑
j=1

W ′′
ijµmj



×
M ′′∏
i=1

2 cosh

b′′∗i +

N ′′∑
j=1

W ′′∗
ij µm′

j

∑
f ′′
p

exp

f ′′p
c′′p + c′′∗p +

N ′′∑
j=1

(U ′′
pjµmj

+ U ′′∗
pj µm′

j
)



= e
N∑

j=1
(ajξlj+a∗

j ξl′
j
) M∏
i=1

2 cosh

bi + N∑
j=1

Wijξlj

 M∏
i=1

2 cosh

b∗i + N∑
j=1

W ∗
ijξl′j



×
∑
fp

exp

fp
cp + c∗p +

N∑
j=1

(Upjξlj + U∗
pjξl′j )

 = ρS,Θ(ξl1 , ξl2 , · · · , ξlN , ξl′1 , ξl′2 , · · · , ξl′N ),

再令 

|ξli⟩ =

{
|ψki⟩, i ∈ {1, 2, · · · , N ′},

|ϕmi−N′ ⟩, i ∈ {N ′ + 1, N ′ + 2, · · · , N},
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可得
 

ρ′S′,Θ′ ⊗ ρ′′S′′,Θ”

=
∑

λkj
,λk′

j

ρ′S′,Θ′(λk1
, · · · , λkN′ , λk′

1
, · · · , λk′

N′
)×

∑
µmj

,µm′
j

ρ′′S′′,Θ”(µm1
, · · · , µmN′′ , µm′

1
, · · · , µm′

N′′
)

× |ψk1
⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN′ ⟩ ⊗ |ϕm1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ϕmN′′ ⟩⟨ψk′
1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ψk′

N′
| ⊗ ⟨ϕm′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ϕm′

N′′
|

=
∑

ξlj ,ξl′j

ρS,Θ(ξl1 , · · · , ξlN , ξl′1 , · · · , ξl′N )× |φl1⟩ ⊗ · · · ⊗ |φlN ⟩⟨φl1 | ⊗ · · · ⊗ ⟨φlN | = ρS,Θ.

于是, 两个 NNQMS的张量积也是一个 NNQMS.

NNQMS讨论局部酉操作对  的影响, 可得结论如下.

ρS,Θ U = U1 ⊗ U2⊗ · · · ⊗ UN H命题 6    若  是一个 NNQMS,     是  上的局域酉算子, 则
 

UρS,ΘU
† = ρUSU†,Θ,

UρS,ΘU
† NNQMS USU† ρS,Θ即  也是一个  , 其输入可观测量为  、参数为 Q, 且与   有相同的波函数.

ρS,Θ NNQMS H证明    因为  是一个  且 U是  上的局域酉算子, 计算可得
 

UρS,ΘU
† =

∑
Λk1k2···kN ,k′

1k′
2···k′

N
∈V (S,S)

ρS,Θ(λk1
, · · · , λkN

, λk′
1
, · · · , λk′

N
)|U1ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |UNψkN
⟩⟨U1ψk′

1
| ⊗ · · ·

⊗ ⟨UNψk′
N
| =

∑
Λk1k2···kN ,k′

1k′
2···k′

N
∈V (USU†,USU†)

ρUSU†,Θ(λk1 , · · · , λkN
, λk′

1
, · · · , λk′

N
)|ϕk1⟩⊗

· · · ⊗ |ϕkN
⟩⟨ϕk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ϕk′

N
| = ρUSU†,Θ,

|ϕki⟩ = |Uiψki⟩, |ϕk′
i
⟩ = |Uiψk′

i
⟩ UiSiU

†
i λki λk′

i
其中    是  对应于特征值  与   的特征态, 因为
 

UiSiU
†
i |ϕki⟩ = UiSiU

†
i |Uiψki⟩ = UiSi|ψki⟩ = Ui(λki |ψki⟩) = λki |ϕki⟩,

 

UiSiU
†
i |ϕk′

i
⟩ = UiSiU

†
i |Uiψk′

i
⟩ = UiSi|ψk′

i
⟩ = Ui(λk′

i
|ψk′

i
⟩) = λk′

i
|ϕk′

i
⟩.

UρS,ΘU
† USU† ρS,Θ这反映了  是输入可观测量为  、参数为 Q 的 NNQMS, 并且它与  有相同的波函数.

NNQMS

NNQMS

注 4    由命题 6可以看出, 如果两个混合态是局部酉等价的, 并且能够给出其中一个态的   表示, 那

么另一个态的  表示可以由前者得到.

 4   混合态的神经网络表示

借助两种神经网络架构分别构建的 NNQMVS与 NNQMS, 讨论混合态的神经网络表示问题 .

给定混合态:
 

ρ =
∑

Λk1,k2···kN ,k′
1,k′

2···k′
N
∈V (S,S)

T (λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)|ψk1

⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψkN
⟩⟨ψk′

1
| ⊗ · · · ⊗ ⟨ψk′

N
|,

T (λk1 , λk2 , · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
) V (S, S)其中  是定义在集合    上的复值函数且

  ∑
λk1

,λk2
,··· ,λkN

T (λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk1

, λk2
, · · · , λkN

) = 1.

ρS,Ω,z = z · ρS,Ω , ρS,Ω,z令    其中 z是归一化常数, 使得  的迹为 1. 令:
 

∆NNQMVS(ρ) = min
{
∥ρ− ρS,Ω,z∥2 : z ∈ C, a ∈ C2N , b ∈ CM ,W ∈ CM×2N

}
,

ρS,Ω,z称其为 r 由规范化 NNQMVS  逼近的最佳逼近度, 其中,
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∥ρ− ρS,Ω,z∥22 =
∑

Λk1k2···kN ,k′
1k′

2···k′
N
∈V (S,S)

|zρS,Ω(λk1
, λk2

, · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)

− T (λk1 , λk2 , · · · , λkN
, λk′

1
, λk′

2
, · · · , λk′

N
)|2.

ρS,Ω,z

∆NNQMVS(ρ) = 0

显然, 混合态 r 能由规范化的 NNQMVS  表

示当且仅当  .

特别地, 可以考虑混合态 r 由规范化的自旋

z且对偶的 NNQMVS逼近的最佳逼近度, 也可以

考虑混合态 r 由规范化的自旋 z且反对偶的 NNQ-

MVS逼近的最佳逼近度, 还可以考虑混合态 r 由

规范化的自旋 z的 (或一般的)NNQMVS逼近的最

佳逼近度.

ρS,Θ,z = z · ρS,Θ
ρS,Θ,z

令   , 类似地, 可以定义混合态

r 由规范化 NNQMS   逼近的最佳逼近度:
 

∆NNQMS(ρ) = min
{
∥ρ− ρS,Θ,z∥2 : z ∈ C, a ∈ CN ,

b ∈ CM , c ∈ CL,W ∈ CM×N , U ∈ CL×N
}
.

下面重点考虑可以用这两种神经网络架构表

示的混合态的类型.

NNQMVS NNQMS

定理 1     任意单量子比特态 r 都可以分别由

 和  表示.

证明    因为 r 是半正定的 , 所以存在酉矩阵 U

使得:
 

UρU† =

(
p1 0

0 p2

)
,

p1, p2 ⩾ 0, p1 + p2 = 1.其中    可能出现下列 3种情

形:
 (
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
p1 0

0 p2

)
(p1, p2 > 0, p1+p2 = 1).

UρU† = |0⟩⟨0|1) 当  时, 混合态:
 

ρ̃ :=
1

2
|0⟩⟨0|+ 1

2
|0⟩⟨1|+ 1

2
|1⟩⟨0|+ 1

2
|1⟩⟨1|

ρ̃σz
1 ,Ω,z

ρ̃ = ρ̃σz
1 ,Ω,z

可以由规范化的自旋 z且对偶的 NNQMVS  

表示, 即  , 其中 z与网络参数 W 为
 

z=
1

4
, a=

(
kπi

−kπi

)
, b=0, W =(πi − πi) .

ρ̃ ρ̃σz
1 ,Θ,z

ρ̃ = ρ̃σz
1 ,Θ,z

同时,   也可以由规范化的自旋 z NNQMS  

表示, 即  , 其中 z与网络参数 Q 为
 

z=
1

4
, a1=kπi, b1=0, c1 = 0,W11=

πi
3
, U11=πi.

因为
 

Hρ̃H† = |0⟩⟨0|, H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
,

所以由命题 3和命题 6知: 

|0⟩⟨0| = H(ρ̃σz
1 ,Ω,z)H

† = ρ̃Hσz
1H

†,Ω,z = ρ̃σx
1 ,Ω,z,

 

|0⟩⟨0| = H(ρ̃σz
1 ,Θ,z)H

† = ρ̃Hσz
1H

†,Θ,z = ρ̃σx
1 ,Θ,z,

UρU†

ρ̃σx
1 ,Ω,z

ρ̃σx
1 ,Θ,z

因此 ,    既可以由规范化的自旋 z且对偶的

NNQMVS   表示, 如图 4(a)所示; 也可以由

规范化的 NNQMS   表示, 如图 4(b)所示.

  
1 1

1

11

11=

11=pi *11=-pi

pi
3

1

11

1
11=pi  2

11=-pi

(a) (b)

 *
11=-

pi
3

|0⟩⟨0|图 4       的两种神经网络表示

|0⟩⟨0|
Fig. 4. Two  neural  network  representation  of  the  state

 .
 

UρU† = |1⟩⟨1|2) 当  时, 混合态 

ρ̂ :=
1

2
|0⟩⟨0| − 1

2
|0⟩⟨1| − 1

2
|1⟩⟨0|+ 1

2
|1⟩⟨1|

ρ̂σz
1 ,Ω,z

ρ̂ = ρ̂σz
1 ,Ω,z

可以由规范化的自旋 z且对偶的 NNQMVS  

表示, 即  , 其中 z与网络参数 W 为 

z =
1

4
, a =

 (2k + 1)πi
2

− (2k + 1)πi
2

 , b = 0, W = (πi − πi) .

ρ̂ ρ̂σz
1 ,Θ,z

ρ̂ = ρ̂σz
1 ,Θ,z

同时,   也可以由规范化的自旋 z NNQMS  

表示, 即  , 其中 z与网络参数 Q 为 

z =
1

4
, a =

(2k + 1)πi
2

, b1 = 0, c1 = 0,

W11 =
πi
3
, U11 = πi.

Hρ̂H† = |1⟩⟨1|因为  , 所以由命题 3和命题 6知: 

|1⟩⟨1| = H(ρ̂σz
1 ,Ω,z)H

† = ρ̂Hσz
1H

†,Ω,z = ρ̂σx
1 ,Ω,z,

 

|1⟩⟨1| = H(ρ̂σz
1 ,Θ,z)H

† = ρ̂Hσz
1H

†,Θ,z = ρ̂σx
1 ,Θ,z.

UρU†

ρ̂σx
1 ,Ω,z

ρ̂σx
1 ,Θ,z

因此 ,    既可以由规范化的自旋 z且对偶的

NNQMVS   表示, 如图 5(a)所示; 也可以由

规范化的 NNQMS   表示, 如图 5(b)所示.
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1 1

1

11

11=

11=pi *11=-pi

pi
3

1

11

 1
11=pi  2

11=-pi

(a) (b)

*
11=-

pi
3

|1⟩⟨1|图 5       的两种神经网络表示

|1⟩⟨1|
Fig. 5. Two  neural  network  representation  of  the  state

 .
 

UρU†=p1|0⟩⟨0|+p2|1⟩⟨1|(p1, p2>0, p1+

p2 = 1) UρU†

ρS,Ω,z UρU† = ρσz
1 ,Ω,z

3)  当  

  时,    可以由规范化的自旋 z且对偶

的 NNQMVS     表示 , 即   , 其

中 z与网络参数 W 为 

z =
1

2

√
p1p2, a =


1

4
ln
p1
p2

1

4
ln
p1
p2

 ,

b = 0, W =

(
πi
4

− πi
4

)
,

如图 6(a)所示.

 
 

1 1

1

11

11=
pi
3

1

11

 1
11=  2

11=-

(a) (b)

11=
pi
4

*11=-
pi
4

pi
4

pi
4

 *
11=-

pi
3

p1|0⟩⟨0|+ p2|1⟩⟨1|(p1, p2 > 0, p1 + p2 = 1)图 6      的两种

神经网络表示

p1|0⟩⟨0|+ p2|1⟩⟨1|(p1, p2 > 0, p1 + p2 = 1)

Fig. 6. Two  neural  network  representation  of  the  state

 .
 

UρU† ρσz
1 ,Θ,z

UρU† = ρσz
1 ,Θ,z

  也可以由规范化的自旋 z NNQMS  

表示, 即  , 其中 z与网络参数 Q 为
 

z =
1

2

√
p1p2, a1 =

1

4
ln
p1
p2
, b1 = 0,

c1 = 0, W11 =
πi
3
, U11 =

πi
4
.

如图 6(b)所示.

UρU†综上可知，   既可以由 NNQMVS表示 ,

又可以由 NNQMS表示. 由命题 3和命题 6知, 任

意单量子比特态 r 都可以分别由 NNQMVS和

NNQMS表示.

ρ1 ⊗ ρ2 ⊗ · · ·
⊗ρm NNQMVS NNQMS
定理 2   任意多个单量子比特态的乘积态 

 都可以分别由   和  表示.

证明   由命题 2、命题 5与定理 1可得.

推论 1    对于 N量子比特态 r, 若存在局域酉算

子 U使得: 

UρU† =


p1 0 0 0
0 p2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 p2N

 ,

pi(i = 1, 2, · · · , 2N ) 1 0

NNQMVS NNQMS
且  中有一个为  , 其余全为  时,

则 r 可以分别由  和  表示.

pi(i = 1, 2, · · · , 2N ) 1

0 UρU† 2N

证明   当  中有一个为  , 其余全

为  时,   可能出现  种情形: 

|s1s2 · · · sN ⟩⟨s1s2 · · · sN |

= |s1⟩⟨s1| ⊗ |s2⟩⟨s2| ⊗ · · · ⊗ |sN ⟩⟨sN |,

si = 0, 1 (i = 1, 2, · · · , N)

2N NNQMVS NNQMS

NNQMVS NNQMS

其中   . 由定理 1和定理 2

知: 这  种情形都可以分别由  和 

表示 , 再由命题 3和命题 6知 :  r 可以分别由

  和  表示.

定理 3    对于 N量子比特态 r, 若存在局域酉算

子 U使得: 

UρU†=


p1 0 0 0
0 p2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 p2N


(
pi>0,

2N∑
i=1

pi=1

)
,

pi每一个  都可表示为 

pi = pa1a2···ak···aN
, (ak = 0, 1; k = 1, 2, · · · , N),

a1a2 · · · ak · · · aN i− 1

j = 1, 2, · · · , N 2N−1

其中   为   的 N位二进制表示 ,

且对于每一个  , 有  个 

pa1a2···aj−10aj+1···aN

pa1a2···aj−11aj+1···aN

(ak = 0, 1, k ̸= j)

都相等 , 则 r 可以分别由 NNQMVS和 NNQMS

表示.

N = 1

N > 1

证明    当  时, 由定理 1知结论显然成立. 当

 时, 容易验证: 

UρU† =


p1

p1 + p1+2N−1

0

0
p1+2N−1

p1 + p1+2N−1



⊗


p1

p1 + p1+2N−2

0

0
p1+2N−2

p1 + p1+2N−2



⊗ · · · ⊗

 p1
p1 + p2

0

0 p2

p1+p2

 .
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UρU†由定理 2知,   可以分别由NNQMVS和NNQ-

MS表示. 再由命题 3和命题 6知, r 可以可以分别

由 NNQMVS和 NNQMS表示.

N = 2特别地 , 定理 3中当   时可以得到下列

推论.

推论 2　对于双量子比特态 r, 若存在局域酉算子

U使得: 

UρU† =


p1 0 0 0
0 p2 0 0
0 0 p3 0
0 0 0 p4

 (pi > 0,

4∑
i=1

pi = 1),

p1p4 = p2p3且  , 则 r 可以分别由 NNQMVS和 NN-

QMS表示.

N = 3特别地 , 定理 3中当   时可以得到下列

推论.

推论 3　对于三量子比特态 r, 若存在局域酉算子

U使得: 

UρU† =


p1 0 0 0
0 p2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 p8

 (pi > 0,

8∑
i=1

pi = 1),

p1
p2

=
p5
p6

=
p7
p8
,
p1
p3

=
p2
p4

=
p5
p7

且   , 则 r 可以分别由

NNQMVS和 NNQMS表示.

N = 4特别地, 定理 3中当   时可以得到下列

推论.

推论 4　对于三量子比特态 r, 若存在局域酉算子

U使得: 

UρU†=


p1 0 0 0
0 p2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 p16


(
pi>0,

16∑
i=1

pi=1

)
,

p1
p2

=
p3
p4

=
p9
p10

=
p11
p12

,
p1
p3

=
p9
p11

,
p1
p5

=
p2
p6

=

p3
p7

=
p4
p8

=
p9
p13

=
p10
p14

=
p11
p15

,
p1
p9

=
p8
p16

NNQMVS NNQMS

且  

 , 则 r 可以

分别由   和  表示.

p1, p2 > 0, p1 + p2 = 1 si = 0 1

0 = 1, 1 = 0

定 理 4    设   ,    或   ,

 , 且 

ρ = p1|s1s2 · · · sN ⟩⟨s1s2 · · · sN |

+ p2|s1 s2 · · · sN ⟩⟨s1 s2 · · · sN |,

NNQMVS NNQMS则 r 可以分别由  和  表示.

证明    1) 首先证明 

ρ = p1| 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
N

⟩⟨00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
N

|+ p2| 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
N

⟩⟨11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
N

|.

NNQMVS NNQMS可以分别由  和  表示.

ρS,Ω,z

I) 考虑 r 由规范化的自旋 z且反对偶的

NNQMVS   表示.

ρS,Ω,zr 可以由规范化的自旋 z NNQMVS    表

示, 其中网络参数 b 与W为

W 2
ij = −

(
W 1

ij

)∗
i) 当 N为偶数时,   ,

 

b1 = 0, W 1
11 =W 1

12 =W 1
13 = · · · =W 1

1N =
πi
4
,

 

b2 =
πi
2
, W 1

21 =W 1
22 =W 1

23 = · · · =W 1
2N =

πi
4N

,
 

b2k+1 =
N + x2k+1

N + 2k

πi
2
,

 

W 1
(2k+1)1 =W 1

(2k+1)2 = · · · =W 1
(2k+1)N

=
2k − x2k+1

N + 2k

πi
8k

 

(x2k+1 = 0,±1,±2, · · · ,±(2k − 1)),
 

b2k+2 =
N + x2k+2

N + 2k

πi
2
,

 

W 1
(2k+2)1 =W 1

(2k+2)2 = · · · =W 1
(2k+2)N

= −2k − x2k+2

N + 2k

πi
8k

 

(x2k+2 = 0,±1, · · · ,±(2k − 1)),

k = 1, 2, · · · , (N − 2)/2其中  .

W 2
ij = −

(
W 1

ij

)∗
ii) 当 N为奇数时,   ,

 

b1 =
πi
2
, W 1

11 =W 1
12 =W 1

13 = · · · =W 1
1N =

πi
4
,

 

b2k =
N + x2k

N + 2k − 1

πi
2
,

 

W 1
(2k)1 =W 1

(2k)2 = · · · =W 1
(2k)N

=
2k − 1− x2k
N + 2k − 1

πi
4(2k − 1)

 

(x2k = 0,±1,±2, · · · ,±(2k − 2)),
 

b2k+1 =
N + x2k+1

N + 2k − 1

πi
2
,

 

W 1
(2k+1)1 = · · · =W 1

(2k+1)N

= − 2k − 1− x2k+1

N + 2k − 1

πi
4(2k − 1)

 

(x2k+1 = 0,±1,±2, · · · ,±(2k − 2)),

k = 1, 2, · · · , (N − 1)/2其中  .

令 
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x =

N∏
i=1

cosh

bi + N∑
j=1

(W 1
ij −W 1

ij)

 ,

 

y =

N∏
i=1

cosh

bi − N∑
j=1

(W 1
ij −W 1

ij)

 .

z与网络参数 a根据以下情况确定.

x > 0, y > 0a) 当  时: 

z =
1

2N

√
p1p2
xy

, a11 = a21 =
1

4
ln
(
yp1
xp2

)
,

 

a12 = a22 = a13 = a23 = · · · = a1N = a2N = 0.

x > 0, y < 0b) 当  时: 

z =
1

2N

√
−p1p2
xy

i, a11 = a21 =
1

4
ln
(
−yp1
xp2

)
,

 

a12 = a22 = −πi
4
, a13 = a23 = · · · = a1N = a2N = 0.

x < 0, y > 0c) 当  时: 

z =
1

2N

√
−p1p2
xy

i, a11 = a21 =
1

4
ln
(
−yp1
xp2

)
,

 

a12 = a22 = πi/4, a13 = a23 = · · · = a1N = a2N = 0.

x < 0, y < 0d) 当  时: 

z =
1

2N

√
p1p2
xy

, a11 = a21 =
1

4
ln
(
yp1
xp2

)
,

 

a12 = a22 = πi/2, a13 = a23 = · · · = a1N = a2N = 0.

N = 2

N = 3 N = 4

特别地, 当   时, 神经网络如图 7(a)所示, 当

 时 , 神经网络如图 7(b)所示 , 当   时 ,

神经网络如图 7(c)所示.

ρS,Ω,z

II) 考虑r 由规范化的一般的自旋 z的NNQMVS

  表示.

ρS,Ω,z

r 可以由规范化的一般的自旋 z NNQMVS

 表示, 其中网络参数 W 为 

z =

√
p1p2

23N−2
, a =

(a0
a0

)
, b =

0

...
0


3N−2

,

 

W =

 A A∗

B O(N−1)×N

O(N−1)×N B∗

 ,

其中,
 

a0 =



1

4
ln
p1
p2

0
...

0


N

, A =



πi
4

πi
4

. . .

πi
4


N

,

 

B =



πi
4

−πi
4

πi
4

−πi
4

. . . . . .

πi
4

−πi
4


N−1

,

神经网络表示如图 8所示.

 

1 2

1 2 1 2

pi
4

pi
8 pi

8

pi
8
pi
8

pi
4

pi
4

pi
4

(a)

(b) 1 2 3

1 2 3 1 2 3

pi
4

pi
16

pi
16

-

(c) 1 2 3 4

2 3 414321

pi
4

pi
24

-

pi
24

pi
16

ρ图  7       的反对偶的 NNQMVS神经网络表示　(a) N =

2; (b) N = 3; (c) N = 4

ρ

Fig. 7. Anti-dual  NNQMVS  neural  network  representation

of the state   : (a) N = 2; (b) N = 3; (c) N = 4. 

 

1 2         

1 1 2 3 2 3 

pi

4

pi

4
-

pi

4
-

pi

4
-

pi

4
-

-
pi

4

pi

4

pi

4 pi

4

pi

4

pi

4

pi

4

pi

4

pi

4

pi

4 pi

4
-

pi

4
-

pi

4
-

… …

…

…

…

-

图 8    r 的 NNQMVS 神经网络表示

Fig. 8. NNQMVS neural network representation of the state r. 
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ρS,Θ,zIII) 考虑 r 由规范化的自旋 z NNQMS  

表示.

ρS,Θ,zr 可以由规范化的自旋 z NNQMS    表

示, 其中网络参数 Q 为 

z =

√
p1p2

23N−2
, a =


1

4
ln
p1
p2

0
...
0


N

,

b =


0
0
...
0


N−1

, c =


0
0
...
0


N

,

 

W =



πi
4

−πi
4

πi
4

−πi
4

. . . . . .

πi
4

−πi
4


N−1

,

 

U =


πi/4

πi/4
. . .

πi/4


N

,

神经网络表示如图 9所示.
 
 

1

1 2 3 

1 2 32

1 2 3 -1 1 2 3 -1

3  

…

…

…

…

…

pi

4
-

pi

4
-

pi

4
-

pi

4
-

pi

4
-

pi

4
-pi

4
-

pi

4

pi

4
-

pi

4

pi

4
-

pi

4

pi

4

pi

4
-

pi

4

pi

4

pi

4
-

pi

4
-

pi

4

pi

4

pi

4

pi

4

pi

4

pi

4

图 9    r 的 NNQMS神经网络表示

Fig. 9. NNQMS neural network representation of the state r.

2) 然后证明
 

ρ = p1|s1s2 · · · sN ⟩⟨s1s2 · · · sN |

+ p2|s1 s2 · · · sN ⟩⟨s1 s2 · · · sN |

可以分别由 NNQMVS和 NNQMS表示. 令
 

Ui =

{
I, si = 0;

σx
i , si = 1,

Ui(i = 1, 2, · · · , N)显然  是酉算子. 易知:
 

U1 ⊗ U2 ⊗ · · · ⊗ UN | 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
N

⟩ = |s1s2 · · · sN ⟩,
 

U1 ⊗ U2 ⊗ · · · ⊗ UN | 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
N

⟩ = |s1 s2 · · · sN ⟩,

于是
 

U1 ⊗ · · · ⊗ UN

(
p1| 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

N

⟩⟨00 · · · 0︸ ︷︷ ︸
N

|

+ p2| 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
N

⟩⟨11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
N

|
)
U†
1 ⊗ · · · ⊗ U†

N

= p1|s1s2 · · · sN ⟩⟨s1s2 · · · sN |

+ p2|s1 · · · sN ⟩⟨s1 · · · sN |.

由 1)与命题 3、命题 6可得: r 可以分别由 NNQ-

MVS和 NNQMS表示.

定理 5   对于 N量子比特态 r, 若存在局域酉算子

U使得:
 

UρU† = p1|s1s2 · · · sN ⟩⟨s1s2 · · · sN |

+ p2|r1r2 · · · rN ⟩⟨r1r2 · · · rN |,

si, ri = 0, 1, p1, p2 > 0, p1 + p2 = 1且   , 则 r 可以分

别由 NNQMVS和 NNQMS表示.

N=2 N=3证明    这里只证  与  , 其余情形类似证明.

N = 21) 当  时, 

 

UρU† =


|s1⟩⟨s1| ⊗ (p1|s2⟩⟨s2|+ p2|r2⟩⟨r2|), s1 = r1, s2 ̸= r2;

(p1|s1⟩⟨s1|+ p2|r1⟩⟨r1|)⊗ |s2⟩⟨s2|, s1 ̸= r1, s2 = r2;

p1|s1s2⟩⟨s1s2|+ p2|s1 s2⟩⟨s1 s2|, s1 ̸= r1, s2 ̸= r2.

由定理 2、定理 4、命题 3与命题 6知, r 可以分别由 NNQMVS和 NNQMS表示.

N = 32) 当  时, 可分为下列四大类:

s1 = r1 UρU† = |s1⟩⟨s1| ⊗ (p1|s2s3⟩⟨s2s3|+ p2|r2r3⟩⟨r2r3|)i)   ,   ;

s1 ̸= r1, s3 = r3 UρU† = (p1|s1s2⟩⟨s1s2|+ p2|r1r2⟩⟨r1r2|)⊗ |s3⟩⟨s3|ii)   ,   ;

s1 ̸= r1, s3 ̸= r3, s2 ̸= r2 UρU† = p1|s1s2s3⟩⟨s1s2s3|+ p2|s1 s2 s3⟩⟨s1 s2 s3|);iii)   ,  

s1 ̸= r1, s3 ̸= r3, s2 = r2 UρU† = p1|s1s2s3⟩⟨s1s2s3|+ p2|r1r2r3⟩⟨r1r2r3|iv)   ,   .
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显然, i)和 ii)可由已证的 1)与定理 1、命题

2、命题 5、命题 3、命题 6证明, iii) 可由命题 3、命

题 6、定理 4证明, 因此只需证明 iv), 而 iv)类型

共有 4种情形, 下面分别证明.

UρU† = p1|000⟩⟨000|+ p2|101⟩⟨101|a)  

UρU†

ρS,Ω,z UρU† = ρσz
1 ,Ω,z

此时,    可以由规范化的自旋 z的 NNQ-

MVS    表示, 即  , 其中 z与网

络参数 W 为
 

z =

√
p1p2

128
, a =

(
1

4
ln
p1
p2

0 0
1

4
ln
p1
p2

0 0

)T

,
 

b =

(
0 0 0 0

πi
4

0 − πi
4

)T

,
 

W =



πi
4

0 0 −πi
4

0 0

0
πi
4

0 0 −πi
4

0

0 0
πi
4

0 0 −πi
4

πi
4

0 −πi
4

0 0 0

0 −πi
4

0 0 0 0

0 0 0 −πi
4

0
πi
4

0 0 0 0
πi
4

0



,

如图 10(a)所示.
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pi
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4
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4
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4pi
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4
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4 pi
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pi
-
4

pi
--
4

pi
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4

pi
--
4

(a)
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1 2

1 2 3

1 2

pi
-
4

pi
-
4 pi

-
4

pi
-
4pi
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4

pi
-
4

pi
-
4

pi
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4

pi
--
4

pi
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4

pi
--
4

pi
--
4

(b)

UρU†图 10      的两种神经网络表示

UρU†
Fig. 10. Two  neural  network  representation  of  the  state

 .
 

UρU†

ρσz
1 ,Θ,z UρU† = ρσz

1 ,Θ,z

同时,   也可以由规范化的自旋 z NNQMS

 表示 , 即   , 其中 z与网络参

数 Q 为
 

z=

√
p1p2

128
, a=


1

4
ln
p1
p2

0

0

 , b=

 0

πi
4

 , c=

 0

0

0

 ,

 

W =

πi
4

0 −πi
4

0 −πi
4

0

 , U =


πi
4

πi
4

πi
4

 ,

如图 10(b)所示.

UρU† = p1|001⟩⟨001|+ p2|100⟩⟨100|b)  

UρU†

ρS,Ω,z UρU† = ρσz
1 ,Ω,z

此时,   可以由规范化的自旋 z的NNQMVS

  表示 , 即   , 其中 z与网络参

数 W 为
 

z =

√
p1p2

128
, a =

(
1

4
ln
p1
p2

0 0
1

4
ln
p1
p2

0 0

)T

,
 

b =

(
0 0 0 0

πi
4

0 − πi
4

)T

,
 

W =



πi
4

0 0 −πi
4

0 0

0
πi
4

0 0 −πi
4

0

0 0
πi
4

0 0 −πi
4

πi
4

0
πi
4

0 0 0

0 −πi
4

0 0 0 0

0 0 0 −πi
4

0 −πi
4

0 0 0 0
πi
4

0



,

如图 11(a)所示.

UρU†

ρσz
1 ,Θ,z UρU† = ρσz

1 ,Θ,z

同时,   也可以由规范化的自旋 z NNQMS

 表示 , 即   , 其中 z与网络参

数 Q 为
 

z =

√
p1p2

128
, a =


1

4
ln
p1
p2

0

0

, b =
 0

πi
4

, c =


0

0

0

,
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W =


πi
4

0
πi
4

0 −πi
4

0

 , U =


πi/4

πi/4

πi/4

 ,

如图 11(b)所示.

UρU† = p1|010⟩⟨010|+ p2|111⟩⟨111|c)  

UρU†

ρS,Ω,z UρU† = ρσz
1 ,Ω,z

此时,   可以由规范化的自旋 z的NNQMVS

  表示 , 即   , 其中 z与网络参

数 W 为
 

z =

√
p1p2

128
, a =

(
1

4
ln
p1
p2

0 0
1

4
ln
p1
p2

0 0

)T

,
 

b = (0 0 0 0 πi/4 0 − πi/4)T ,
 

W =



πi/4 0 0 −πi/4 0 0

0 πi/4 0 0 −πi/4 0

0 0 πi/4 0 0 −πi/4

πi/4 0 −πi/4 0 0 0

0 πi/4 0 0 0 0

0 0 0 −πi/4 0 πi/4

0 0 0 0 −πi/4 0



,

如图 12(a)所示.

UρU†

ρσz
1 ,Θ,z UρU† = ρσz

1 ,Θ,z

同时,   也可以由规范化的自旋 z NNQMS

 表示 , 即   , 其中 z与网络参

数 Q 为
 

z =

√
p1p2

128
, a =


1

4
ln
p1
p2

0
0

 , b =

(
0
πi
4

)
, c =

(
0
0
0

)
,

 

W =


πi
4

0 −πi
4

0
πi
4

0

 , U=


πi/4

πi/4

πi/4

 ,

如图 12(b)所示.

UρU† = p1|011⟩⟨011|+ p2|110⟩⟨110|d)  

UρU†

ρS,Ω,z UρU† = ρσz
1 ,Ω,z

此时,   可以由规范化的自旋 z的NNQMVS

  表示 , 即   , 其中 z与网络参

数 W 为 

z =

√
p1p2

128
, a =

(
1

4
ln
p1
p2

0 0
1

4
ln
p1
p2

0 0

)T

,
 

b =

(
0 0 0 0

πi
4

0 − πi
4

)T

,
 

W =



πi/4 0 0 −πi/4 0 0

0 πi/4 0 0 −πi/4 0

0 0 πi/4 0 0 −πi/4

πi/4 0 πi/4 0 0 0

0 πi/4 0 0 0 0

0 0 0 −πi/4 0 −πi/4

0 0 0 0 −πi/4 0



,

如图 13(a)所示.
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4

(b)

UρU†图 11      的两种神经网络表示

UρU†
Fig. 11. Two  neural  network  representation  of  the  state

 .
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4 pi
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4pi
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(b)

UρU†图 12       的两种神经网络表示

UρU†
Fig. 12. Two  neural  network  representation  of  the  state

 .
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UρU†

ρσz
1 ,Θ,z UρU† = ρσz

1 ,Θ,z

同时,   也可以由规范化的自旋 z NNQMS

 表示 , 即   , 其中 z与网络参

数 Q 为
 

z =

√
p1p2

128
, a =


1

4
ln
p1
p2

0

0

 , b =

 0

πi
4

 , c =

0

0

0

 ,

 

W =

πi
4

0
πi
4

0
πi
4

0

 , U =


πi
4

πi
4

πi
4

 ,

如图 13(b)所示.

UρU†综上所述 ,    既可以由 NNQMVS表示 ,

又可以由 NNQMS表示 . 由命题 3和命题 6知 ,

r 都可以分别由 NNQMVS和 NNQMS表示.

定理 6  对于双量子比特态 r, 若存在局域酉算子

U使得
 

UρU† =


p1 0 0 0

0 p2 0 0

0 0 p3 0

0 0 0 p4

 ,

∑4

i=1
pi = 1 pi(i = 1, 2, 3, 4) 0

0 NNQMVS NNQMS

且  , 当  中有 3个大于  ,

1个为   时, 则 r 可以分别由  和 

表示.

pi(i = 1, 2, 3, 4) 0 0证明   当   中有 3个大于   、1个为  

时, 可能出现 4种情形, 下面分别进行证明.

UρU† = p1|00⟩⟨00|+ p2|01⟩⟨01|+ p3|10⟩⟨10|1)  

UρU†

ρS,Ω,z UρU† = ρσz
1 ,Ω,z

此时,    可以由规范化的自旋 z且反对偶

的 NNQMVS     表示 , 即   , 其

中 z与网络参数 W 为 

z =
1

2

√
p2p3, a =


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, b =
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,

 

W =
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,

如图 14(a)所示.
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UρU†图 14      的两种神经网络表示

UρU†
Fig. 14. Two  neural  network  representation  of  the  state

 .
 

UρU†

ρσz
1 ,Θ,z UρU† = ρσz

1 ,Θ,z

同时,   也可以由规范化的自旋 z NNQMS

 表示 , 即   , 其中 z与网络参

数 Q 为 

z =
1

8

√
p2p3, a =
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4
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)
,
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(b)

UρU†图 13       的两种神经网络表示

UρU†
Fig. 13. Two  neural  network  representation  of  the  state
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如图 14(b)所示.
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如图 15(a)所示.
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如图 15(b)所示.
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如图 16(a)所示.
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如图 17(a)所示.
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如图 17(b)所示.
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综上所述,    既可以由   表示, 又

可以由    表示, 由命题 3和命题 6知, r 都

可以分别由  和  表示.

 5   结　论

本文研究了混合态的神经网络表示问题. 借助

两种神经网络架构分别构建了具有一般输入可观

测量的 NNQMVS与 NNQMS, 得到了张量积运

算、局部酉运算下 NNQMVS与 NNQMS的相关

结论. 对于给定的混合态, 分别引入了其由规范化

的 NNQMVS与 NNQMS逼近的最佳逼近度, 量

化了给定混合态由规范化的 NNQMVS与 NNQMS

逼近的程度 , 给出了一般混合态能被规范化的

NNQMVS与 NNQMS表示的充要条件, 并探究了

可以用这两种神经网络架构表示的混合态的类型,

得到了相关结论.

ρS,Ω

ρS,Θ

虽然借助神经网络架构 (图 1)构建的NNQMVS

 未必是半正定的, 但是半正定是它的一个子

类 , 当参数选取特殊时 , 可以成为半正定 , 在第

4节也通过实例给出了某些混合态的 NNQMVS

表示, 这里的表示是精确的, 也间接反映了得到的

NNQMVS是 半 正 定 的 . 为 了 改 进 NNQMVS,

借助纯化的思想引入另一种神经网络框架 (图 3),

增加了辅助神经元, 保证了构建的 NNQMS   
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UρU†图 16      的两种神经网络表示
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Fig. 16. Two  neural  network  representation  of  the  state
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Fig. 17. Two  neural  network  representation  of  the  state
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是半正定的. 另外, NNQMVS中网络参数取特殊

值可以变成NNQMS, 这也间接的说明了NNQMVS

更具一般性, 涵盖了 NNQMS, 在寻找混合态的神

经网络表示时, 由于表示不唯一, 虽然搜索范围变

大, 但是限制变少, 有可能更容易找到.

目前本文只给出了能用这两种神经网络架构

精确表示的混合态的部分类型, 至于是否任何混合

态都能用这两种神经网络架构精确表示还没有得

到确切的答案, 这是一个非常有趣的研究课题, 有

待于后续进一步探索.
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Abstract

Quantum  information  and  artificial  intelligence  are  the  two  most  cutting-edge  research  fields  in  recent

years,  which  have  made  a  lot  of  progress  in  changing  the  traditional  science.  It  has  become  a  hot  topic  of

research to realize the cross fusion of  the two fields.  Scholars have made many explorations in this  field.  For

example,  they  have  simulated  the  steady  state  and  the  dynamics  of  open  quantum  many-body  systems.

However,  little  attention has  been paid to  the problem of  accurate  representation of  neural  networks.  In this

paper, we focus on neural network representations of quantum mixed states. We first propose neural network

quantum mixed virtual states (NNQMVS) and neural network quantum mixed states (NNQMS) with general

input observables by using two neural network architectures, respectively. Then we explore their properties and

obtain  the  related  conclusions  of  NNQMVS  and  NNQMS  under  tensor  product  operation  and  local  unitary

operation. To quantify the approximation degree of normalized NNQMVS and NNQMS for a given mixed state,

we define the best approximation degree by using normalized NNQMVS and NNQMS, and obtain the necessary

and sufficient conditions for the representability of  a general  mixed state by using normalized NNQMVS and

NNQMS. Moreover, we explore the types of mixed states that can be represented by these two neural network

architectures and show their accurate neural network representations.

Keywords: neural network, quantum mixed state, local unitary operation, tensor product
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