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针对时域非连续伽略金 (discontinuous Galerkin time-domain, DGTD)算法中的阻抗边界条件问题开展

研究 . 阻抗边界条件中的频域算符   一般在根号内部 , 其在时域数值算法中的实现有一定难度 . 另一方面 ,

DGTD算法中数值通量表达式也含有阻抗边界条件 , 这也进一步增加了频时转换难度 . 为了能给出简化的

DGTD阻抗边界算法, 本文首先针对数值通量表达式进行推导, 得到一个特定函数   , 该函数包含频域算符

 , 函数以外表达式不含频域算符   , 这样就可以仅处理   的频时转换问题. 由于   形式复杂, 对   进行

矢量匹配处理, 得到关于   的一阶有理分式, 进而得到其时域迭代式. 这一过程简明、易于实施, 还可避开矩

阵计算. 本文方案经一维及三维算例验证, 精度很好, 针对特定电磁问题如涂覆层问题可大幅降低计算时间.
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 1   引　言

大尺寸介质目标、涂层目标是计算电磁学中的

研究难点, 由于目标尺度太大或涂层厚度太薄, 此

类问题可归于多尺度问题, 一般消耗计算资源很

高. 研究者致力于寻求此类问题的快速算法.

Z̃

假设仿真目标为某种大尺寸介质, 电磁波透入

深度远小于其空间尺度, 此情形下对目标离散并非必

须, 目标表面电磁场可利用表面阻抗函数   联系,

避免目标离散步骤提高计算效率. 时域数值算法可

采用表面阻抗边界 (surface impedance boundary

condition, SIBC))来处理这一问题 [1]. 类似的道

理, 对于薄涂层介质, 其表面的涂层厚度一般小于

透入深度, 但基底介质的尺度大于透入深度. 此情

形对涂层精确建模极其耗费计算资源, 也可采用传

输线阻抗边界 (transmission impedance boundary

condition, TIBC)进行近似处理 [2−7].

阻抗边界条件可用于处理如前所述的特定电

磁问题, 曾被多种数值算法研究, 其关键点在于如

何处理复杂的阻抗函数. Beggs等 [8] 曾采用时域有

限差分法 (finite difference time-domain method,

FDTD)研究了高电导率近似情形的 SIBC边界,

采用了 prony方法对阻抗函数处理. Oh和 Schutt-

Aine[9] 曾采用 Chebyshev近似将阻抗函数写为有

理分式形式, 在 FDTD中处理了类似的 SIBC问

题. Kobidze[10] 采用拉普拉斯变化处理阻抗函数,

研究了一维 FDTD问题. 阻抗函数也可以采用矢

量匹配处理得到有理分式形式 [11], Yi等 [12] 研究了

无条件稳定 Laguerre FDTD中的 SIBC问题, 阻

抗函数采用矢量匹配处理得到有理分式. Glisson[13]

采用电场积分方程研究了 IBC问题, Yan和 Jin[14]
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采用双场积分方程研究了涂覆目标散射 .  Ylä-

Oijala等 [15] 在积分方程中引入了两种基函数, 进

而处理了涂覆目标散射. Gyselinck等 [16] 在有限元

中引入磁矢势来处理阻抗边界问题. 在时域非连

续伽略金 (discontinuous  Galerkin  time-domain,

DGTD)算法中也有若干研究, Li等 [17−19] 研究了

DGTD算法中的阻抗边界方案, 对数值通量中的

阻抗函数采用矢量匹配进行处理. Wang等 [20] 对

基于电场波动方程形式的 DGTD展开研究, 研究

了石墨烯薄层的有理分式处理方案.

Z̃ ω一般而言, 阻抗   是与频率   有关的复杂函

数, 对于频域算法, 这一部分处理难度较低. 对于

时域算法, 必须进行频时转换, 但频时转换一般很

难得到解析式或者解析式非常复杂, 难以应用. 经

典做法常用拉普拉斯变换, 此方法需要进行全时间

步数据存储, 推导过程繁琐, 通用性较差. 矢量匹

配法可用于对频域函数做有理分式近似, 通用性及

精确性很好. 本文对复杂的频时转换将采用矢量匹

配方案处理, 简化这一过程.

Z̃

对于典型阻抗边界的处理, 在 DGTD文献中

Li等 [17−19] 给出了一种实施方案, 这一方案需要处

理与阻抗边界函数相关的数值通量, 其中数值通量

系数的分子分母均含有阻抗  , 对分子分母中的阻

抗函数分别处理会导致后续迭代中包含复杂的矩

阵计算过程. 为降低推导难度及编程难度, 本文给

出一个简化的 DGTD方案来处理阻抗边界条件,

数值通量的计算经过优化后对修正后的系数整体

进行处理, 通过矢量匹配对其进行有理分式近似,

从而得到一组简洁的时域迭代式.

本文结构如下: 1) DGTD中处理阻抗边界的

关键点是数值通量, 第 2节给出了基于阻抗边界条

件形式的数值通量表达式, 该表达式不涉及矩阵运

算; 2) 实践中的材料参数复杂, 很难给出解析形式

的通用方案. 第 3节参考文献, 采用矢量匹配对数

值通量表达式进行处理, 得到了简洁的一阶有理分

式形式, 并给出了其时域迭代方案; 3) 不同的表面

阻抗边界形式可对应不同类型的目标, 第 4节给出

了典型的 TIBC及 SIBC处理方案; 4) 基于本文成

果, 第 5节给出了相关算例, 包括一维算例及三维

算例; 5) 给出结论.

 2   DGTD中的阻抗边界条件

本节先从简单情形展开讨论, 假设上方为自由

n̂ k

ε0 µ0

ε2 µ2 σ2

空间, 下方为某种介质, 电磁波从上向下入射, 如

图 1. 图 1中  为指向下方法向; E代表电场;   代

表电磁波传播方向;   ,   代表自由空间的介电系

数及磁导系数;   ,   ,   代表下方介质的介电系

数、磁导系数及电导率.

  



n̂




2, 2, 2

0, 0

E

k

Incident wave

图 1    半空间示意图

Fig. 1. Plane wave incident on a lossy dielectric half-space.

 
可以假设透入深度远小于下方介质厚度, 则可

引入阻抗边界条件来描述界面上的电磁场关系, 分

界面上的阻抗边界条件为 

Et(ω) = −Z(ω) · [n̂×Ht(ω)] . (1)

Et Z Ht

ω

式中   代表切向电场,    代表阻抗,    代表切向

磁场. (1)式为频域形式, 自变量为频率  .

n̂

请注意, 这里的法向与常见电磁教材定义相

反, 因此 (1)式右侧表达式为负号, 本文采用这一

表述的用意是由于 DGTD的计算中下方介质实际

上不存在, 计算中也不会建立下方介质的计算单元

模型, 其电磁特性将由阻抗边界条件承担. 而指向

下方的法向已先期存在于 DGTD的理论构架及程

序中. 为便于后续的 DGTD理论推导, 这里采用

指向下方的法向表述 (即  指向下侧).

e+

由于阻抗边界对应的目标不进行离散, 因此引

入一个虚拟单元  , 如图 2中下方单元所示. 计算

中就需要给出下方虚拟单元的电磁场 (准确的说,

仅给出接触面三角形的电磁场切向数据). 虚拟单

元的电磁场应满足阻抗边界条件: 

n̂×Ee+ = −Z̃ ·
[
n̂×

(
n̂×He+

)]
 ,

n̂×He+ = Ỹ ·
[
n̂×

(
n̂×Ee+

)]
, Ỹ = 1/Z̃ . (2)

Ee+ He+ e+

Z̃ Ỹ

式中  和  分别代表单元  的表面电场及磁

场,   为阻抗,   为导纳.

为简化后续推导, 这里在 (2)式的右侧引入连

续条件, 令 

n̂×He+ = n̂×He, n̂×Ee+ = n̂×Ee. (3)

将 (3)式代入 (2)式的右侧后得 
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n̂×Ee+ = −Z̃ · [n̂× (n̂×He)] ,

n̂×He+ = Ỹ · [n̂× (n̂×Ee)] , Ỹ = 1/Z̃ . (4)

(4)式中, 右侧为已知量, 左侧为待求解未知量. 仅

有 (4)式是不完备的, DGTD中数值通量承担了电

磁场的单元间数据交换任务, 其形式也需要修改,

具体如下:
 

n̂×E∗e = n̂×Ee + keE [n̂× (Ee+ −Ee)]

+ veH [n̂× (n̂× (He+ −He))] ,

n̂×H∗e = n̂×He + keH [n̂× (He+ −He)]

− veE [n̂× (n̂× (Ee+ −Ee))] . (5)

E∗e H∗e e

keE veH keH veE

Z̃e+

Z̃

式中  和  分别代表单元  的电场通量及磁场

通量;    ,    ,    及   为通量系数, 本文采用迎

风通量格式, 其系数如表 1, 表中   即为 (4)式

中  .

Y e Ze

Z̃e+ Ỹ e+

Z̃e+

  及  代表当前单元参数, 一般为自由空间

参数.   及  为拟引入的阻抗边界相关阻抗导

纳参数. 由于通量的系数中含有阻抗边界条件的复

数形式阻抗, 对于时域算法很难处理, 如对  进

行矢量匹配, 则需要分别处理分子及分母的有理分

式, 较为繁琐. 我们提出了一种新的简便方案. 首

先假定 (5)式可重写为 

n̂×E∗ = n̂×E +
1

2
[n̂× (f1(H,E)−E)]

+
1

2Y e
[n̂× (n̂× (f2(H,E)−H))] ,

n̂×H∗ = n̂×H +
1

2
[n̂× (f3(H,E)−H)]

− 1

2Ze
[n̂× (n̂× (f4(H,E)−E))] ,  (6)

f1(H,E) f2(H,E) f3(H,E)

f4(H,E)

式中, 采用了标准形式的通量系数. 阻抗边界的使

用需要采用当前单元的数据计算得到阻抗边界上

的数据 , 因此为了降低时域迭代方案难度 , 将

(5)式退化到如 (6)式形式的标准迎风通量系数式,

引入四个函数   ,    ,    及

 表达相邻电磁场数据. 采用此表述的优势

为保留标准迎风通量系数利于编程, 也无需对现有

理论框架进行大改. 可以将注意力集中于对相邻单

元电磁场数据的处理, 结合矢量匹配可以大大降低

推导难度. 换言之, 最困难的频时转换工作全部由

矢量匹配法承担就是本文的目标.

同时为了表述阻抗边界形式, 将相邻单元的电

磁场数据采用函数表示为 

Ee+ = f1(H,E), He+ = f2(H,E). (7)

f3(H,E) f4(H,E)

f1(H,E)=f3(H,E) f2(H,E)=f4(H,E)

f1(H,E)

f2(H,E) f3(H,E) f4(H,E)

keE(n̂×E+)

这里略去了  及  , 因推导过程可得出

结论 ,    ,    .

接下来的任务是联合 (5)式和 (6)式推导  ,

 ,    及   . 从 (5)式中的子

项  开始推导: 

keE
(
n̂×E+

)
=

Ỹ e+

Y e + Ỹ e+

(
n̂×E+

)
=− Ỹ e+

Y e + Ỹ e+
Z̃e+ · [n̂× (n̂×He)]

=
1

Y e + Ỹ e+
[n̂× (n̂× (−He))] . (8)

将 (8)式代入 (5)式可得 

 



+

edge4#

edge5#

edg
e6#

n̂

图 2    虚拟单元

Fig. 2. Virtual element. 

表 1    数值通量系数表达式
Table 1.    Coefficients of numerical flux.

通量系数

keE keH veH veE 

迎风通量表达式
(upwind flux)

Ỹ e+

Y e + Ỹ e+    

Z̃e+

Ze + Z̃e+    

1

Y e + Ỹ e+    

1

Ze + Z̃e+    
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1

2Y e
[n̂× (n̂× (f2(H,E)−He))]

=
1

Y e + Ỹ e+
[n̂× (n̂× (−He))]

+
1

Y e + Ỹ e+
[n̂× (n̂× (−He))]  ,

⇓

1

2Y e
[n̂× (n̂× f2(H,E))]

=
2

Y e + Ỹ e+
[n̂× (n̂× (−He))]

+
1

2Y e
[n̂× (n̂× (−He))]  ,

⇓

[n̂× (n̂× f2(H,E))]

=

(
1− 4Y e

Y e + Ỹ e+

)
[n̂× (n̂× (He))] . (9)

n̂

我们采用了 whitney型基函数, 在 DGTD中

其电磁场数据天然具备切向性质, 可将 (9)式的法

向符号  消去, 并将导纳改为阻抗表述, 最终简化

形式为 

He+ = f2(H,E) =

(
1− 4Z̃e+

Ze + Z̃e+

)
He. (10)

He+ = f2(H,E) Ee+ =

f1(H,E)

上 面 为   推 导 过 程 .   

 推导过程为 

veH[n̂× (n̂× (He+))]

=
1

Y e + Ỹ e+
Ỹ e+ · n̂× [n̂× (n̂×Ee)]

= − Ỹ e+

Y e + Ỹ e+
· (n̂×Ee) . (11)

将 (11)式代入 (5)式可得 

1

2
[n̂× (f1(H,E)−E)]

= − Ỹ e+

Y e + Ỹ e+
· (n̂×Ee) +

Ỹ e+

Y e + Ỹ e+
[n̂× (−Ee)],

⇓

1

2
[n̂× (f1(H,E)−E)] =

2Ỹ e+

Y e + Ỹ e+
[n̂× (−Ee)] ,

⇓

n̂×f1(H,E)=

(
1− 4Ỹ e+

Y e+Ỹ e+

)
(n̂×Ee) . (12)

n̂

同理, DGTD中其电磁场数据天然具备切向

性质, 可将 (12)式的法向符号  消去, 并将导纳改

为阻抗表述, 最终简化形式为 

Ee+ = f1(H,E) =

(
1− 4Ze

Ze + Z̃e+

)
Ee. (13)

f1(H,E) f2(H,E)

f3(H,E) f4(H,E)

上述推导已给出   及   的表达

式,    及   可遵循相似步骤进行推

导, 这里跳过其步骤直接给出结果: 

f1(H,E) = f3(H,E) ,

f2(H,E) = f4(H,E) . (14)

由 (14)式可见, 实际上要处理的仅有两个独

立公式即 (10)式、(13)式. 其处理方案见下节.

 3   时域迭代方案

经前文总结, 最终需要处理下式的频时转换: 

He+ =

(
1− 4Z̃e+

Ze + Z̃e+

)
He ,

Ee+ =

(
1− 4Ze

Ze + Z̃e+

)
Ee , (15)

Ze Z̃e+式中,   一般为自由空间阻抗 (实数);   为目标

阻抗, 其阻抗函数一般较为复杂, 以较为简单的半

空间为例 (SIBC), 其阻抗边界条件为 

Z(ω) =

√
jωµ2

jωε2 + σ2
. (16)

jω

Z(ω)

根号内的  很难处理, 经典做法采用拉普拉斯

逆变换来处理阻抗  , 但其推导过程复杂, 当阻

抗函数形式改变时需要重构理论, 且须对数据进行

全时间步存储, 这些困难都限制了其应用及推广.

为提高本文方案的通用性, 我们改用另一思路, 矢

量匹配 (vector fitting, VF).

jω矢量匹配的思路是在含   项用拉普拉斯符号

s 代替后, 将其写为一阶有理分式形式: 

f(ω) ≈
N∑
i=1

Ci

s−Ai
+D + sE, s = jω, (17)

Ai E D Ci

Ai

式中,    ,    ,    ,    均为实数, N 为多项式级数,

此外, 有理分式中的分母中  均为负, 这代表极点

在频率负轴上, 实际上数值算法不可能出现, 计算

在宽频范围内将是稳定的.
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Z̃e+

Z̃R

现有文献一般对阻抗  进行矢量匹配 [17−19],

本文采用另一方式, 对 (15)式中的系数进行修正,

定义  为 

Z̃R =
Z̃e+

Ze + Z̃e+
≈

N∑
i=1

Ci

s−Ai
+D. (18)

Z̃R E = 0对   做矢量匹配, 令   之后, 可重写 (15)式: 

He+ =

[
1− 4

(
N∑
i=1

Ci

s−Ai
+D

)]
He

=

[
(1− 4D)− 4

N∑
i=1

Ci

s−Ai

]
He ,

Ee+ =

[
1− 4

(
1−

N∑
i=1

Ci

s−Ai
−D

)]
Ee

=

[
(4D − 3) + 4

N∑
i=1

Ci

s−Ai

]
Ee . (19)

经拉普拉斯逆变换, 可得到 (19)式时域迭代

形式:  {
He+

}n− 1
2 = (1− 4D) {He}n−

1
2

− 4

N∑
i=1

{HAe}n−
1
2

i  ,

{HAe}n−
1
2

i = Pi1{He}n−
1
2 + Pi2{He}n−

3
2

+ Pi3{HAe}n−
3
2

i  ,

{
Ee+

}n
= (4D − 3)

{
Ee+

}n
+ 4

N∑
i=1

{
EAe+

}n
i

 ,

{EAe}ni = Pi1{Ee}n + Pi2{Ee}n−1

+ Pi3{EAe}n−1
i  ,

Pi1 = −Ci

Ai

[
1− 1

Ai∆t

(
eAi∆t − 1

)]
 ,

Pi2 =
Ci

Ai

[
1

Ai∆t
+ eAi∆t

(
1− 1

Ai∆t

)]
 ,

Pi3 = eAi∆t . (20)

HAe EAe+式中  与  分别代表磁场及电场迭代中使

用的临时变量.

{He+}n+
1
2 {Ee+}n

(20)式的时域表达式可用于计算虚拟单元 (阻

抗边界)电磁场数据, 其具备一个优势, 在处理虚

拟单元数据时不牵涉矩阵, 非常便于编制程序. 经

(20)式计算得到的   ,    可代入下

式计算阻抗边界处通量: 

{Fhe+} =
1

2

∑
[Mfe] ·

{
He+ −He

}n− 1
2

− 1

2Y e

∑
[Mge] ·

{
Ee+ −Ee

}n−1 ,

{Fee}n =
1

2

∑
[Mfe] ·

{
Ee+ −Ee

}n
+

1

2Y e

∑
[Mge] ·

{
He+ −He

}n− 1
2  ,

Mfe
ij =

∫∫
Se

N e
i · (n̂×N e

j )ds ,

Mge
ij =

∫∫
Se

N e
i · (n̂× (n̂×N e

j ))ds, (21)

N e
i N e

j

{Fhe} {Fee}

[Mfe] [Mge]

Ee He Ee+ He+

式中,    ,    为基函数; e 为四面体号; i, j 为矩

阵元素的标号;   和  分别代表 e 单元磁

场及电场的通量矩阵项;    和   分别代表

e 单元计算中使用的矩阵, 计算式为 (21)式后两

式, 计算中需要对基函数在三角形接触面上做面积

分;   和  代表 e 单元电磁场项;   和  代

表 e+单元电磁场项. (21)式属于矩阵方程. 接下

来需要与经Maxwell方程组推导得到的 DGTD方

程 (22)结合进行求解:
 

{Ee} = aE{Ee}+ bE [M e]−1

×
{
[Se]{He}n−

1
2 + {Fhe}n−

1
2

}
 ,

{He} = aH{He} − bH [M e]−1

× {[Se]{Ee}n + {Fee}n} ,

Me
ij =

∫∫∫
Ωe

N e
i ·N e

j dΩ ,

Se
ij =

∫∫∫
Ωe

N e
i · (∇×N e

j )dΩ ,

aE =
ε− 1

2
σ∆t

ε+
1

2
σ∆t

 , aH =
µ− 1

2
σm∆t

µ+
1

2
σm∆t

 ,

bE =
∆t

ε+
1

2
σ∆t

, bH =
∆t

µ+
1

2
σm∆t

, (22)

M e Se

Fhe Fee

ε µ σ σm

Ee He

式中, e 代表单元序号;   为质量矩阵;   为刚度

矩阵 ;    及   为数值通量项 , 可由 (20)式和

(21)式结果计算;   ,   ,   及  分别代表单元 e 的

介电系数、磁导系数、电导率及导磁率;    及  

为 e 单元电磁场数据. (22)式为蛙跳迭代式. 到此

已给出完整的迭代式, 可用于阻抗边界处理.
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 4   SIBC及 TIBC的处理

Z̃e前面章节描述的 IBC方案未涉及  的具体函

数形式, 本文方案关键在于 (18)式的矢量匹配处

理, 下面给出两个示例.

 4.1    SIBC

半空间介质可归于 SIBC类型, 示意图如图 1

假定某介质阻抗式为 

Z̃(ω) =

√
jωµ2

jωε2 + σ2
. (23)

ε2r = 2, µ2r = 1, σ2 = 0.2 s/m

Z̃R

将其代入 (18)式 , 矢量匹配中假定频率上限为

14 GHz,   . 令阶数 N =

20, (18)式拟合后结果如图 3,   的矢量匹配结果

及原函数结果符合很好.

 4.2    TIBC

ε1, µ1, σ1

ε2, µ2, σ2

如图 4, 覆盖薄涂层的介质可归于 TIBC类型.

假设薄涂层参数为   , 厚度 d. 下方导体参

数为  . 根据传输线模型, 对于正入射电磁

波, 其表面阻抗公式为 

Z(ω) = η1
η2 + jη1tan(k1d)
η1 + jη2tan(k1d)

 ,

η1 =

√√√√ µ1

ε1 +
σ1

jω

, η2 =

√√√√ µ2

ε2 +
σ2

jω

,

k1 = ω

√(
ε1 +

σ1

jω

)
µ1 . (24)

矢量匹配中假定频率上限为 14 GHz, 介质参

数如下: 

ε1r = 2,  µ1r = 1,  σ1 = 0.01 s/m,  d = 2 mm ,

ε2r = 1,  µ2r = 1,  σ2 = 0.2 s/m,  N = 20 . (25)

Z̃R针对该组参数的  , 如图 5, 匹配后的实部和

虚部均与原函数符合很好.

由上面两个示例可见, 矢量匹配用于对 (18)式的

处理是成功的, 下一节将以此为基础开展仿真研究.

 5   数值算例

考虑到一维情形可作为阻抗边界的基础算例

验证, 因此本部分先给出一维 DGTD算例进行验

证, 然后给出三维算例.

 5.1    一维 SIBC 算例

ε2r = 2, µ2r = 1, σ2 = 0.2 s/m半空介质参数  , 与

4.1节相同, 采用 1维 DGTD仿真, 反射波及入射

波时域数据如图 6. 采集入射波数据及反射波数据

后做傅里叶变换. 反射系数幅值及相位如图 7和

图 8. 本例中反射系数幅值误差为 0.00177, 反射系

数相位误差为 0.00351, 精度均很高.

 

0 2 4 6 8 10 12 14
0

0.25

0.50

V
a
lu

e

Frequency/GHz

VF (real)

VF (imag)

Original (real)

Original (imag)

Z̃R图 3    SIBC(  )

Z̃RFig. 3. SIBC (  ).
 

 







Incident wave



E

k

n̂1, 1, 1

2, 2, 2

0, 0

图 4    薄涂层示意图

Fig. 4. A conductive object with thin sheet. 
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Z̃R图 5    TIBC (  )

Z̃RFig. 5. TIBC (  ).
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 5.2    一维 TIBC 算例

涂覆介质示意图如图 4, 参数如下:
 

ε1r = 2,  µ1r = 1,  σ1 = 0.01 s/m,  d = 2 mm ,

ε2r = 1,  µ2r = 1,  σ2 = 0.2 s/m .
(26)

入射波及反射波时域数据如图 9. 反射系数幅

值及相位如图 10和图 11. 本例中反射系数幅值误

差为 0.00234, 反射系数相位误差为 0.00798, 精度

依然很高.

就本节两个一维算例来看, 本文研究所得的反

射系数及相位与解析解符合很好. 本文方案是精确

有效的.
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图 6    对于一维 SIBC算例, 反射波及入射波时域数据

Fig. 6. Incident wave and reflected wave for one-dimension-

al SIBC example. 
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图 7    对于一维 SIBC算例, 反射系数幅值

Fig. 7. Magnitude of the reflection coefficient for one-dimen-

sional SIBC example. 
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图 8    对于一维 SIBC算例, 反射系数相位

Fig. 8. Phase of the reflection coefficient for one-dimension-

al SIBC example. 

 

0 1 2 3 4
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0


/
(V
Sm

-
1
)

Time/ns

Reflected wave

Incident wave

图 9    对于一维 TIBC算例, 反射波及入射波时域数据

Fig. 9. Incident wave and reflected wave for one-dimension-

al TIBC example. 
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图 10    对于一维 TIBC算例, 反射系数幅值

Fig. 10. Magnitude  of  the  reflection  coefficient  for  one-di-

mensional TIBC example. 
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图 11    对于一维 TIBC算例, 反射系数相位

Fig. 11. Phase  of  the  reflection  coefficient  for  one-dimen-

sional TIBC example. 
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 5.3    三维 SIBC 算例

该球为均匀介质球, 半径为 1 m, 介质参数为 

ε2r = 2, µ2r = 1, σ2 = 0.2 s/m. (27)

该参数可满足在频率范围内目标尺度大于透入深

度, 沿用 SIBC阻抗条件 (23)式. 即对于球面上的

单元均采用正入射近似. 模型中的球不离散, 采用

本文理论计算球面上的电磁场.

基于以上参数, 该介质球单站 RCS计算结果

如图 12. 由图 12可见, DGTD结果 (虚线)与Mie

结果 (实线)符合很好, 本文方案适用于三维情形.

本例的计算参数如表 2, 并给出了建模后的 DGTD

(standard)结果作为参考, DGTD (standard)代表

对球离散建模后的结果, 由表 2可看出, 阻抗边界

方案的 DGTD精度稍低于标准版本的 DGTD结

果, 但影响不大, 精度满足需求. 因计算模型变化,

两个版本 DGTD计算时间步有细微差异.
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Mie solutions

DGTD

图 12    单站 RCS结果

Fig. 12. Monostatic RCS.
 

本算例验证了理论的正确性, 但不足以体现本

文算法的计算速度优势, 下一算例将处理涂覆目标

问题.

 5.4    三维 TIBC 算例

本算例为涂覆球, 此情形可利用 Mie理论给

出解析解便于对比. 模型如图 13. 图 13中, 涂覆层

厚度为 0.02 m, 图中为展示需要将薄层画得较厚.

本例仿真该球单站 RCS, 频率范围 0—0.5 GHz,

介质参数如下: 

ε1r = 20,  µ1r = 1,  σ1 = 0.01 s/m ,

ε2r = 1,  µ2r = 1,  σ2 = 0.2 s/m . (28)

 
 

Medium 2

2=0.98 m

 1
=

1
.0
 m

Medium 1

Incident wave

0

图 13    涂覆球

Fig. 13. Coated sphere.
 

在仿真频率范围内, 涂层厚度远小于其透入深

度, 另一方面, 内部介质球的透入深度远小于其尺

度. 如进行精确建模需要适应涂覆层厚度, 将耗费

很高的计算资源, 采用本文理论可快速计算.

计算中球不离散, 表面电磁场数据由本文算法

计算得到. 沿用 TIBC阻抗条件 (24)式. 对于球面

上的单元均采用正入射近似. 基于以上参数, 该涂

覆球单站 RCS计算结果为图 14所示 . 本例中 ,

DGTD(TIBC)结果与 Mie结果符合很好, 本例的

计算参数如表 3.
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图 14    涂覆球单站 RCS结果

Fig. 14. Monostatic RCS. 

表 2    计算参数
Table 2.    Calculation parameters.

离散尺度/m 四面体数量 时间步/(10–11 s) 计算时间/min 均方根误差/dB

DGTD (SIBC) 0.05 402094 0.328972 54 0.6237

DGTD (standard) 0.05 487677 0.328447 61 0.5836
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该离散尺度由计算中的最高频率 0.5 GHz决

定 (波长/12), 如采用标准版 DGTD(需要精确建

模), 则薄层处离散尺度依据计算经验需要修正为

0.002 m(涂层厚度/10). DGTD属于显式有条件稳

定算法. 精确建模会增加四面体数量并降低计算时

间步. 0.002 m为 0.05 m的 1/25, 这代表计算时间

步将会约为表 3中时间步的 1/25, 忽略四面体数

量增加的影响时, 计算时间将为本算例 25倍. 这

样的资源消耗在实践中很难承受.

 6   结　论

Z̃R

本文提出了一种 DGTD阻抗边界算法, 该算

法经推导得到特定含阻抗 Z 的函数, 本文方案特

点是对经推导后的特定函数  (18)式进行有理分

式近似 (FRVF). 此算法的优势是保留了数值通量

的标准系数, 将复杂的频时转换问题由矢量匹配承

担, 之后通过拉普拉斯逆变换得到时域迭代式. 本

文提出的 DGTD阻抗边界方案优点是阻抗边界相

关迭代方程 (20)无需处理矩阵, 理论形式简单, 易

于编程. 一维算例及三维算例也表明了本文算法的

精确性有效性. 本小组下一步拟基于现有成果研究

可穿透薄层 (即薄层尺度小于透入深度且薄层两侧

无导电体情形), 该问题需要给出反射波及透射波

数据, 本文工作可作为其基础.
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Abstract

Z̃

Z̃

Large-size conductive targets or coated targets are difficult problems in computational electromagnetics. In

general, these problems can be classified as multi-scale problems. Multi-scale problems usually consume a large

quantity of  computational  resources.  A lot  of  efforts  have been devoted to seeking for  fast  methods for  these

problems.  When the  skin  depth  is  less  than the  size  of  a  conductive  target,  the  tangential  component  of  the

electric field and magnetic field over the surface of the target can be correlated by the surface impedance    .

The     is usually a complex function of the frequency, and it can be used to formulate an impedance boundary

condition (IBC) to describe iterative equations in time domain methods, avoiding the volumetric discretization

of  the  target  and  improving  computational  efficiency.  This  condition  is  commonly  known  as  the  surface

impedance boundary condition (SIBC). Similarly, for a conductor whose thickness is in the order of skin depth

or less, it also has high resource requirements, if the target is of direct volume discretization. The transmission

impedance  boundary  condition  (TIBC)  can  be  utilized  instead  of  a  coated  object  to  reduce  resource

requirements. Therefore, there is no need to discretize volume.

Z̃

Z̃R

There  are  few  studies  on  the  IBC  scheme  by  using  the  discontinuous  Galerkin  time-domain  (DGTD)

method. Li et al. (Li P, Shi Y, Jiang L J, Bağci H 2015 IEEE Trans. Antennas Propag. 63 5686; Li P, Jiang L J,
Bağci H 2015 IEEE Trans. Antennas Propag. 63 3065 ; Li P, Jiang L J, Bağci H 2018 IEEE Trans. Antennas

Propag. 66 3590 ) discussed the IBC scheme by using the DGTD, which involves complex matrix operations in
the  processing  of  IBC.  In  the  DGTD  method,  numerical  flux  is  used  to  transmit  data  between  neighboring

elements,  and  the  key  to  the  IBC scheme  in  DGTD is  how  to  handle  numerical  flux.  We  propose  a  DGTD

method with a simple form and matrix-free IBC scheme. The key to dealing with IBC in DGTD is numerical

flux. Unlike the way in the literature, the impedance    is not approximated by rational functions in our study.

A specfic function     obtained after the derivation in this work is approximated by rational functions in the

Laplace domain through using the vector-fitting (VF) method, and its time-domain iteration scheme is given.

This approach avoids matrix operations. The TIBC and SIBC processing schemes are also given. The advantage

of the proposed method are that the upwind flux’s standard coefficients are retained and the complex frequency-

time  conversion  problem  is  implemented  by  the  vector-fitting  method.  The  one-dimensional  and  three-

dimensional examples also show the accuracy and effectiveness of our proposed method in this work.

Keywords: impedance boundary condition, vector-fitting method, discontinuous Galerkin time domain method
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