
 

应用模拟退火算法估算月核大小及其密度组成*
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提出结合高阶月球重力场模型 GL990D的 2阶位系数和月球天平动参数, 以及月球的平均密度和平均

惯性矩因子, 来解决月核大小及其密度组成的问题. 基于不同分层结构模型, 推导了不同分层结构情况下的

平均密度和平均惯性矩因子, 并以它们理论值和观测值的残差平方和作为目标函数, 应用模拟退火算法对多

参数进行估算. 考虑三层模型的月球内部结构模型, 估算的月核大小约为 470 km, 月核密度约为 5486 kg/m3,

反演的月核大小及其密度组成与其他研究相近, 验证了本文算法的可靠性. 考虑月核分成外核和内核的情况,

反演的外核大小约为 385 km, 内核大小约为 350 km, 对应的外核密度约为 4618 kg/m³, 内核密度约为 7879 kg/m3.

表明月球至 35.6亿年前发电机效应约束时, 形成了以硫化亚铁为主的外核, 月核内部则形成了纯铁为主包含

部分镍铁合金的内核.
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 1   引　言

月球内部结构对认识月球早期分异过程、早期

热演化历史和月球形成起源至关重要 [1]. 在月球内

部结构参数中, 月核大小及其组成对认识月球早期

热演化历史尤其重要, 特别是月球早期发电机效应 [2].

月球表面至今存在剩余磁场, 它可能是月球早期存

在发电机效应的有力证据, 最新研究表明月球发电

机效应形成于 42.5—35.6亿年前 [3]. 鉴于月核大小

及其组成的重要性 , 文献 [4]利用月球激光测距

(lunar laser ranging, LLR)数据, 计算了月球的物

理天平动参数, 由此估算了月核大小及其组成, 发

现月球液态外核在 200—380 km之间, 月球固态

内核小于 280 km. 此外, 月核还可以通过月震数据

进行约束, 该数据来源于月球阿波罗 (Apollo)台

站, 这些台站在月球正面形成一个三角台站网, 至

工作以来, 记录了超过 7000次的深部月震 [5]. 通过

这些深震数据的分析, 可以反演月核的大小及其组

成 [6]. 但月震数据在 1000 km以下的分辨率有限,

不利于月核大小及其密度组成的约束.

随着科学技术的发展, 文献 [7]利用阵列方法

对阿波罗月震数据重新进行分析, 发现月球存在月

核的可能, 其大小可能在 330—420 km之间, 进一

步推测, 月球可能存在 240 km的固态内核和 330 km

的液态外核. 文献 [8]则利用月表全球分布的剩余

磁场数据, 发现月核的大小不超过 400 km. 鉴于月

球平均惯性矩对月球重力场模型 2阶位系数 C20
较敏感, 月球天平动参数对月球重力场模型位系

数 C22 较敏感, 文献 [9]提出了月球内部结构的三

层模型, 联合平均密度和平均惯性矩因子, 发现最

大概率分布条件下的月核大小在 370 km左右. 文

献 [10]基于文献 [9]的方法, 提出了考虑月球液态

外核和固态内核的四层模型, 联合平均密度和平均
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惯性矩因子发现月球外核半径在 469 km左右, 内

核大小约为 303 km.

鉴于反演目标函数的非线性特征 [10], 文献 [9]

提出应用蒙特卡罗算法来反演月核大小. 由于蒙特

卡罗算法耗时较长, 文献 [10]提出了粒子群算法,

对月核大小及其组成进行反演. 随着智能算法的发

展, 模拟退火算法 (simulated annealing, SA)[11] 以

其多参数寻优、容易跳出局部解实现全局解寻优的

特征而得到广泛的应用 [12,13]. 文献 [10]反演的外核

超过了 400 km, 内核密度在 7000 kg/m3 左右, 小

于纯铁密度, 这与文献 [7]给出的月核可能含有较

少轻元素的推测不一致, 有必要重新估算月核的大

小及其组成. 为此, 参考文献 [9,10]的内部结构分

层模型, 联合月球重力场模型 GL900 D[14] 的二阶

位系数和最新月球天平动参数 [15], 应用模拟退火

算法对月核大小及其密度组成进行估算, 以期为月

球内部结构和月球热动学研究提供一定的参考.

 2   月球内部结构与平均惯性矩因子

对月球内部结构的研究, 主要通过月震数据来

探测. 文献 [16]根据月震波波速分布, 将月球内部

分成月壳、上月幔、转换层、下月幔、衰减层和月

核. 文献 [17−19]根据阿波罗月震数据建立了月震

波速度模型, 发现月震波在上下月幔之间的速度相

差非常小, 实际应用时可忽略上月幔和下月幔之间

的密度差. 文献 [9]发现上月幔、转换层和下月幔

看作一体时, 对月核反演结果的影响可以忽略不

计, 建立了月壳、月幔和月核的三层内部结构模型.

文献 [7]推测月核可能分异成液态外核和固态内

核, 内外核的相互作用, 致使月球早期产生过全球

性的磁场, 该推测得到近年来月球发电机效应的支

持 [2,3]. 文献 [7]推测月幔与月核外核之间存在转换

层, 文献 [10]在估算月核大小及其密度组成时, 则

将核-幔边界的转换层与月核外核合同为一层, 以

减轻非线性反演的负担, 本文也采取该策略, 将月

核分成外核和内核, 如图 1所示. 其中月壳层的平

均密度为 rc, 厚度为 bc; 月幔层的密度为 rm, 顶部

参考半径为 rm = R – bc; 外核密度为 rco, 顶部参

考半径为 rco; 外核密度为 rci, 顶部参考半径为 rci,

这些物理量的取值或范围如表 1所示.

根据图 1所示模型可以求出相应的模型平均

密度 rmod 和模型平均惯性矩 Imod. 在实际应用

过程中, 通常使用无量纲的模型平均惯性矩因子

Imod/MR2. 这两个物理量参照图 1月球内部结构

的理论公式表示如下:
 

ρmod = ρc + (ρm − ρc)
(rm
R

)3

+ (ρco − ρm)
(rco
R

)3

+ (ρci − ρco)
(rci
R

)3

, (1)
 

I mod

MR2
=

2

5

[
ρc
ρ

+
ρm − ρc

ρ

(rm
R

)5

+
ρco − ρm

ρ

(rco
R

)5

+
ρci − ρco

ρ

(rci
R

)5
]
, (2)

ρ̄其中, M 表示月球总质量,    表示月球平均密度.

文献 [9]将月球内部结构简化成三层模型, 相当于
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图 1    月球内部分层结构

Fig. 1. Lunar interior structure with various layers. 

 

表 1    参数取值或范围
Table 1.    Values of  fixed parameters and ranges of

free parameters.

参数 取值或范围

月球平均参考半径 R/km 1737.4

月壳厚度 bc/km 40

月壳密度 rc/(kg⋅m–3)[9] 2800

月幔密度 rm/(kg⋅m–3)[20] 3360

月球外核半径 rco/km [50, 600]

月球内核半径 rci/km [50, 450]

月球外核密度 rco/(kg⋅m–3) [3400, 6000]

月球内核密度 rci/(kg⋅m–3) [4000, 8500]
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图 1所示模型的月核不区分内核与外核, 即有关

系 rco = rci 和 rco = rci, 此时平均密度和平均惯性

矩因子简化为 

ρmod=ρc +(ρm − ρc)
(rm
R

)3

+(ρco − ρm)
(rco
R

)3

, (3)
 

I mod

MR2
=

2

5

[
ρc
ρ

+
ρm − ρc

ρ

(rm
R

)5

+
ρco − ρm

ρ

(rco
R

)5
]
. (4)

此时, rco 和 rco 相当于月核的平均半径和平均密度.

 3   月球重力场模型二阶位系数与反演
目标函数

月球重力场是月球内部非均匀密度分布的直

接表现, 最早的模型起始于根据美国月球轨道 5号

轨道跟踪数据反演的 4×8阶次的重力场模型 [21].

随着探测任务的不断开展, 文献 [22]利用美国月球

勘探者号 LP (lunar prospecter)轨道跟踪数据, 反

演了 165阶次的高阶月球重力场模型 LP165P. 受

限于月球公转与自转同步的影响, 地球表面观测系

统只能直接观测月球的正面 (nearside), 因此, 早

期月球重力场模型在背面 (farside)的精度非常低,

影响了重力场模型低阶位系数的精度. 为此, 日本

于 2007年发射了月亮女神号 SELENE (selenolo-

gical and engineering)探月卫星, 依靠高低卫-卫

跟踪方式, 间接获得了月亮女神号卫星在月球背面

的轨道跟踪数据, 求解的月球重力场模型较以往极

大地提高了低阶位系数的精度 [23]. 至 2011年, 美

国发射了圣杯号 GRAIL  (gravity  recovery  and

interior laboratory)月球重力卫星, 采用同轨道卫-

卫跟踪方式, 通过两卫星间 Ka波段测距信息精确

地反演了高阶 GRAIL系列月球重力场模型, 模型

改正精度在 2—10阶次, 较早期模型提高了 2个量

级 [14]. 本文采用的月球重力场模型 GL900D是根

据 GRAIL数据反演的 900阶次的高阶重力场模

型, 计算中涉及的规格化二阶位系数 C20 和 C22 如

表 2所示.

ρ̄

月球重力场模型 GL900 D提供了月球引力常

数 GM, 参考最新的万有引力常量 G [24], 估算出的

月球总质量 M 如表 2所示. 进一步根据月球平均

参考半径 R [17], 估算出的月球平均密度  如表 2所

示. 依据星历表 DE440[15], 提取的月球天平动参数g

和 b 如表 2所示. 若月球的 3个主轴惯性矩为 A, B

和 C, 且有关系 A > B > C, 参考文献 [10]可得如

下关系: 

√
5C20 =

1

MR2

(
A+B

2
− C

)
, (5)

  √
5

12
C22 =

B −A

4MR2
, (6)

 

γ =
B −A

C
, (7)

 

β =
C −A

B
. (8)

应用最小二乘法对 (5)式—(8)式进行求解, 可以

得到 3个主轴惯性矩 A, B, C 的最优值, 最终求得

月球平均惯性矩 I0, 进而求得无量纲化的平均惯性

矩因子为 

I0
MR2

=
A+B + C

3MR2
. (9)

综合平均密度和平均惯性矩因子, 即可以估算月核

大小及其密度组成. 参考文献 [25], 该问题是一个

多目标函数的反演问题, 目标函数 f 为 

f =

√
(ρ mod − ρ)

2
+

(
5

2

I mod

MR2
ρ− 5

2

I0
MR2

ρ

)2

,

(10)
ρ̄

I0/(MR2)

Imod/(MR2)

其中,   表示通过重力场模型 GL900D求得的月球

总质量, 再根据月球平均半径 R 求出的平均密度

的测量值, 其取值如表 2所示; rmod 表示根据给定

内外核密度和内外核半径, 由 (3)式求出的月球模型

平均密度  表示结合重力场模型 GL900D

的二阶位系数, 以及月球天平动参数, 由 (5)式—(9)

式求出的月球平均惯性矩因子的测量值 

表示根据给定内外核密度和内外核半径, 由 (2)式

或 (4)式求出月球模型平均惯性矩因子.
 

表 2    月球相关参数
Table 2.    Values of lunar parameters.

参数 取值

二阶重力位系数 C20 –0.9088124807048×10–4

二阶重力位系数 C22 0.3467408607293×10–4

月球的总质量 M/kg 7.3462872646575×1022

月球的平均半径 R/km 1737.4

ρ̄月球的平均密度   /(kg⋅m–3) 3340.642

天平动因子 g 227.7317×10–6

天平动因子 b 631.0213×10–6

平均惯性矩因子 I0/MR2 0.3930002239
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 4   模拟退火算法

计算月核大小及其密度组成时, 以目标函数

(10)式最小值作为判断依据. 在本文计算过程中,

以 f < 0.1作为可行解向量的阈值, 可行解向量元

素包括月核外核大小 rco 及其密度 rco, 内核大小 rci
及其密度 rci 的取值范围如表 1所列. 鉴于目标函

数 (10)式的非线性特征, 采用非线性反演算法是

解决该问题的最优选择. 在所有非线性反演算法

中, 模拟退火算法具有容易实现、易于跳出局部解

而进行全局搜索的特征, 得到了广泛的应用 [11−13].

模拟退火算法源于固体退火原理, 其原理是将固体

加温至充分高的程度, 让其慢慢冷却. 加温时固体

内能增大, 内部粒子随温度升高变为无序态, 随着

固体慢慢冷却, 内部粒子趋近有序. 待固体内每个

粒子达到平衡态后, 最终在常温时达到基态, 固体

内能也降低到最小值. 模拟退火算法的原理最早

由 Kirkpatrick等 [11] 提出, 把马尔科夫链蒙特卡罗

法应用到组合最优化问题, 达到求解全局最优解的

目的.

模拟退火算法从较高初温出发, 伴随温度参数

的下降, 结合一定的概率在解空间中跳变, 进而随

机寻找目标函数的全局最优解, 即在局部最优解时

能以一定的概率跳出局部解, 最终趋于全局最优

解. 模拟退火算法在程序设计时采用双层循环, 外

层循环控制温度由高到低变化. 若初始温度为 T0,

温度下降的方式为 

T = α · T0, (11)

(11)式中 a 为温度衰减系数, 其范围为 0 < a < 1.

在内层循环中, 温度是固定的, 对旧解添加随机扰

动以得到新解, 内循环中的迭代次数即是马尔科夫

链长度. 定义一个初始解向量 x0, 在原始解的一定

范围内随机跳变产生一个新解向量 x1, 则有关系: 

x1 = x0 +
mi√∑i
1 mi

2

· T, (12)

其中, m 为 0 < m < 1的任意实数, i 为自变量的

个数, 且每个自变量产生新解的方式均相同. 在求

解目标函数全局最优解的过程中, 若D = |x1 – x0| <

0, 则直接取 x1 为新解继续进行计算, 若D = |x1 –

x0| > 0, 则根据 p 的概率来决定是否接受新解 x1.

p 有如下形式: 

p = e
−|x1−x0|

T . (13)

若温度越高, p 就越大, 接受新解的概率越大, 随

着 T 降低 p 减小, 接受新解的概率下降. 在寻找全

局最优解的过程中, 前期更倾向接受新解以求寻找

到最优解, 后期更倾向拒绝新解以确保最终解是全

局最优解.

 5   统计结果与分析

在本文的计算过程中, 取马尔科夫链长度为 108,

迭代次数为 5000次, 温度 T0 为 1000, 衰减系数

a = 0.95. 拟合残差取目标函数 f<0.1作为判据,

如果该条件成立, 则记录本次模拟中的自由参数.

为了测试算法的可靠性, 本文首先估算了三层模型

下的月核大小及其组成, 三层模型结构的平均密度

和平均惯性矩因子如 (3)式和 (4)式所示, 统计结

果如图 2所示, 该结果由 5193组数据组成. 其中
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图 2    三层模型下月核半径和密度的频率分布图　(a)月核半径频率分布图; (b)月核密度频率分布图

Fig. 2. Histograms of frequency distributions of the estimated radius (a) and density (b) of the core, considering the lunar interior

structure with three layers. 
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图 2(a)表示月核半径的频率分布图, 图 2(b)表示

月核密度的频率分布图. 图 2(a)表明月核大小的

最优解范围为 460—480 km, 最优值为 470 km, 这

与文献 [7]估算的包含核-幔边界部分熔融层的月

核大小 470 km一致. 图 2(b)表明最优月核密度

的取值范围在 5480—5500 kg/m3 之间, 最优值为

5486 kg/m3, 该最优值在文献 [9]估算的最优月核

范围 4500—5500 kg/m3 之间. 模拟退火算法在前

期因高温倾向于在大全局范围内对最优解进行搜

索, 前期更容易接受新解; 随着温度的降低, 后期

全局搜索能力减弱, 倾向于在局部范围内对最优解

进行优化. 基于模拟退火算法的三层内部结构物性

参数的成功反演, 表明本文的算法具有一定的可行

性, 可以进一步用于四层内部结构模型的物性参数

反演.

考虑四层模型的平均密度和平均惯性矩因子

由 (1)式和 (2)式算出, 最优参数以目标函数 f<

0.1为判据. 外核半径 rco 和内核半径 rci 的统计分

布如图 3所示, 该统计结果由 14718个数据组成.

图 3(a)表示月核外核半径 rco 的频率分布图, 最优

值的范围在 360—410 km之间, 最优值为 385 km.

图 3(b)表示月核内核半径 rci 的频率分布图, 最优

值在 340—380 km之间, 最大概率条件的内核半

径 rci = 350 km. 基于全球月表岩石剩磁分布数据,

文献 [8]发现月核大小不超过 400 km. 文献 [10]研

究发现月核内核半径约为 303 km, 外核半径约为

469 km. 基于月球潮汐响应, 文献 [26]研究发现月

核内核半径在 300—340 km之间, 外核半径在 540—

560 km之间. 本文估算的内核半径与文献 [8, 25]

估算的结果非常接近, 外核半径与文献 [10]接近,

鉴于多源数据反演月核大小存在一定的差异, 本文

估算的月核大小仍然具有一定的参考价值.

依据图 3给出的月核半径最优值, 在给定月核

外核半径 rco 和内核半径 rci 的前提下 ,  (1)式和

(2)式在理论上具有唯一解. 鉴于目标函数 (10)式

的非线性特征, 进一步通过模拟退火算法对月核外
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图 3    四层模型的月核半径频率分布图　(a) 外核半径频率分布图; (b) 内核半径频率分布图

Fig. 3. Histograms of frequency distributions of the estimated outer (a) and inner core (b), considering the lunar interior structure

with four layers. 
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Fig. 4. Histograms of frequency distributions of the density of outer core (a) and the density of inner core (b), considering the lunar

interior structure with four layers. 
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核密度和内核密度进行求解, 取图 3所示最大概率

分布值为最优值, 即将外核半径 rco = 385 km, 以

及内核半径 rci = 350 km代入 (1)式和 (2)式, 得

到外核密度 rco 和内核密度 rci 的分布, 如图 4所

示. 图 4(a)表示月核外核密度 rco 的频率分布图,

其大小集中在范围 4610—4625 kg/m3 之间, 最优

值为 4618 kg/m3, 接近硫化亚铁密度的标准值

4800 kg/m3. 图 4(b)表示月核内核密度 rci 的频率

分布图, 其取值为 7879 kg/m3, 微微大于纯铁密

度 7800 kg/m3. 文献 [7]的研究表明月核缺少轻元

素, 预示月核内核可能由纯铁甚至镍铁合金组成,

镍铁合金在行星内核中普遍存在 [26]. 依据全球月

表岩石剩磁数据, 文献 [2,3]的研究表明月球大约

在 42.5—35.6亿年前存在发电机效应, 后期由于月

球体积小散热快, 致使发电机效应结束. 月球在形

成初期, 月核外核可能由液态的硫化亚铁组成, 内

核则有纯铁或镍铁合金组成. 至 35.6亿年前月球

发电机效应结束时, 形成了 385 km左右的硫化亚

铁的外核和 350 km的纯铁或镍铁合金内核 . 文

献 [25]的研究表明, 采用平均密度和平均惯性矩

约束内外核大小及密度组成时, 幔层密度的敏感

度远大小于壳层密度. 本文选择月壳密度 (rc =

2800 kg/m3)和月幔密度 (rm = 3360 kg/m3)作为

固定值, 估算结果主要受月幔密度的影响. 鉴于本

文选择的月幔密度由阿波罗 (Apollo)月震数据约

束得到, 估算的月核大小及组成对月球内部结构研

究仍然具有一定的参考价值.

 6   结　论

利用模拟退火算法, 结合高分辨率重力场模

型 GL900D的二阶位系数和激光测月 LLR的天平

动参数, 对月核的大小及其密度组成进行了估算.

在月球内部结构三层模型下 , 月核大小约为

470 km, 密度在 5486 kg/m3 左右. 反演的月核大

小与包含壳-幔界面部分熔融层月核大小的其他研

究一致, 密度也与其他研究结果相近, 验证了算法

的可靠性. 在月球内部结构四层模型下, 反演的月

核外核大小最优值约为 385 km, 内核大小最优值

约为 350 km. 四层模型下, 最优内外核大小对应的

外核密度约为 4618 kg/m3, 接近硫化亚铁的密度

值, 内核密度约为 7879 kg/m3, 稍微大小纯铁密度

值. 若本研究结果接近月核真实情况, 那么月球在

35.6亿年前发电机效应结束时, 形成了 385 km左

右的硫化亚铁外核和 350 km的纯铁或镍铁合金内

核. 鉴于控制方程较少, 以及反演结果的非唯一性,

未来新观测数据的加入, 基于多源数据融合的反演

策略有望进一步地约束月核的大小及其密度组成,

进而从比较行星学的角度为包含地球的行星演化

进程提供一定的参考.
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Abstract

This  study  focuses  on  the  size  of  composition  of  lunar  core.  In  this  study,  we  consider  the  lunar  mean

density and mean moment of inertia factor in our inversion. We use the degree-2 coefficients of lunar gravity

field model GL990D and the lunar physical liberation parameters to compute mean moment of inertia factor,

which is treated as an observed value. We also compute the observed value of the mean density according to

the  total  mass  of  the  Moon.  Based  on  the  interior  structure  with  various  layers,  we  deduce  the  modeled

expressions  for  the  lunar  mean  density  and  mean  moment  of  inertia  factor.  Summing  the  squares  of  the

difference  between  the  observed  value  and  modeled  value  as  an  inversion  criterion,  we  estimate  the  multi-

parameters based on the simulated annealing algorithm. By considering the lunar interior structure with three

layers, the estimated size of the lunar core is around 470 km, and the density of the core is close to 5486 kg⋅m–3.

The  computed  size  and  density  of  the  lunar  core  are  close  to  other  reported  values,  thereby  validating  our

algorithm. We then consider the scenarios  that the lunar core differentiates  between a solid inner core and a

liquid outer core. The good-inversed outer core is close to 385 km, while the inner core approaches to 350 km.

By using the good-inversed sizes as fixed parameters, it is found that the inner core reaches 7879 kg⋅m–³, quite

denser  than  the  outer  core,  which  is  estimated  at  4618  kg⋅m–³.  Our  result  indicates  that  the  outer  core  is

composed of ferrous sulfide (FeS), while the inner core is comprised of ferrous or ferro-nickel, formed 3.56 billion

years ago when the lunar core dynamo ended.

Keywords: gravity field, physical liberation, simulated annealing, size of lunar core, density of lunar core
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