
 

专题: 非线性系统理论及其前沿应用

耦合饱和非线性薛定谔方程的多极矢量孤子*

温嘉美    薄文博    温学坤    戴朝卿†

(浙江农林大学, 临安　311300)

(2022 年 11 月 30日收到; 2022 年 12 月 23日收到修改稿)

本文构造了耦合自散焦饱和非线性薛定谔方程, 通过改变势函数参数再利用功率守恒的平方算符法, 得

到偶极-偶极、三极-偶极以及偶极-三极矢量孤子解. 随着孤子功率的增大, 这 3类矢量孤子均能存在, 它们的

存在性明显受到势函数的调制. 本文给出了 3类矢量孤子由势函数调制的存在区域. 3类矢量孤子的稳定区

域受每个分量的孤子功率调制. 随着两分量孤子功率的增大, 3类矢量孤子的稳定域均逐渐扩大. 当饱和非线

性强度增大时, 三极-偶极和偶极-三极矢量孤子由稳定状态到不稳定状态临界点对应的孤子功率值逐渐降低.

而偶极-偶极矢量孤子由稳定状态到不稳定状态临界点对应的孤子功率值并不会因为饱和非线性强度增大而

变化.
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 1   引　言

近几年来, 由于具有重要的理论和实际意义,

孤子的研究受到人们越来越多的关注 [1−3]. 在非线

性光学中, 和单个非线性薛定谔方程 [4,5] 相比, 耦

合非线性薛定谔方程能够描述更为广泛的物理情

况下模式之间的相互作用 [6]. 耦合非线性薛定谔方

程可以产生单极、偶极和多级矢量孤子, 这些多峰

结构可以提高通信容量, 在全光控制 [7] 和全光信息

存储 [8] 方面具有应用价值. 因此, 在非线性介质中

构造出多极矢量孤子一直是研究人员想要解决的

问题.

有学者报道了具有一维宇称时间对称光学晶格 [9]

的非线性分数阶薛定谔方程的矢量孤子. 当莱维指

数减小时, 这些矢量孤子的存在域和稳定域都减

小. 学者们从理论和实验两方面研究了含有多种成

分的矢量孤子 [10−12], 它们在实光晶格 (周期势)[13]、

非局域介质 [14,15]、宇称-时间对称复光晶格 [16−19] 和

非宇称时间对称复势 [20] 中都可以稳定演化.

然而, 目前关于耦合自散焦饱和非线性薛定谔

方程的矢量多极孤子的研究较少, 这类孤子的存在

性、稳定性和传播性质尚不清楚. 而结构更为复杂

的多极孤子会增大通信容量, 在全光通信和全光信

息存储等方面都有很广泛的应用. 因此, 本文通过

引入双驼峰外势耦合自散焦非线性薛定谔方程模

型, 利用数值方法研究矢量多极孤子存在性、稳定

性和传播性质, 以便在更广泛的物理环境中构造和

应用多极矢量孤子, 实现良好的全光通信以及全光

信息存储.

 2   理论模型

在近轴区域, 两个不相干光束在具有自散焦饱

和非线性的平面梯度折射率波导中的传播由以下

(1+1)维归一化耦合非线性薛定谔方程控制 [21]: 
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其中,    是光场的慢变包络,    和   分别为

归一化的纵向传输距离和横向空间坐标. 系统外势

 表征线性折射率调制.    分别表征自聚

焦和自散焦非线性, 系数   定义了饱和非线性强

度. 本文选取  的自散焦非线性情况. 因而耦

合方程 (1)和方程 (2)描述了耦合的双光束在近轴

具有自散焦饱和非线性介质中的传输.

为了获得该模型支持的矢量光孤子, 选取如下

形式的定态解: 

ψ1(x, z)=ϕ1(x)eib1z, ψ2(x, z)=ϕ2(x)eib2z, (3)

ϕ1,2 b1,2

ψ1,2 (x, z)

其中,   是实值函数,   分别是矢量孤子两个分

量的实值传播常数. 通过将  代入方程 (1)

和方程 (2), 可得 
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选取如下形式的势函数:
 

U(x) = V0

{
sech

[
−
(
x+ x0
w0

)2
]

+sech

[
−
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x− x0
w0
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]}

, (6)

V0 x0
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其中,   表征势函数的调制强度,   表征势函数两

峰之间的间距,   表征势函数的单峰宽度.

ϕ1 (x)

ϕ2 (x) u1,2 (x) v1,2 (x)

为了验证矢量孤子的稳定性, 在稳定解 

和  中加入微小扰动  和  :
 

ψ1(x, z) = eib1z
[
ϕ1(x) + u1(x)eδz + v∗1(x)e

δ∗z
]
,

(7)
 

ψ2(x, z) = eib2z
[
ϕ2(x) + u2(x)eδz + v∗2(x)e

δ∗z
]
,

(8)

∗其中 “   ”表示复共轭. 通过将方程 (7)和方程 (8)

分别代入方程 (1)和方程 (2)并线性化, 可得到本

征值方程组:
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S(|ϕ1|2+|ϕ2|2)
δ δr>0

δr Maxδr

其中 ,    ,   

 . 方程组 (9)可以通过傅里叶配置法

进行数值求解 [22]. 如果特征值  的实部  , 则说

明矢量孤子是线性不稳定的, 反之则稳定. 特征值

实部  的最大值  被定义为最大不稳定增长率.

 3   数值结果

在本节中, 目标是通过功率守恒的平方算符

法 [22] 构造出不同类型的矢量孤子, 并研究它们的

P1 =

∫ +∞

−∞
|ϕ1 (x)|2dx P2 =

∫ +∞

−∞
|ϕ2 (x)|2dx

物理性质. 矢量孤子两分量的孤子功率分别定义为

   ,   .

x0 = 1.5

S = 1 ψ2(x, z) P2 =

3.3 V0=2.8 w0=1.1 x0=1.7

首先, 引入双驼峰外势,    时势函数图

像如图 1(a)所示. 势函数表征非线性系统的折射

率调制. 通过改变势函数的参数来调制非线性系统

的折射率导致耦合矢量孤子态的不同, 因此, 选取饱

和非线性参数  , 分量  的孤子功率 

 , 势函数参数为  ,   ,   —1.5,

使用平方算符法获得了偶极-偶极矢量孤子、三极-
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ψ1 (x, z) P1

b1,2

db/dP < 0

P1 = 1.5, P2 = 3.3

偶极矢量孤子以及偶极-三极矢量孤子和相关的孤

子功率-传播常数曲线. 如图 1(b)—(d)所示, 随着

分量  的孤子功率  的增大, 三类矢量孤子

的两个分量的传播常数  均保持下降的趋势. 此

外, 对于自散焦饱和非线性, 孤子功率-传播常数曲

线具有负斜率 , 即   . 这符合 Vakhitov-

Kolokolov判据 [23], 是产生具有自散焦饱和非线性

的稳定孤子的必要条件. 图 2展示了偶极-偶极矢

量孤子、三极-偶极矢量孤子和偶极-三极矢量孤子

的孤子轮廓, 其中  .

V0

x0

x0

V0

x0

研究发现, 矢量孤子的存在性主要由势函数调

制. 图 3展示了由势函数调制强度参数   和势函

数双峰之间间距参数  共同调制的偶极-偶极、三

极-偶极和偶极-三极矢量孤子的存在域图像. 可以

看出, 随着  的增大, 偶极-偶极、偶极-三极矢量孤

子的  存在域大体上保持增大的趋势, 而三极-偶

极矢量孤子则表现出明显不同的变化趋势. 如图 3(b)

所示, 随着   的增大, 三极-偶极矢量孤子的存在

域表现出先增大后减小的趋势.

P1 P2

通过求解特征方程 (9)发现, 三类矢量孤子的

稳定性受到两分量孤子功率   ,    和饱和非线性

S

P1 P2

P1 P2

强度  的调制. 首先, 图 4展示了由矢量孤子两分

量孤子功率  ,   调制的偶极-偶极、三极-偶极和

偶极-三极矢量孤子的稳定域图像. 可以看出, 随着

矢量孤子两分量孤子功率  ,   的增大, 三类矢量

孤子的稳定域均保持增大的趋势, 并且偶极-偶极

矢量孤子的稳定域远大于三极-偶极和偶极-三极矢

量孤子的稳定域. 这是由于三极-偶极和偶极-三极

矢量孤子更为复杂的两分量结构影响了两分量耦

合的稳定性.

P2 = 3

P1 S

Maxδr
ψ1 (x, z)

选择   , 通过求解特征方程 (9), 得到由

偶极-偶极、三极-偶极、偶极-三极矢量孤子分量功

率  和饱和非线性强度  调制的最大不稳定增长

率  的变化规律. 如图 5(a)和图 5(c)所示, 随

着分量  的孤子功率增大, 偶极-偶极矢量孤

子和偶极-三极矢量孤子均保持由稳定状态到不稳

定状态的变化. 但是不同的是, 饱和非线性的增强

并不会改变偶极-偶极矢量孤子由稳定状态到不稳

定状态临界点的孤子功率值, 但降低了偶极-三极

矢量孤子的稳定性. 从图 5(c)中可以看出, 随着饱

和非线性强度的增大, 偶极-三极矢量孤子由稳定

状态到不稳定状态临界点的孤子功率值逐渐降低.
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图 1    (a)   时势函数图像. 分量   孤子功率   与两分量传播常数   的关系 (b)   时偶极-偶极矢量孤子;

(c)    时三极 -偶极矢量孤子 ;  (d)    时偶极 -三极矢量孤子 . 其他参数为   ,    ,    ,    ,

  

x0 = 1.5 ψ1 (x, z)

b1,2 x0 = 1.7 x0 = 1.6

x0 = 1.5 V0 = 2.8 w0 = 1.1 S = 1 σ = −1 P2 = 3.3

Fig. 1. (a) Time potential function image when   . The relation between the power of component    and the propaga-

tion constant    : (b) dipole - dipole vector soliton when    ; (c) tripole-dipole vector solito when    ; (d) dipole-tri-

pole vector soliton when   . Other parameters are   ,   ,   ,   ,   . 
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如图 5(b)所示, 弱饱和非线性强度条件下的三极-

偶极矢量孤子通过吸收外部能量从不稳定的边界

过渡到稳定的平衡态, 并随着孤子功率的增大再次

失稳, 但是饱和非线性强度的增大使得三极-偶极

矢量孤子在低功率条件下也能稳定. 与偶极-三极

矢量孤子相同的是, 随着饱和非线性强度的增大,

三极-偶极矢量孤子由稳定状态到不稳定状态临界

点的孤子功率值逐渐降低.

A1 A2 A3

z = 800

ψ1 (x, z)

ψ2 (x, z)

为了更准确地验证偶极-偶极、三极-偶极、偶

极-三极矢量孤子的稳定性, 在三类矢量孤子的初

始轮廓中加入 5%的随机噪声, 分别对图 4(a)—(c)

中  ,   和  点进行了直接的数值模拟. 图 6展

示了偶极-偶极、三极-偶极、偶极-三极矢量孤子的

两个分量在长距离上稳定传输到  处的动力

学演化图以及相应的特征谱. 可以看出, 图 6(a),

(c)和 (e)的分量  与图 6(b), (d)和 (f)的分

量  均能稳定传输且具有较强的鲁棒性.
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图 2    (a)   时偶极-偶极矢量孤子剖面; (b)   时三极-偶极矢量孤子剖面; (c)   时偶极-三极矢量孤子剖面.

其他参数为   ,   ,   ,   ,   ,  

x0 = 1.7 x0 = 1.6

x0 = 1.5 V0 = 2.8 w0 = 1.1 S = 1 σ = −1

P1 = 1.5 P2 = 3.3

Fig. 2. (a) The profile of dipole-dipole vector soliton when   ; (b) the profile of tripole-dipole vector soliton when   ;

(c)  the  profile  of  dipole-tripole  vector  soliton  when    .  Other  parameters  are    ,    ,    ,    ,

  and   . 
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图 3    由势函数参数   ,   共同调制的 (a)偶极-偶极、(b)三极-偶极、(c)偶极-三极孤子存在域 . 其他参数为   ,   ,

 ,   ,  

V0 x0

S = 1 σ = −1 w0 = 1.1 P1 = 1.5 P2 = 3.3

Fig. 3. Existence modulated by the potential  parameters     and     of  (a) dipole-dipole,  (b) tripole-dipole and (c) dipole-tripole

solitons. Other parameters are   ,   ,   ,   ,   . 
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图 4    (a)偶极-偶极、(b)三极-偶极和 (c)偶极-三极孤子的两分量孤子功率   ,   共同调制的矢量孤子稳定域. 参数为   ,

 ,   ,   ,   —1.5

P1 P2

V0 = 2.8 w0 = 1.1 S = 1 σ = −1 x0 = 1.7

Fig. 4. Stability modulated by the two-component power     and     of (a) dipole-dipole, (b) tripole-dipole and (c) dipole-tripole

solitons. Parameters are   ,   ,   ,   ,    to 1.5. 
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 4   结　论

V0

本研究小组引入了一种有外势的耦合自散焦

饱和非线性薛定谔方程, 通过改变势函数参数再利

用功率守恒的平方算符法得到偶极-偶极、三极-偶

极、偶极-三极矢量孤子解. 三类矢量孤子的存在域

由势函数调制强度的参数  和双峰之间间距的参

x0 x0

P1 P2 S

P1 P2

数   共同调制. 随着   的增大, 偶极-偶极、偶极-

三极矢量孤子存在域大体上保持逐渐增大的趋势,

而三极-偶极矢量孤子存在域则表现出先增大后减

小的趋势. 三类矢量孤子的稳定域受到两分量孤子

功率  ,   和饱和非线性强度  的调制. 随着矢量

孤子两分量孤子功率   和   的增大, 三类矢量孤

子的稳定域均保持增大的趋势, 并且偶极-偶极矢

量孤子的稳定域远大于三极-偶极和偶极-三极矢量
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图 5    不同饱和非线性强度   和功率   值的 (a)偶极-偶极、(b)三极-偶极和 (c)偶极-三极矢量孤子的最大不稳定增长率   .

参数为   ,   ,   ,   ,   —1.5

Maxδr
S P1 P2 = 3 V0 = 2.8 w0 = 1.1 σ = −1 x0 = 1.7

Fig. 5. The maximum unstable growth rate    of (a) dipole-dipole, (b) tripole-dipole and (c) dipole-tripole vector solitons with

different saturated nonlinear strengths    and power values   . Parameters are   ,   ,   ,   ,  

to 1.5. 
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图 6    动力学演化图像及相应的特征谱图像　(a), (b)偶极-偶极矢量孤子 (  ); (c), (d)三极-偶极矢量孤子 ( 

 ); (e), (f)偶极-三极矢量孤子 (  ). 参数为   ,   ,   ,   ,   —1.5

P1 = 1, P2 = 3 P1 = 1.5, P2 = 3

P1 = 1, P2 = 3 V0 = 2.8 w0 = 1.1 S = 1 σ = −1 x0 = 1.7

Fig. 6. Dynamic  evolution  image  and  corresponding  characteristic  spectrum  image:  (a),  (b)  Dipole-dipole  vector  solitons  with

 ;  (c),  (d)  tripole-dipole  vector  soliton  with  ;  (e),  (f)  dipole-tripole  vector  solitons  with

 . Parameters are   ,   ,   ,   ,    to 1.5. 
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ψ1 (x, z)

S

孤子的稳定域. 随着分量  孤子功率的增大,

偶极-偶极矢量孤子和偶极-三极矢量孤子均保持由

稳定状态到不稳定状态的变化, 而三极-偶极矢量

孤子只在强弱饱和非线性强度条件下出现同样的

现象. 在弱饱和非线性强度条件下三极-偶极矢量

孤子低功率区域也会出现不稳定性现象. 随着饱和

非线性强度   增大, 三极-偶极、偶极-三极矢量孤

子由稳定状态到不稳定状态临界点的孤子功率值

逐渐降低, 而偶极-偶极矢量孤子由稳定状态到不

稳定状态临界点的孤子功率值并不会因为饱和非

线性强度增强而改变. 这些结果有助于在更广泛的

物理环境中构造和应用多极矢量孤子, 实现更好的

全光通信以及全光信息存储. 通过选择不同类型的

外势结合分数阶衍射来控制更多极的矢量孤子态

也是未来要研究的方向.
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SPECIAL TOPIC—Nonlinear system theory and its frontier applications

Multipole vector solitons in coupled nonlinear Schrödinger
equation with saturable nonlinearity*
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Abstract

We construct the coupled self-defocusing saturated nonlinear Schrödinger equation and obtain the dipole-

dipole,  tripole-dipole and dipole-tripole vector soliton solutions by changing the potential  function parameters

and using the  square  operator  method of  power  conservation.  With the  increase  of  soliton power,  the  dipole-

dipole, tripole-dipole and dipole-tripole vector solitons can all exist. The existence of the three kinds of vector

solitons  is  obviously  modulated  by  the  potential  function.  The  existence  domain  of  three  kinds  of  vector

solitons,  modulated  by  the  potential  function,  is  given  in  this  work.  The  stability  domains  of  three  vector

solitons are modulated by the soliton power of each component. The stability regions of three kinds of vector

solitons  expand  with  the  increase  of  the  power  of  two-component  soliton.  With  the  increase  of  saturation

nonlinear strength, the power values of the tripole-dipole and dipole-tripole vector solitons at the critical points

from stable state to unstable state decrease gradually, and yet the power of the soliton at the critical point from

the stable state to the unstable state does not change.
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