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利用 Kadomtsev-Petviashvili (KP)系列约束方法和双线性方法 , 构造了空间位移宇称–时间反演 (  )

对称非局域非线性薛定谔方程的高阶怪波解. 任意   阶怪波解的解析表达式是通过舒尔多项式表示的. 首先

通过分析一阶怪波解的动力学行为, 发现怪波的最大振幅可以大于背景平面三倍的任意高度. 分析了对称非

局域非线性薛定谔方程中的空间位移因子   在一阶怪波解中的影响, 结果表明其仅改变怪波中心的位置. 另

外，研究了二阶怪波解的动力学行为以及怪波模式, 然后给出了   阶怪波模式与   阶怪波解的解析表达式

中参数之间的关系, 进一步展示了高阶怪波的不同模式.
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 1   引　言

PT

PT

PT

非线性演化方程可以用于描述流体、光纤、等

离子体等领域中的各种非线性现象. 一直有大量关

于可积的和不可积的非线性演化方程的相关研究

被报道 [1,2]. 这些研究主要从理论和实验两个方面

关注非线性色散效应、各种孤子之间的相互作用、

双哈密顿结构等. 1998年, 量子物理学家 Bender

和 Boettcher[3,4] 发现具有宇称–时间反演对称( 

对称)的非厄米哈密顿量也可以存在全为实数的能

谱, 从此具有   对称性的非厄米系统受到关注.

近年来, 非厄米物理学在理论和实验两个方面取得

了重要的进展. 随着科学技术的发展, 越来越多的

物理系统 (如开放量子系统、自旋模型、光学系统、

声学系统、冷原子系统)中均实现了  对称的非

V (x)

V (x) = V ∗(−x)
H = p̂+ V (x) PT p̂

厄米系统 [5–13]. 通俗地讲 , 如果复的势函数  

满足关系    , 那么非厄米哈密顿量

 是  对称的, 其中  是动量算子 [3,4].

PT
PT

PT PT

由于  对称在物理中的重要应用, 许多物理

学家和数学家关注与   对称相关的非线性演化

方程. 2013年, Ablowitz和 Musslimani[14] 通过对

Ablowitz-Kaup-Newell-Segur  (AKNS)系统提出

 对称约束推导出了  对称非局域非线性薛定

谔方程: 

qt(x, t)− i
1

2
(x, t)qxx(x, t)± iq(x, t)V (x, t) = 0,

V (x, t) = q(x, t)q∗(−x, t). (1)

V (x) V (x) = V ∗(−x)显然, 在该方程中势函数  满足  .

因为这个方程是可积的, 能够用达布变换、反散

射、双线性方法研究这个系统的孤立子解、呼吸

解、怪波解等 [15–24]. 随后他们又提出了一系列的
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 对称非局域可积系统 [25]. 楼森岳教授 [26–28] 也

提出一系列非局域可积系统并研究了其孤立子解.

最近, Ablowitz和Musslimani[29] 通过对 Ablowitz-

Kaup-Newell-Segur (AKNS)系统提出空间位移的

 对称约束推导出了下列空间位移  对称非局

域非线性薛定谔方程: 

qt(x, t)− i
1

2
qxx(x, t)− iq(x, t)V (x, t) = 0,

V (x, t) = q(x, t)q∗(x0 − x, t). (2)

x0 = 0显然, 当  时, 方程 (2)退化为方程 (1). 方程 (2)

也是可积的, 可利用达布变换、反散射、双线性方

法构造该系统的孤立子解、呼吸解、怪波解等 [29–38].

PT

PT
PT

可积系统的怪波解是近年来非线性科学的一

个热点问题 [39–53], 其在很多领域 (如海洋、玻色-爱

因斯坦凝聚体、非线性光纤、等离子体、生物医学

等)中都有着非常重要的应用 [54–62]. 文献 [34]利用

达布变换研究了空间位移   对称非局域非线性

薛定谔方程 (2)的部分怪波解, 但其仅直接给出了

一阶和二阶怪波解的解析表达式, 三阶以上的怪波

解的解析表达式是通过特征函数的展开式间接

给出的. 关于怪波解中自由参数与高阶怪波模式之

间的关系没有被研究过 . 另外 ,  Kadomtsev-Pet-

viashvili (KP)系列约束方法结合双线性方法能够

构造方程 (2)在非消失边界下的孤立子解 [37]. 但是

到目前为止, 该方法没有被用于构造方程 (2)的怪

波解. 相比于构造孤立子解, 此方法构造怪波解的

难度更大, 主要是使相关的 t 函数为有理函数时满

足空间位移的  对称约束关系时难度较大. 本文

将从以下两个方面研究空间位移   对称非局域

非线性薛定谔方程 (2)的怪波解.

• 利用 Kadomtsev-Petviashvili (KP)系列约

束方法结合双线性方法构造方程 (2)的高阶怪波

解, 其解析表达式利用舒尔多项式直接表示.

• 方程 (2)中高阶怪波解的动力学行为, 以及

高阶怪波的模式与解析解中自由参数之间的关系.

PT 2   空间位移   对称非局域非线性薛
定谔方程的高阶怪波解及其动力学
行为

PT本节首先通过一个定理给出空间位移   对

称非局域非线性薛定谔方程 (2)的高阶怪波解, 然

后进一步研究这些高阶怪波解的动力学行为.

 2.1    非局域非线性薛定谔方程 (2) 的高阶
怪波解

Sk(z)

本小节利用舒尔多项式给出方程 (2)的高阶

怪波解的解析表达式. 为此, 先简单介绍舒尔多项

式  : 

∞∑
k=0

Sk(z)ϵ
k = exp

( ∞∑
k=1

zkϵ
k

)
, (3)

及其具体表达式: 

Sk(z) =
∑

ℓ1+2ℓ2+···+mℓm=k

∏
j=1

z
ℓj
j

ℓj !

 , (4)

z = (z1, z2, · · · )其中,   .

PT定理 1　空间位移  对称非局域非线性薛定谔方

程 (2)有如下形式的 N 阶怪波解: 

uN = eit
τ̃1
τ̃0
, (5)

τ̃n其中, N 表示怪波解的阶数.   为如下 N 阶行列式: 

τ̃n = det
1⩽i,j⩽N

(
M

(n)
2i−1,2j−1

)
. (6)

M
(n)
i,j行列式元素  的一般形式为

 

M
(n)
i,j =

min(i,j)∑
ν=0

1

4ν
Si−ν( x

+(n) + νs)

× Sj−ν

(
x−(n) + νs

)
. (7)

x±(n) s式中,   和  为向量: 

x±(n) =
(
x±1 (n), x

±
2 , · · ·

)
, s = (s1, s2, · · · ) ,

x±j  的表达式为
 

x±1 = (x− x0
2
)± it± n+ ic±1 ,

x±k =
(x− x0

2 )± 2k−1it
k!

+ ic±k , k ⩾ 2, (8)

c±j sj这里  为任意实数,   为下面展开式的系数:
 

∞∑
j=1

sjλ
j = ln

[
2

λ
tanh

(
λ

2

)]
. (9)

C[x+1 (n)x
−
1 (n)]

N(N+1)/2

注 1　利用文献 [40]中相同的方法, 可以证明 x 和

t 的最高次项来自于   , C 是

一个与 n 无关的常数项, 所以 

　τ̃n=C[(x−x0)2+ t2]N(N+1)/2+x和 t的低阶项.　
(10)

由此可以得到 

τ̃1/τ̃0 → 1, x, t→ ±∞. (11)
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uN即怪波解  满足边值条件: 

uN → eit, x, t→ ±∞. (12)

c+1 =c−1 , c
±
j =0 j ⩾ 2

u∗N (x0 − x, t)=uN (x, t)

uN N(N+1)/2

(x0, 0)

注 2　当  (  )时, 怪波解 (5)满足

对称关系:    . 且在此参数条

件下, 如果怪波解   是光滑的, 则由  

个一阶怪波组成的 N 阶怪波将呈现基本模式 (即

存在一个最大的主峰和若干对称的小峰). 并且此

基本模式的怪波的中心位于点  , 并在该点有

最大振幅.

4N c±1 , c
±
2 , · · · ,

c±2N

c±2 , c
±
4 , c

±
6 , · · · δn

c±2 = c±4 = · · · = c±2N = 0

uN 2N c±1 , c
±
3 , · · · , c

±
2N−1

注 3　以上怪波解中包含  个自由参数:  

 . 但是利用文献 [40]中类似的方法可以证明自

由参数  是无效参数, 将  的行列式

展开其可以自动消除, 故在关于怪波解动力行为的

讨论中, 取  . 所以, 怪波解

 中仅包含  个自由参数:   .

 2.2    怪波解的动力学行为

本小节研究怪波解 (5)的动力学行为以及高

阶怪波解的模式与自由参数之间的关系.

 2.2.1    一阶怪波解的动力学行为

N = 1取  时, 由方程 (5)—(9)可得非局域非线

性薛定谔方程 (2)的一阶怪波解, 经过简单的代数

计算可以整理为如下解析表达式: 

u1 = eit
[
1− 8i(t+ t̂) + 4

4(x+ ix̂− 1
2x0)

2 + 4(t+ t̂)2 + 1

]
,

(13)

x̂ =
(c+1 + c−1 )

2
, t̂ =

c+1 − c−1
2

(c+1 + c−1 )
2 < 1

uN

(c+1 + c−1 )
2 < 1 uN

其中  . 当 

时 ,    解析表达式的分母始终不为 0. 所以 , 当

 时,   是非奇异的.

|uN |
A0 = (x0/2,−t̂)

Amax =

4/(1− 4x̂2)− 1 x0

x̂→ 0 Amax → +∞

x̂ (c+1 + c−1 )/2

对  做极值分析, 可以得到此一阶怪波的波

峰所在位置 (即怪波的中心)为  , 波

峰处振幅 (即此一阶怪波的最大振幅)为  

 . 说明位移参数  仅仅影响怪波的

位置, 与怪波的振幅无关. 当  时,   .

相较于非线性薛定谔方程的一阶怪波解, 其最大

振幅一定是背景平面的三倍 , 非局域非线性薛

定谔方程 (2)的一阶怪波解的最大振幅取决于

自由参数   (即   )的取值, 可以趋于无

穷大. 说明非局域非线性薛定谔方程 (2)的怪波具

有更大的能量. 另外, 还可以得到两个波谷所在

(
x0
2

+

√
4x̂2 + 3

4x̂2 + 4
, −t̂+ x̂

√
4x̂2 + 3

4x̂2 + 4

)
(
x0
2

−
√

4x̂2 + 3

4x̂2 + 4
, −t̂− x̂

√
4x̂2 + 3

4x̂2 + 4

)的坐标为   和

 . 波峰和两个

波谷所在位置位于同一直线上, 且两个波谷所在位

置关于波峰所在位置对称. 在波谷所在位置, 怪波

的振幅为 0. 这两个特征与非线性薛定谔方程中的

一阶怪波解是一致的.

x0 c−1 = c+1 = c t̂ = 0

t = 0

c+1 = c−1 = 0, x0 = 0

91/9

x0 c−1 =

c+1 = c t = 0

1/2

x0

下面通过图形展示此一阶怪波解. 为了突出相

移参数  的作用, 取  , 即  , 此怪波

的中心始终在直线  上. 图 1(a)给出的是一阶

怪波解 (13)在参数   下的动力

学行为 . 图 1(a)中 , 怪波的振幅最大值为   .

图 1(b)给出的是一阶怪波解在参数   和  

 不同值下沿着   的截面图. 从图可以观

察到, c 的取值越接近于  时, 此怪波最大振幅越

大. 另外还可以观察到, 参数  控制怪波的波峰所

在的位置.
 

10

(a)

|
1
|

5

0
2

0

-2 -2
0

2




|
|

10

(b)

6

-5 0



5 10

0

c+1 = 2/5, c−1 = 2/5, x0 = 0

t = 0 c+1 = c−1 = 0, x0 =

−10 c+1 = c−1 = 1/5, x0 = 0

c+1 = c−1 = 2/5, x0 = 10

图 1    (a)非局域非线性薛定谔方程 (2)的一阶怪波解 (13),

参数取值为   ; (b)不同参数取

值下一阶怪波解沿   的截面图 :   

  (蓝色实线 ),     (红色短虚线 ),

  (黑色长虚线)

c+1 = 2/5,

c−1 = 2/5, x0 = 0

t = 0 c+1 = c−1 = 0,

x0 = −10 c+1 = c−1 = 1/5, x0 = 0

c+1 = c−1 = 2/5, x0 = 10

Fig. 1. (a)  The first-order  rogue wave solutions (13) of  the

nonlocal  NLS  equation  (2)  with  parameters   

 ;  (b)  plot  of  the  first-order  rogue  wave

solutions  along      with  parameters   

  (Blue solid line),     (Red

short  dotted  line),      (Black  long

dotted line). 
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 2.2.2    二阶怪波解的动力学行为

N = 2取  时, 由定理 1可得非局域非线性薛定

谔方程 (2)的二阶怪波解:
 

u2 = eit
τ̃1
τ̃0
, (14)

其中
 

τ̃n=
[(
S̃+
1,0S̃

−
1,0S̃

+
2,1S̃

−
2,1+S̃

+
3,0S̃

−
3,0+

1

4
S̃+
1,0S̃

−
1,0S̃

+
1,2S̃

−
1,2

)
−
(
S̃+
1,0S̃

+
2,1S̃

−
3,0 + S̃−

1,0S̃
−
2,1S̃

+
3,0

)]
+

1

16

(
S̃+
1,0S̃

−
1,0 + S̃+

1,2S̃
−
1,2

)
+

1

64
,

S̃±
k,ℓ = x±k + ℓsk. (15)

u2 c±1 = c, c±3 = 0

|u2| (x0, 0)

|u2(x0, 0)| =
∣∣∣∣−64 c6 − 80 c4 + 20 c2 + 45

−64 c6 + 112 c4 − 76 c2 + 9

∣∣∣∣
|u2(x0, 0)|

c→ c0 c0 u2(x0, 0) |u2(x0, 0)| →

±∞ |u2(x0, 0)| ⩾ 5

x = x0

由注 2可得, 当  是光滑的且  时, 此

二阶怪波解   在点   处达到最大振幅 :

 . 图2(a)所

示为  关于 c 值的变化. 从图可以看出, 当

 时 (  为  分母的一个根),  

 , 且  . 从图 2(b)可以进一步观察

到, 此二阶怪波解是关于  对称的, 并且其最

大振幅随 c 值变化. 这是与局域非线性薛定谔方程

|u2|

c+3 = −c−3 |c−3 | ≫ 0

中的二阶怪波解的最大区别, 局域非线性薛定谔方

程中的二阶怪波解的最大振幅始终是背景平面的

5倍, 与参数取值无关. 二阶怪波解  的基本模式

如图 2(c)所示. 另外, 当   且    时,

该二阶怪波解将呈现三角模式, 如图 2(d)所示.

 2.2.3    高阶怪波解的模式

uN

c2N−1

c+1 = c−1 = c1, 0 < |c1| ≪ 1, c+2j−1 =

c+2j−1 = c2j−1 j = 2, · · ·N uN

c2j−1

与文献 [63]介绍的局域非线性薛定谔方程中

的高阶怪波解一样, (5)式中高阶怪波解  关于参

数   的渐近行为同样可以利用 Yablonskii-

Vorob’ev多项式的根进行分析. 基于类似分析, 可

以给出在参数    

 (  )下高阶怪波解   关于

参数  的一些模式:

c2j−1 = 0 uN• 当  时, N 阶怪波解  为基本模式.

|c3| ≫ 0, c2j−1 = 0 j = 3, · · · , N

uN

• 当   , 其中   时,

N 阶怪波解  为三角模式.

N ⩾ 3, cj = 0, |c2N−1| ≫ 0 j = 2, · · · ,

N − 1 uN

(N − 2) (2N − 1)

• 当  , 其中 

 时, N 阶怪波解  怪波模式表现为: 中心是

一个  阶基本模式的怪波, 而外部为 

个一阶怪波环绕形成一个圆形.
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(b)
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2
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0 105-5
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|u2(x0, 0)| c+1 = c−1 t = 0 c+1 = c−1 =

0, x0 = −10 c+1 = c−1 = 1/5, x0 = 0 c+1 = c−1 = 1/4, x0 = 10 |u2|
c+1 = c−1 = 1/10, c+3 = c−3 = 0 |u2| c+1 = c−1 = 1/10, c+3 = −c−3 = 10

图  2    (a)二阶怪波解的最大值   随   变化 ; (b)不同参数取值下一阶怪波解沿   的截面图 :   

 (蓝色实线),   (红色短虚线),   (黑色长虚线); (c)二阶怪波解   的

基本模式, 参数   ; (d)二阶怪波解   的三角模式, 参数  

|u2(x0, 0)| c+1 = c−1

t = 0 c+1 = c−1 = 0, x0 = −10 c+1 = c−1 = 1/5, x0 = 0

c+1 = c−1 = 1/4, x0 = 10

|u2| c+1 = c−1 = 1/10, c+3 = c−3 = 0 |u2|
c+1 = c−1 = 1/10, c+3 = −c−3 = 10

Fig. 2. (a) Changes in the maximum of the second-order rogue wave     along    ; (b) pot of the second-order rogue

waves  along      with  different  parameters:      (Blue  solid  line),      (Red  short

dotted line),     (Black long dotted line); (c) fundamental pattern of the second-order rogue wave solution

  with parameters   ; (d) triangle pattern of the second-order rogue wave solution    with para-

meters   .
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N ⩾ 5, cj = 0, |c±2N−3| ≫ 0 j = 2, · · · ,

N j ̸= N − 2 uN

(N − 4) (4N − 6)

(2N − 3)

• 当  , 其中 

 且   时,    的怪波模式表现为: 中心是

一个  阶基本模式的怪波, 而外部为 

个一阶怪波环绕形成两个圆形, 且每一个圆形由

 个一阶怪波组成.

uN cj

c2j−1 = 0 j = 2, 3, · · · , N

(x0, 0)

|c3| ≫ 0,

c2j−1 = 0

N − 2

N ⩾ 3,

下面通过图形展示怪波解  在不同参数  下

的高阶怪波模式. 首先展示的是 3阶至 6阶怪波基

本模式 , 对应参数是     (  ),

见图 3的第一排. 从图中可以直接观察到怪波解关

于点  是对称的, 并且此对称点是怪波的主峰,

主峰附近伴随着一些对称的小峰. 然后我们展示三

角模式的高阶怪波 , 对应的参数取值为  

 . 图 3的中间一排从左往右依次展示的

是 3阶至 6阶怪波, 可以观察到整个怪波分布呈现

三角模式, 每条三角形边上有 N 个一阶怪波解. 另

外, 这类三角模式下的怪波可以分为 N 行, 沿 t 轴

正方向这 N 行包含一阶怪波个数依次呈等差递增

数列. 外部为圆形模式而中心为  阶基本模式

的 3阶至 6阶怪波 , 对应的参数条件为  

cj = 0, |c2N−1| ≫ 0

5

(N − 4)

 , 展示在图 3的最下排 . 最后 ,

图 4给出了  阶和 6阶怪波的另一种模式, 其中心

为一个  阶怪波的基本模式, 外部由一阶怪

波环绕的两个圆形.

 3   定理 1的证明

PT

uN

本节利用 KP系列约束方法构造空间位移 

对称非局域非线性薛定谔方程 (2)高阶怪波解  ,

即证明定理 1.

u = eit
g

f
做双线性变换   , 方程 (2)可以转换为

双线性形式:
 

(D2
x + 2iDt)g · f = 0,

(D2
x − 2)f · f = −2gg∗(x0 − x, t), (16)

函数 f 满足约束关系
 

f(x, t) = f∗(x0 − x, t), (17)

此处 D 为双线性算子 [64].
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c±1 = (1/100)i
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图 3    从左往右四列依次为 3阶至 6阶怪波在不同参数下的模式, 所有图形中参数   . 第一行: 3阶至 6阶怪波的基

本模式 ,   ; 第二行 : 3阶至 6阶怪波的三角模式 ,   (从左往右图形中 N 的值依次为   ), 其他参数均

为 0; 第三行: 3阶至 6阶怪波的圆形模式,   (从左往右图形中 N 的值依次为   ), 其他参数均为 0

c±1 = (1/100)i

c±2j−1 = 0 c±3 = ±10N−2

3, 4, 5, 6

c±2N−1 = ±10000

3, 4, 5, 6

Fig. 3. The four columns from left to right correspond to the patterns of third-order to sixth-order rogue waves with  

and  different  parameters:  The  first  row:  The  fundamental  patterns  of  third-order  to  sixth-order  rogue  waves  with  parameters

 ; The second row: The triangle patterns of third-order to sixth-order rogue waves with parameters    (The

value of N in the figures from left to right is   ), and the other parameters are zero; The third row: The circular patterns of

third-order  to  sixth-order  rogue  waves  with  parameters    (The  value  of N  in  the  figures  from  left  to  right  is

 ), and the other parameters are zero. 
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由 Sato理论 [65,66] 及文献 [40]中引理 3.1结论

可知, KP系列的双线性方程 

(D2
x1

−Dx2
)τn+1 · τn = 0,

(Dx1Dx−1 − 2)τn · τn = −2τn+1τn−1, (18)

τ有如下形式的  函数: 

τn = det
(
m

(n)
i,j

)
. (19)

m
(n)
i,j行列式元素  满足如下偏微分关系:

 

∂x1m
(n)
i,j = ψ

(n)
i ϕ

(n)
j ,

∂x2
m

(n)
i,j = ψ

(n+1)
i ϕ

(n,k)
j + ψ

(n)
i ϕ

(n−1)
j ,

∂x−1
m

(n)
i,j = −ψ(n−1)

i ϕ
(n+1)
j ,

m
(n+1)
i,j = m

(n)
i,j + ψ

(n)
i ϕ

(n+1)
j ,

∂xk
ψ
(n)
i = ψ

(n+k)
i ,

∂xk
ϕ
(n)
i = −ψ(n−k)

i , (k = −1, 1, 2). (20)

uN m
(n)
i,j为了构造定理 1中的高阶怪波解  , 选取  为

如下形式: 

m
(n)
i,j = AiBj

(p+ 1)(q + 1)

2(p+ q)

(
− p

q

)n
eξ+η,

ψ
(n)
i = Ai

√
2

2
(p+ 1)pneξ,

ϕ
(n)
j = Bj

√
2

2
(q + 1)(−q)−neη,

 

Ai =
1

i!
(p∂p)

i, Bj =
1

j!
(q∂q)

j ,

ξ =
1

p
x−1 + px1 + p2x2

− 1

2
px0 +

∞∑
k=1

a+k (ln p)
k,

η =
1

q
x−1 + qx1 − q2x2

− 1

2
qx0 +

∞∑
k=1

a−k (ln q)
k. (21)

m
(n)
i,j , ψ

(n)
i , ϕ

(n)
j

m
(n)
i,j m

(n)
2i−1,2j−1 m

(n)
2i−1,2j−1

τ

显然,   依然满足偏微分关系组 (20).

当改写   下标为   时,    依然

满足偏微分关系组 (20). 所以, 如下形式的  函数:
 

τ̂n = det
(
m

(n)
2i−1,2j−1

)
. (22)

p = q = 1 τ依然满足双线性方程组 (18). 当   时, 此  

函数满足如下维数约束关系:
 

(∂x1 + ∂x−1)τ̂n|p=1,q=1 = 4Nτ̂n|p=1,q=1. (23)

τ τ̃n = τ̂n|p=1,q=1所以  函数  满足如下双线性方程组:
 

(D2
x1

−Dx2
)τ̃n+1 · τ̃n = 0,

(Dx1Dx−1 − 2)τ̃n · τ̃n = −2τ̃n+1τ̃n−1. (24)

m
(n)
i,j |p=1,q=1另外,   可以写成舒尔多项式形式:
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图  4    左列为 5阶怪波的双环形模式 , 参数取值为   , 其他参数为 0. 右列为 6阶怪波的双环形模式 , 参数取值为

 , 其他参数为 0

c±7 = ±10000

c±9 = ±10000

Fig. 4. The left column is double ring pattern of the fifth-order rogue wave with parameters    and the other paramet-

er being zero. The right column is double ring pattern of the sixth-order rogue wave with parameters    and the other

parameters being zero. 
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m
(n)
i,j

∣∣∣
p=1,q=1

= e2x1

min(i,j)∑
ν=0

1

4ν
Si−ν

(
x̃+(n) + νs

)
Sj−ν

(
x̃−(n) + νs

)
, (25)

其中 

x̃±1 (n) =
(
x1 −

1

2
x0

)
± 2x2 ± n+ a±1 , x̃±k =

(
x− 1

2
x0

)
± 2kx2

k!
+ a±k , k ⩾ 2. (26)

τ̃n所以,   可以整理为如下形式: 

τ̃n = e2Nx1 det
1⩽2i−1,2j−1⩽N

[
min(2i−1,2j−1)∑

ν=0

1

4ν
S2i−1−ν (x̃

+(n) + νs)S2j−1−ν (x̃
−(n) + νs)

]
. (27)

τ̃1
τ̃0

τ̃ e2Nx1 τ̃因为在定理 1中, 怪波解的表达式形如  , 所以以上  中 e指数因子  可以约掉, 于是可以进一步将 

写为如下形式: 

τ̃n = det
1⩽2i−1,2j−1⩽N

[
min(2i−1,2j−1)∑

ν=0

1
4ν S2i−1−ν (x̃

+(n) + νs)S2j−1−ν (x̃
−(n) + νs)

]
. (28)

做如下变换:
 

x1 = x, x2 =
1

2
it, (29)

τ̃并且如果  满足如下非局域约束关系:
 

τ̃∗n(x0 − x, t) = τ̃−n(x, t). (30)

f = τ0, g = τ1, g
∗(x0 − x) = τ−1

τ̃0 = f,

τ̃1 = g, τ̃−1 = g∗(x0 − x)

那么, 取  , 双线性方

程组 (24)将转换为双线性方程组 (16), 所以,  

 为双线性方程组 (16)的解.

a±j = ic(±)
j c±j x̃±j

下面将实现非局域约束关系 (30)式. 为此取

 , 其中   为实数. 在变换 (29)式下,   

可以改写为如下形式:
 

x̃±1 (n) = (x− 1

2
x0)± it± n+ ic±1 ,

x̃±k =
(x− 1

2
x0)± 2k−1it

k!
+ ic±k , k ⩾ 2. (31)

x±j其与定理 1中  满足如下关系:
 

x±j (x, t) = −x̃±j (x, t), j ⩾ 2, (32)

x±j (x, t) = x±∗
j (x0 − x, t)其中  . 如果定义

 

ỹ±(n) = (−x̃±1 (n), x̃
±
2 ,−x̃

±
3 , x̃

±
4 , · · · ),

z̃ = (0,−2x̃±2 , 0,−2x̃±4 , 0, · · · ),

则有 

x(n) + νs = ỹ±(n) + νs+ z̃. (33)

由 (33)式以及舒尔多项式性质有 

∞∑
j=0

Sj (x(n) + νs)λj

=

∞∑
j=0

Sj

(
ỹ±(n) + νs

)
λj

∞∑
j=0

Sj (z̃)λ
j

=

∞∑
j=0

∑
µ1+µ2=j

Sµ1

(
ỹ±(n) + νs

)
Sµ2

(z̃)λj . (34)

s1 = s3 = · · · = sodd = 0另外, 由 (9)式可得   , 则利

用舒尔多项式的性质, 可以得到如下关系: 

Sj

(
x± + νs

)
= (−1)j

[j/2]∑
µ=0

Sj

(
w±)Sj−2µ

(
x̃± + νs

)
,

(35)

w = (−2x̃±2 ,−2x̃±4 , · · · )
τ̃∗n(x0 − x, t) 3N × 3N

此处   . 与文献 [40]中一样 ,

将  写成一个形如  的行列式,
 

 

τ̃∗−n(x0− x, t) = det
1⩽2i−1,2j−1⩽N

min(2i−1,2j−1)∑
ν=0

1

4ν
S2i−1−ν

(
x+(n) + νs

)
S2j−1−ν

(
x−(n) + νs

)
=

∣∣∣∣ 0N×N ΦN×2N

−Ψ2N×N I

∣∣∣∣ , (36)
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ϕi,j =
1

2j−1
S2i−j

[
x+(n) + (j − 1)s

]
, ψi,j =

1

2i−1
S2j−i

[
x−(n) + (i− 1)s

]其中 ,   

 . 对此行列式做初等行

变换, 并且利用 (35)式可以将其转化为如下形式:  ∣∣∣∣∣ 0N×N Φ̃N×2N

−Ψ̃2N×N I

∣∣∣∣∣ = τ̃n(x, t), (37)

ϕ̃i,j =
1

2j−1
S2i−j [x̃

+(n) + (j − 1)s] , ψ̃i,j =

1

2i−1
S2j−i

[
x̃−(n) + (i− 1)s

]其 中 ,   

 .

综上, 可以得到定理 1中非局域非线性薛定谔

方程 (2)的高阶怪波解 (5)式, 即完成定理 1证明.

 4   结　论

PT

x0

2N + 1

2N + 1

本文利用 KP系列约束方法和双线性方法, 构

造了空间位移  对称非局域非线性薛定谔方程 (2)

的高阶怪波解. 这些高阶怪波解的解析表达式均是

利用舒尔多项式表达. 详细分析了一阶和二阶怪波

解的动力学行为, 发现方程 (2)中相移参数  仅影

响怪波的位置, 不影响怪波的最大振幅. 另外与局

域非线性薛定谔方程的怪波解相比, N 阶怪波解的

最大振幅除了与阶数 N 有关, 还与解析解的参数

有关. 例如, 局域非线性薛定谔的 N 阶怪波解最大

振幅为背景平面的   倍, 但是非局域非线性

薛定谔方程的 N 阶怪波解的最大振幅可以是大于

或者等于  倍背景平面的任意高度. 另外, 给

出了高阶怪波解的模式与解析解参数之间的联系.

与文献 [34]中方程 (2)怪波解研究结果相比, 本文

的研究有三点不同. 第一, 研究方法不同. 本文中

怪波解是利用 KP系列约束方法和双线性方法构

造的, 而文献 [34]是利用达布变换构造的. 第二,

解析解的表达形式不同. 文献 [34]给出的 N 阶怪波

解的解析表达式是通过特征函数的展开式间接表

示的, 并没有直接给出解析表达式的显式形式. 文

中任意 N 阶怪波解显式形式通过舒尔多项式直接

给出, 且表达式更加简洁. 第三, 文献 [34]中关于

高阶怪波解的模式与解析表达式中的参数之间的

关系并没有研究, 本文给出了相关研究, 并且展示

了 3阶至 6阶怪波的几种模式.
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Abstract

PT

x0 PT

General  higher-order  rogue  wave  solutions  to  the  space-shifted    -symmetric  nonlocal  nonlinear
Schrödinger  equation  are  constructed  by  employing  the  Kadomtsev-Petviashvili  hierarchy  reduction  method.
The analytical expressions for rogue wave solutions of any Nth-order are given through Schur polynomials. We
first analyze the dynamics of the first-order rogue waves, and find that the maximum amplitude of the rogue
waves can reach any height larger than three times of the constant background amplitude. The effects of the

space-shifted factor     of  the    -symmetric nonlocal  nonlinear Schrödinger equation in the first-order rogue
wave  solutions  are  studied,  which  only  changes  the  center  positions  of  the  rogue  waves.  The  dynamical
behaviours  and  patterns  of  the  second-order  rogue  waves  are  also  analytically  investigated.  Then  the
relationships  between Nth-order  rogue  wave  patterns  and  the  parameters  in  the  analytical  expressions  of  the
rogue wave solutions are given, and the several different patterns of the higher-order rogue waves are further
shown.

PTKeywords: rogue waves,    -symmetric  nonlocal  nonlinear  Schrödinger  equation,  Kadomtsev-Petviashvili

hierarchy reduction method
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