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数值研究了偶极玻色-爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein condensate, BEC) 在环形运动高斯势搅拌时的动

力学行为 . 当高斯势运动速度和尺寸逐渐变化时 , 偶极 BEC中将出现稳定层流、涡旋偶极子、Bénard–von

Kármán(BvK)涡街以及混乱激发 4种模式. 结果表明高斯势在偶极 BEC中圆周运动时产生涡街的条件非常

苛刻, 只有适当尺寸的高斯势以合适的速度运动时, 尾流中周期性脱落的具有相同旋量的涡旋对稳定的分布

在内外两个圆环上, 形成 BvK涡街. 在实验参数下进行系统数值计算得到了不同偶极相互作用时的相图, 讨

论了偶极相互作用以及高斯势速度和尺寸对不同激发模式的影响. 通过高斯势所受拖拽力的计算, 分析了不

同激发的物理学机制.
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 1   引　言

障碍物尾流中的涡旋脱落现象是经典流体中

常见的行为. 在适当条件下, 从对称障碍物两侧周

期性脱落的涡旋-反涡旋整齐地分布成两排并稳定

地存在于经典流体中, 这就是人们熟知的 Bénard-

von Kármán(BvK)涡街 [1−4]. 1912年, von Kármán

深入研究了经典流体中 BvK涡街的稳定性条件以

及涡街结构与障碍物所受拖拽力之间的关系 [5,6].

玻色-爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein condensate,

BEC)作为研究微观物理的理想平台, 为研究超流

体中的 BvK涡街提供了可能, 同时 BEC中涡旋

对周期性脱落的研究有助于进一步加深对 BEC认

识和理解 [7−10].

2010年, Sasaki 团队[11] 通过求解Gross-Pitaev-

skii(GP)方程首次数值研究了单分量 BEC中的

BvK涡街, 随后他们发现, 对于强相分离双组分

BEC, 当一个组分的气泡穿过另一组分并沿某一

方向运动时, 气泡尾流中也会出现 BvK涡街 [12].

不久之后, Stagg团队 [13,14] 研究了椭圆形障碍物尾

迹中类似 BvK涡街的量子化涡旋结构, 并且发现

椭圆形障碍物更有利于 BEC中涡旋的成核. Kwon

等 [15−17] 进行了大量实验研究, 2016年, 发现排斥

高斯激光束在高度扁圆的 BEC中运动时, 具有相

同旋转方向的涡旋对周期性的从激光束脱落并在
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尾流中整齐排列形成类似 BvK涡街的结构 [18].

偶极相互作用作为一种各向异性的长程相互

作用, 不仅为原子气体BEC提供了更多的控制参量,

而且使得 BEC系统在理论和实验上表现出更加新

奇的物理现象 [19−23], 也为偶极 BEC在量子计算等

领域的应用提供了更多的可能性 [24]. 就目前相关

报道来看, 关于 BEC中 BvK涡街的理论和实验研

究大多考虑障碍物沿某一方向直线运动的情形. 因

此, 研究障碍物在偶极 BEC中做圆周运动时能否

产生 BvK涡街, 以及偶极相互作用对环形运动障

碍物尾流中涡旋结构的影响成为一个有趣的课题.

 2   理论模型

Vext

VOP

首先将偶极 BEC囚禁在谐振子势   中, 然

后引入一高斯势   在 BEC中做圆周运动, 则描

述系统的 GP方程可以表示为 [21−25]
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其中   为体系状态波函数, 满足  

 , N 为粒子总数 ,    为囚禁原子的质量 ,   

 表示短程接触相互作用,    为 s-波散射

长度 . 外势   中  

 ,    =  =  ,    为谐振子频率. 偶

极势   中 , 偶极相

互作用可表示为 
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其 中 ,    表 示 两 原 子 相 对 位 置 与 极 化 轴  

 的夹角,   . 对于磁偶极子,

 =  (  为真空磁导率,    为磁偶极矩), 实

验中可以通过 Feshbach共振将  自由调节 [26,27].

ℏωz ≫ µ kBT ℏωr µ kB

T

t̃ = ω0t x̃ = x/a0 ỹ =
y
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在强囚禁条件  ,   ,   (其中  ,   ,

 分别为化学势、玻尔兹曼常数以及系统温度)下,

BEC被束缚在 xoy 平面内. 首先对 (1)式进行准

2维近似 [21], 然后用   ,    ,    ,

 ,    (其 中     ,

 ,    ,    为 BEC中心粒子数密

度)对方程进行无量纲化处理, 得到描述体系的无

量纲化准二维 GP方程为 [28]
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其中   ,   

 ,   ,  

 ,   为完全误差函

数,   .

数值计算时, 将高斯势 

VOP = V0 exp

[
− [x− x0(t)]

2
+ [y − y0(t)]

2

d2

]
V0 d

[x0(0), y0(0)] = [s, 0]

x0 = s cos(υt/s)

y0 = s sin(υt/s)

(  为高斯势深度,   为高斯势尺寸)置于初始位置

 , 并用虚时演化法计算系统的基

态. 然后以所得到的基态作为初始状态, 采用时间劈

裂谱方法 [23,29−31] 对方程 (3)进行动力学演化, 研

究高斯势在凝聚体中作圆周运动即  ,

 时的动力学行为. 在实验中, 这种

运动障碍势可以由沿 z 方向的排斥高斯激光束产生.

 3   数值结果

(ωx, ωy, ωz) = 2π × (4.3, 4.3, 350) Hz

N = (2.0± 0.5)× 103 10µB µB
164Dy

as = 4.08× 10−9m ≈ 77aB

aB g = 100 add = 20

V0 = 100 [x0(0), y0(0)] =

[10a0, 0] {(x, y) ||x| < 30a0, |y| <
30a0}

用 频 率    

(Reeves等 [32,33] 在实验上所用参数)的谐振子外势

将   个磁偶极矩为   (  为

玻尔磁子)的   原子囚禁在二维平面内 [23]. 通

过 Feshbach共 振 调 节  

(  为玻尔半径), 可以得到   ,      [23].

取高斯势深度   , 初始位置   

 , 数值计算范围为  

 .

d = 1.8a0

υ = 0.6
√
ℏω0/m

图 1所示为直径   的高斯势以圆周运

动的形式搅拌 BEC时尾流密度分布. 图 1(a)为

 时的激发模式, 由于高斯势运动速

度没有达到涡旋产生的临界速度, 尾流中没有涡旋

产生, BEC表现为稳定的层流模式. 当高斯势速度

达到临界速度并逐渐增大时, 尾流依次出现涡旋偶

极子 (图 1(b))、BvK涡街 (图 1(c))以及混乱激发

(图 1(d))3种模式.

图 2为涡旋偶极子激发模式演化过程. 当高斯

势速度达到涡旋激发临界速度时, 高斯势内部将出

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 8 (2023)    080501

080501-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


现成对幽灵涡旋 (ghost vortices)成核现象 (图 2(a)),

幽灵涡旋对随着演化时间的延长逐渐从高斯势表

面脱落, 然后在BEC尾流中运动 (图 2(b)). 从图 2(b)

±h/m h

对应相图 (图 2(f))可以发现, 同时从高斯势表面

脱落的涡旋对有着相反的旋量   (  为普朗克

常量)并形成涡旋偶极子. 为了便于区分, 在密度
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图  1      高斯势以不同速度   圆周运动时偶极 BEC的密度分布 ,    　 (a)  ;  (b)    ;

(c)   ; (d)  
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Fig. 1. Density  distribution  of  dipolar  BEC condensate  which  is  circular  stirred  by Gaussian  potential  with  different  velovity    ,

 : (a)  ; (b)   ; (c)   ; (d)   .
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图  2    涡旋偶极子激发演化过程　 (a)—(d)为图 1(b)参数下时间   30, 60, 250, 600时高斯势尾流密度分布 , 观察区域为

 , 符号+, –分别表示点涡旋逆时针与顺时针旋转; (e)—(h)为对应时刻相图

t =

15a0 × 15a0

Fig. 2. Evolution of the vortex dipole emission: (a)–(d) Display density distributions of the wake after Gaussian potential at   30,

60, 250, 600 for the parameters in Fig. 1(b), the field of view is    ,  the symbols + and – denote counterclockwise and

clockwise circulations of point vortices; (e)–(h) depict phase profiles corresponding to Figs. (a)–(d). 
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图中用符号“+”(“–”)对逆时针旋转 (顺时针旋

转)的点涡旋加以标注. 每一个偶极子离开高斯势

后, 高斯势附近原子密度将恢复激发下一个偶极子

的初始状态并持续周期性的产生偶极子, 偶极子脱

落的周期主要取决于高斯势速度大小以及偶极相

互作用的强弱. 从整个演化过程看, 周期性脱落的

偶极子之间会发生相互作用, 使得偶极子相对自身

中心旋转并形成头尾相接 (“+ –”, “+ –”…)的圆

环型排列方式, 这种偶极子激发模式能长时间稳定

的出现在尾流中.

随着高斯势运动速度进一步增大, 偶极子脱落

t = 40ω−1
0

t = 170ω−1
0

的周期也逐渐缩短. 当高斯势速度达到一定程度并

且高斯势大小满足一定条件时, 尾流中将形成稳定

的 BvK涡街, 如图 1(c)所示. 图 3详细展示了 BvK

涡街的形成过程.   时第 1对“+ –”涡旋基

本同时从高斯势表面脱落 (图 3(a)), 有趣的是, 第

2对涡旋脱落时“–”涡旋先于“+” 涡旋从高斯势表

面脱落 (图 3(b)), 而第 3对涡旋脱落时“+”涡旋先

于“–” 涡旋从高斯势表面脱落 (图 3(c)), 形成了

(–, +)(+, –)(–, +)(+, –)…的涡旋对脱落规律, 这

一规律从第 2对涡旋脱落开始出现在整个演化过

程中. 当演化时间达到   时, 第 3对涡旋
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图  3    BvK涡街演化过程　(a)—(f)为图 1(c)参数下时间   40, 90, 130, 170, 300, 900时高斯势尾流密度分布 , 观察区域为

 , (f)中白色虚线圆环分别表示内外两列涡旋对阵列稳定出现的位置; (g)—(l)为对应时刻相图

t =

15a0 × 15a0

Fig. 3. Evolution of the BvK vortex street: (a)–(f) Display density distributions of the wake after Gaussian potential at   40, 90,

130, 170, 300, 900 for the parameters in Fig. 1(c), the field of view is   , the white dotted ring in (f) represent the posi-

tion where the inner and outer vortex pair arrays appear stably; (g)–(l) depict phase profiles corresponding to Figs. (a)–(f). 
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−h/m

2ℏ/(md20)

d0

l1 = 5.2a0

l2 = 4.66a0 l̄ = (l1 + l2)/2 =

4.93a0

b = 1.23a0 b/l̄ = 0.25

b/l = π −1cosh−1
√
2 ≈ 0.28

0.12 < b/l < 0.4

v d

中后脱落的“–” 涡旋与第 4对涡旋中先脱落的“–”

涡旋基本同时从高斯势表面脱落形成具有相同旋

量  的涡旋对 (图 3(d) 中“– –”涡旋对), 之后

相继出现“++”, “– –” …涡旋对同时脱落的现象

(图 3(e)). 具有相同旋量的涡旋对周期性脱落后以

角频率   绕着两个点涡旋的中心旋转, 并

且保持点涡旋之间的距离  不变, 所有“++”涡旋

对分布在半径较小而所有“– –”涡旋对分布在半径

较大的同心圆环上, 并形成如图 3(f)所示的环状

BvK涡街. 数值计算容易发现, 外环上两“– –”涡旋

对中心的平均距离为  , 内环上两“++”涡

旋对中心的平均距离为  ,  

 , 内外两列涡旋对阵列之间的平均距离

 , 故     , 这一比值虽然略小于无

偶极相互作用 BEC以及经典流体中 BvK涡街稳

定性条件   , 但仍然很好

地满足文献 [5]中报道的经典流体 BvK涡街稳定

出现的比值区间  . 当高斯势的运动

速度  或高斯势尺寸  继续增大时, 高斯势尾流中

周期性涡旋对脱落的现象消失, BEC中将出现混

乱激发模式, 如图 1(d)所示.

add

υ

为了清晰比较偶极相互作用的影响, 通过系统

的数值计算得到偶极相互作用分别为   = 20, 40

时各种激发模式随高斯势速度   和尺寸 d 变化的

参数区间如图 4所示. 图 4中浅绿色、粉红色、绿

色、红色区域依次表示稳定层流、涡旋偶极子、

BvK涡街以及混乱激发 4种激发模式. 需要说明

的是每两个相邻的激发模式之间都存在着一定的

add

0.95a0<d<2.55a0 0.68
√

ℏω0/m<υ<1.09
√
ℏω0/m

add

1.13a0 < d < 2.13a0 0.67
√

ℏω0/m

< υ < 0.92
√
ℏω0/m

add d < 3.53a0

add

d < 2.85a0

d > 2.85a0

υ

过渡区域, 而不是两种激发模式之间的突变. 图 4(a)

(  =20)中 ,  BvK涡街稳定出现的参数区间为

 ,   ,

而图 4(b)(  =40)中, BvK涡街稳定出现的区间

急剧缩小, 约为   ,   

 . 同时, 随着偶极相互作用的

增强, 涡旋偶极子出现的参数区间也有明显缩小的

趋势,    =20时   的情况下在临界速度

以上都会出现涡旋偶极子激发现象, 而  =40时

涡旋偶极子激发发生在   的条件下 , 在

 的情况下沿着图中黑色虚线箭头方向增

大速度   时, BEC尾流中的激发直接从层流模式

过渡到混乱激发模式. 可见偶极相互作用的增强将

明显破坏涡旋对的稳定性, 导致在 BEC尾流中更

难形成涡旋偶极子, BvK涡街.

F =

∂t

∫
drψ∗(iℏ∇)ψ add

Fτ

t < 150ω−1
0 t ⩾ 150ω−1

0

Fτ

Fn t ⩾ 150ω−1
0

t < 150ω−1
0 Fn

t ⩾ 50ω−1
0 Fτ Fn

涡旋的激发导致高斯势受到拖拽力  

 , 图 5给出了偶极相互作用   =

20时拖拽力的演化过程. 图 5(a)为涡旋偶极子激

发时拖拽力随时间的变化, 与图 1(b)对应.    在

 时没有规律,    开始周期性振

荡,    的每个峰值对应着一个涡旋对从高斯势脱

落.   在  时开始周期性振荡表明涡旋偶

极子脱落以后相对于高斯势运动轨迹向内或者向

外运动, 而  时  在平衡位置附近也存在

微小的振荡情况, 这与障碍势在 BEC中沿直线运

动的情况有着明显的区别. 图 5(b)为 BvK涡街激

发模式下高斯势所受拖拽力随时间的变化, 与图 1(c)

对应. 当   时   与   同时周期性振荡, 表
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图 4    不同偶极相互作用下 BEC各种激发模式的参数区间　(a) g = 100,    = 20; (b) g = 100,    = 40. 黑色虚线箭头表示

图 1中速度   的变化

add

add υ

Fig. 4. Parameter regimes of  different vortex emission in Dipole BEC under different dipole interactions:  (a) g = 100,     = 20;

(b) g = 100,    = 40. The black dotted arrows indicate the change of    used in Fig. 1. 
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Fτ Fn

Fτ Fn

明高斯势尾流中具有相同旋量的涡旋对周期性脱

落并沿着径向分别向内或者外运动. 对比容易发

现, 图 5(b)中  与  的振荡频率和振幅都明显大

于图 5(a)中的数值, 表明随着高斯势运动速度增

大尾流中产生了更多的涡旋对, 障碍势受到的拖拽

力也更强, 较强的径向分量使涡旋对相对高斯势轨

迹运动的距离更远并形成稳定的 BvK涡街. 图 5(c)

中  与  的振荡频率更大, 但明显没有周期性, 说

明涡旋对随机脱落后与高斯势发生着复杂的相互

作用并形成混乱的涡旋结构.
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图 5    高斯势所受拖拽力随时间的变化 , 蓝色实线 , 红色

虚线分别表示拖拽力的切向和法向分量, (a)—(c)各参数

分别与图 1(b)—(d)对应

Fig. 5. Evolution of the normalized drag force acting on the

Gaussian potential. The solid blue lines and dotted red lines

show  the  tangential  and  normal  components  of  the  drag

force. The parameters used in (a)–(c) are the same as those

in Fig.1(b)–(d), respectively.
 

 4   结　论

基于平均场理论, 利用时间劈裂傅里叶谱方法

数值研究了偶极玻色-爱因斯坦凝聚体在圆周运动

高斯势搅拌时的动力学行为. 在不同偶极相互作用

条件下发现了 4种激发模式并在实验参数下通过

大量的数值计算得到了各种激发模式对应的参数

区间. 数值结果发现高斯势圆周运动时 BvK涡街

激发的参数区间很窄, 并且随着偶极相互作用的增

强, BvK涡街现象发生的参数区间急剧缩小. 本文

重点关注涡街的动力学特征, BvK涡街形成时具

有相同旋量的涡旋对绕着两个点涡旋的中心以一

定的角速度旋转, 并且保持两点涡之间的距离不

b/l̄ =

0.25

变. 同时, 计算得到环形涡街的稳定性条件为 

 , 这一比值略小于经典流体中 BvK涡街稳定

性条件, 但是涡街仍然长时间稳定的出现在高斯势

尾流中. 最后, 计算并分析了不同激发模式下高斯

势所受拖拽力和不同激发的物理学机制, 比较了高

斯势圆周运动与直线运动时所受拖拽力异同.
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Abstract

The dynamical behaviors of a dipole Bose-Einstein condensate (BEC), which is stirred by a circular moving

Gaussian  potential,  are  numerically  investigated  by  using  the  mean-field  theory.  In  this  work,  the  atom  is

assumed to polarize along the z-axis. Firstly, the stationary state of the system is obtained by solving the quasi-

two-dimensional  Gross-Pitaevskki  equation numerically  under  periodic  boundary conditions.  And then,  taking

the obtained ground state as the initial condition, the dynamic evolution of the dipole BEC system is studied by

the time-splitting Fourier  spectrum method.  Four types  of  emissions,  namely,  the stable  laminar flow,  vortex

dipole, Bénard–von Kármán (BvK) vortex street and irregular turbulence, are observed in the wake when the

velocity  and  size  of  the  Gaussian  potential  change  gradually.  When  the  velocity  of  the  Gaussian  potential

reaches the critical velocity of vortex excitation, vortex pairs with opposite circulations alternately fall off from

the surface of the Gaussian potential. Owing to the interaction between the vortex dipoles, the dipoles rotate

around their own centers. Finally, a ring structure will be formed and exist in the wake stably for a long time.

With the increase of the velocity of Gaussian potential, the period of dipoles shedding is also shortened. For the

appropriate  velocity  and  size  of  the  Gaussian  potential,  the  vortex  pairs  with  the  same  circulations  will

periodically  fall  off  from the  Gaussian  potential  and stably  distributed  on  the  inner  and outer  rings,  forming

BvK vortex street.  Our caculation reveals that the conditions for forming BvK vortex street when the dipole

BEC is stirred with a circular moving potential are very restricted. When the velocity or size of the Gaussian

potential  continues  to  increase,  the  phenomenon  of  the  periodic  vortex  pairs  shedding  in  the  wake  of  the

Gaussian  potential  will  disappear,  and  the  shedding  pattern  of  the  dipole  BEC  becomes  irregular.  Using

experimental parameters, the parameter ranges of different dipole interactions are obtained through numerical

calculation.  The  influences  of  dipole  interactions,  velocity  and  size  of  the  Gaussian  potential  on  different

emission are discussed. In the end, the physical mechanisms of different emissions are analyzed by calculating

the drag force acting on Gaussian potential.
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