
 

专题: 非线性系统理论及其前沿应用

自旋-轨道耦合二分量玻色-爱因斯坦
凝聚系统的孤子解*
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在旋量玻色-爱因斯坦凝聚体中, 孤子态作为宏观量子效应的典型状态, 可以通过自旋-轨道耦合进行调

控, 这使得对自旋-轨道耦合玻色-爱因斯坦凝聚体中孤子的研究成为近年来超冷原子领域研究的重要课题之

一. 本文研究了描述一维自旋-轨道耦合二分量玻色-爱因斯坦凝聚体 Gross-Pitaevskii方程的精确求解, 利用

直接假设及可积约化方法, 给出了系统多种类型的孤子解, 讨论了相应的孤子动力学以及自旋-轨道耦合效应

对系统的量子磁化和自旋-极化态的影响.
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 1   引　言

超冷原子系统 [1−3] 由于具有宏观量子特性和

高度可调控性已成为研究原子分子物理、凝聚态物

理、量子信息、量子计算和量子光学等领域中一些

基本问题的理想平台, 对超冷原子系统的研究已成

为许多重要物理领域的交叉点, 是当前物理学研究

中最活跃的前沿领域之一. 特别地, 超冷原子的旋

量玻色-爱因斯坦凝聚体 (BEC)由于自旋自由度

被释放而具有超精细结构, 呈现出大量不同于单分

量 BEC的性质和新特性. 自 1998年在实验上首

次实现以来, 旋量 BEC的研究已取得了非常丰富

的成果 [4−6].

自旋-轨道耦合 (SOC)是一种相对论效应. 在

具有自旋的量子系统中, SOC表现为将粒子的自

87Rb

旋角动量与轨道角动量联系在一起, 从而对系统的

性质产生影响, 因而在很多物理学领域中, SOC效

应都扮演着不可替代的角色. 近年来, 由于自旋电

子学理论的深入发展, 兴起了对具有强自旋-轨道

耦合材料的研究热潮. 对于一般的固体材料系统,

很难在实验室中产生可观测的 SOC效应. 2011年,

美国国家标准与技术研究所的 Spielman研究组 [7]

在    BEC中两个内部自旋态之间通过双光子

拉曼过程首次实现了一维人工 SOC. 2012年, 中

国科技大学 [8]、山西大学 [9] 以及美国麻省理工的研

究组 [10] 也分别在 BEC和费米冷原子气中实现了

一维 SOC. 量子材料的许多新奇现象, 如自旋霍尔

效应、量子反常霍尔效应、外尔半金属态、拓扑超

导体等, 都与 SOC效应密切相关. 由于在玻色系

统中, SOC会显著改变 BEC的性质, 并且其中的

SOC是高度可调、可控的. 因此, 具有 SOC的 BEC
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系统, 为模拟各种 SOC的特性、探索新奇量子态

提供了更多的途径. SOC引起的非线性激发, 已成

为近年来超冷原子系统中的研究热点之一 [11−22].

超冷原子系统的 SOC首先是在自旋–1的 87Rb

BEC系统中利用两束拉曼激光实现的, 对应的系

统本质上是等效的自旋–1/2系统. 自首次实验实

现自旋-轨道耦合 BEC以来, 对自旋–1/2 BEC系

统已经有了大量研究, 并发现了丰富的物理现象,

如条纹相 [23]、相分离 [24]、涡旋 [25,26]、超固态相 [27,28]

等. 同时, 作为典型的非线性激发现象, 各种物质

波孤子 [29−31] 也在 SOC的自旋–1/2 BEC系统中

得到了广泛研究 [32−39].

对于超冷玻色原子多体系统, 在平均场理论

下, 其动力学可由一类非线性 Schrödinger方程,

即通常所称的Gross-Pitaevskii (GP)方程来描述 [6].

因此, 对各种 BEC系统对应的 GP方程进行求解

就成为一个重要的课题. 特别地, 对各种 GP方程

获得物质波孤子解 , 有助于在理论上深入理解

BEC系统的动力学性质. 尽管对具有 SOC效应的

两分量 BEC系统物质波孤子的研究已有很多, 但

目前得到的有关精确孤子解的结果还很少, 这方面

近期的工作可见文献 [21, 40−44]. 实际上, 即使对

于不带 SOC的非可积 GP方程组, 解析结果也非

常少. 本文将给出一维情形下具有 SOC效应的一

类两分量 BEC系统的一些精确孤子解, 并讨论相

应的动力学性质.

 2   理论模型

平均场理论下, 带 SOC的两分量 GP方程组

由下式定义: 

iℏ
∂Φ

∂t
= (H + V (x) +HI)Φ,

Φ = (Φ+1, Φ−1)
T Φ+1 Φ−1

HI

V = V (x)

σy

其中序参数   , 而   ,    分别表

示凝聚体的原子分布在自旋向上态和向下态的宏

观波函数; H 和  分别表示单粒子的 Hamilton算

符和非线性相互作用的 Hamilton算符;  

表示外场, x是空间变量. 在一维情形下, 考虑由

Pauli矩阵   对应的自旋与粒子在 x 轴方向动量

的耦合, 对应的单粒子 Hamilton算符一般可写为 

H =
p2x
2m

+ µpxσy +
ℏδ
2
σy +

ℏΩ
2

σx,

px = −iℏ
∂

∂x
µ其中  是沿着 x 轴方向的动量算符,   是

δ Ω

HI

自旋-轨道耦合强度,    为失谐参数,    是 Rabi频

率, 这些参数可以分别独立调控.   定义为 

HI =

(
α|Φ+1|2 + β|Φ−1|2 0

0 β|Φ+1|2 + γ|Φ−1|2

)
,

α, β其中常数   分别是自相互作用和交叉相互作用

参数, 在实验上也是精确可调控的.

Sν = Φ†σνΦ ν = x, y, z

M = (Mx,My,Mz)

当二分量 BEC系统的波函数已知时, 可通过

  (  ) 定义如下的自旋极化向

量    , 来描述系统的自旋-极化动

力学 [4,45]: 

Mx = Φ∗
+1Φ−1 + Φ∗

−1Φ+1,

My = −i(Φ∗
+1Φ−1 − Φ∗

−1Φ+1),

Mz = |Φ+1|2 − |Φ−1|2,

Mz M⊥ =√
M2

x +M2
y

Mz = 0

Φ+1 Φ−1 My = 0

Φ+1 Φ−1
π
2

Mx = 0

|M | = (M2
x +M2

y +M2
z )

1
2 = |Φ+1|2+ |Φ−1|2

|M | ̸= 0

|M | =
0

其中   决定凝聚体中的净磁化分布 , 而  

 给出了不同自旋态的原子之间的交换

强度. 特别地,    时, 凝聚体不呈现磁性. 可

以看到, 当  和  有相同的相位时, 必有  ;

当   和   相位相差   时, 必有   . 容易得

到    , 恰为

凝聚体中粒子的总密度. 对经典的自旋向量, 总有

 , 因此总可以将自旋向量归一化, 在单位球

面上给出自旋表示. 但在 BEC中, 由于可能存在

拓扑缺陷, 会导致在拓扑缺陷对应的粒子处 

 , 这使得自旋极化向量不能总是被归一化, 这点

将在后面得到的解中体现出来.

V = 0 |Ω| ≪ 1

ℏ = m = 1

本文主要考虑   , 且   可以近似取

为 0的情形. 此时对应的 GP方程组可写为 [12,17,46]

(为方便, 取  ):  

i∂tΦ+1 +
1

2
∂2
xΦ+1 + µ(∂xΦ−1) + i

δ

2
Φ−1

+ (α|Φ+1|2 + β|Φ−1|2)Φ+1 = 0,

i∂tΦ−1 +
1

2
∂2
xΦ−1 − µ(∂xΦ+1)− i

δ

2
Φ+1

+ (β|Φ+1|2 + α|Φ−1|2)Φ−1 = 0.

(1)

µ = δ = 0 α = ±β

µ = δ = 0 α = β > 0

µ = δ = 0

α = β < 0

在   , 且   时, 上述 GP方程组是可

积的Manakov模型 [47,48], 已经得到了大量研究 [49].

 , 且  时, 方程组为聚焦型的. 该

类型的研究成果极为丰富, 涉及亮-亮孤子解 [48]、怪

波及呼吸子解 [50]、束缚态孤子解 [51]、亮 -暗孤子

解 [52]、非零-零背景上的超正则解 [53] 等.  

且   时, 方程组称为散焦型的, 有亮-暗和
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µ =

δ = 0 α = −β

µ ̸= 0 δ ̸= 0

µ = δ = 0

Φ+1 = Φ−1

µ ̸= 0 δ ̸= 0

µ = δ = 0 α ̸= ±β

暗-暗孤子解 [54]、条纹相背景的暗孤子解 [55].   

 且   时 , 方程组称为混合型的 , 有亮-

暗、亮-亮和暗-暗孤子解 [56]. 而当  或  时,

系统不再具有伽利略不变性, 方程组的精确求解要

困难得多. 如在  时, 方程组总有单模形式

的解, 令   , 则方程组可以约化为标准的

立方薛定谔方程, 由于立方薛定谔方程是可积的,

已经有丰富的结果, 从而容易得到各种各样的单模

解. 显然,    或   时, 这种直接的单模约化

失效了, 这从一个方面反映出 SOC系统的复杂性.

在已有的文献中, 虽然有大量数值解的研究, 但关

于方程 (1)精确解的结果似乎还很少见. 事实上,

即使   , 当   时, 由于此时方程组不

可积, 关于精确解的结果也缺乏讨论.

 3   方程组的求解

β = α β = 3α本文将分别考虑   和   两种情形下

的求解.

β = α 3.1      情形的条纹孤子解

假设方程 (1)的解具有下列形式: 

Φ+1(x, t) = r1(x, t)ei(kx+ωt),

Φ−1(x, t) = r2(x, t)ei(kx+ωt), (2)

r1(x, t) r2(x, t) k, ω

r1(x, t)

r2(x, t)

其中   ,    是实值函数;    是实数. 将

(2)式代入到方程 (1)中, 分离方程的实部和虚部,

首先让每个方程的虚部为零 , 可以得到   ,

 具有如下形式: 

r1(x, t) = F1(ξ) sin
(
µ+

δ

2k

)
x

+ F2(ξ) cos
(
µ+

δ

2k

)
x,

r2(x, t) = − F1(ξ) cos
(
µ+

δ

2k

)
x

+ F2(ξ) sin
(
µ+

δ

2k

)
x, (3)

ξ = −x/k + t F1(ξ) F2(ξ) ξ

F1(ξ) F2(ξ)

其中,    ;    ,    是关于   的待定

函数. 当 (3)式中的   ,    之一具有孤子形

式时, 其解在一般情形下是条纹孤子解. 此时得到

的条纹孤子实际上就是 SOC效应导致的孤子振荡

现象. 条纹孤子, 通常指条纹相上激发产生的孤子,

早期发现的条纹相只出现在相互作用参数满足可

α > β

α = β

κ = 0

Φ±1(x, t) = A±1ei(kx−ωt)

|A±1| ≪ 1

A±1 ω

混溶性条件  的情形 [1]. 进一步的理论研究表

明, 当孤子同时占据能谱中简并能量最低态对应的

两个全域动量极小值时, 可形成条纹孤子 [17,19]. 关

于   情形下的条纹孤子, 可见文献 [19, 43] 中

 的情形. 为给出方程 (1)对应的单粒子能带

结构 , 选取平面波   , 其中

 . 利用这两个平面波对应的线性化方程

关于  非零解的存在性条件, 可得能量  和动量

k 的关系为 

ω2 +
k4

4
−
(
µ2 + ω

)
k2 − µkδ − δ2

4
. (4)

ω =
1

2
k2 ± (µk +

1

2
δ)

ω+ ω− ω−

±k0 = ±µ

κ = 0

µ = δ = 0

求解 (4)式可得  , 给出的能带

分别记为   和   , 易见   的能量最低态在动量

空间有两个极小值, 相应的动量分别为  ,

这和文献 [43]中讨论的  的能带结构类似. 在

没有 SOC效应的情形下, 即当   时, 这种

能带结构消失, 系统也不再有条纹孤子解.

sin(µx), cos(µx) β = α

将 (3)式代入实部对应的方程组, 化简并令

 的系数为零, 当  时, 可得等价

的方程组: 

d2F1(ξ)

dξ2
+ 2F2(ξ)

2F1(ξ)β + 2F1(ξ)
3α

+ (µ2 − k2 − 2ω)F1(ξ) = 0,

d2F2(ξ)

dξ2
+ 2F1(ξ)

2F2(ξ)β + 2F2(ξ)
3α

+ (µ2 − k2 − 2ω)F2(ξ) = 0.

F1(ξ) F2(ξ)

F1(ξ), F2(ξ)

为确定孤子形式的   ,    , 使用 sine-cosine

方法 [57]. 假设  具有下列形式:  {
F1(ξ) = E1 sin(h(ξ)) +G1 cos(h(ξ)) +H1,

F2(ξ) = E2 sin(h(ξ)) +G2 cos(h(ξ)) +H2.

h(ξ)且  满足方程 

dh(ξ)
dξ

= A sin(h(ξ)) +B cos(h(ξ)) + C,

E1 G1 H1 E2 G2 H2其中  ,   ,   ,   ,   ,   , A, B, C 是待定常

数. 由此可以得到下面的解:

α < 0 ω解 1):   ; k,   是任意常数, 

A =
1√
2

√
k2µ2 − k4 − 2k2ω − 3

4
δ2,

µ µ2 > 2ω + k2 +
3δ2

4k2
这里  需要满足限制条件  .
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Φ+1(x, t) =

[
− A

k
√
−α

tanh
A

k
(−x+ kt) sin

(
µ+

δ

2k

)
x− δ

2k
√
−α

cos
(
µ+

δ

2k

)
x

]
ei(kx+ωt),

Φ−1(x, t) =

[
A

k
√
−α

tanh
A

k
(−x+ kt) cos

(
µ+

δ

2k

)
x− δ

2k
√
−α

sin
(
µ+

δ

2k

)
x

]
ei(kx+ωt). (5)

δ µ

δ µ

µ ̸= 0 δ = 0

π/2

δ ̸= 0 δ ̸= −2kµ

不同于文献 [17]中给出的条纹亮孤子, (5)式给出

的解是一个振荡的暗孤子和一个平面波的叠加, 这

种类型的解似乎在文献中还未见报道. 这种振荡以

及平面波是由 SOC效应激发产生的. 从波函数的

表达式可以看出, 利用  和  可以改变波的振幅和

传播速度. 由于  和  是可独立调控的, (5)式的解

包含了多种不同的孤子态. 如当   ,    时,

给出的是暗条纹孤子, 这是 SOC使得暗孤子的均

匀背景产生振荡形成了周期条纹所导致的. 对于两

个不同分量, 这种振荡的相位相差   , 而暗波包

在在传播过程中与周期背景产生的粒子交换过程

使得密度分布表现出了呼吸子在周期背景中传播

的现象, 如图 1所示. 一般地, 当  且 

时, 失谐效应会产生平面波背景, 两个分量中平面

π/2

µ = δ = 0

波背景的相位也相差  , 此时对应的解由振荡的

孤立波和平面波叠加而成, 这种叠加依然使密度分

布表现出呼吸子在周期背景中传播的现象, 和图 1

类似. 当  时, 

Φ+1(x, t) = 0,

Φ−1(x, t) =

[
A

k
√
−α

tanh
A

k
(−x+ kt)

]
ei(kx+ωt),

(6)

δ + 2kµ = 0 δ ̸= 0

这说明 (5)式是 SOC作用从 (6)式激发得到的. 而

当  ,   时, 

Φ+1(x, t) = − δ

2k
√
−α

ei(kx+ωt),

Φ−1(x, t) =
A

k
√
−α

tanh
A

k
(−x+ kt)ei(kx+ωt).

进一步, (5)式对应的系统中, 粒子的总密度为
 

 

n(x, t) = |Φ+1|2 + |Φ−1|2 =
4A2 − δ2

8αk2
sech2

2A

k
(−x+ kt)− 4A2 + δ2

4αk2

[
1− 1

2
sech2

A

k
(−x+ kt)

]
,

−4A2 + δ2

4αk2
该密度分布呈暗孤子态, 去掉  对应的均匀背景分布, 总粒子数为
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图 1    (5)式对应的 SOC调制的条纹暗孤子. 暗孤子的均匀背景被 SOC调制为周期背景, 暗孤子中心与周期背景产生能量交换,

形成了周期背景中的呼吸子传播. 参数取值为   ,   ,   ,   ,  

k = 1 δ = 0 µ = 3 ω = 2 α = −1

Fig. 1. Stripe dark soliton given by Eq. (5). The uniform background of the dark soliton is modulated by the SOC into the periodic

background, and the energy exchange between the center of the dark soliton and the periodic background results in a breather like

soliton propagating in the periodic background. The parameters are chosen as   ,   ,   ,   ,   . 
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∫ +∞

−∞

[
4A2 − δ2

8αk2
sech2

2A

k
(−x+ kt) +

4A2 + δ2

8αk2
sech2

A

k
(−x+ kt)

]
dx =

12A2 + δ2

8αkA
,

这表明 SOC能够控制粒子数的交换. 相应地, 关于自旋极化向量, 有 

Mx =

[
A2 tanh2

A

k
(−x+ kt)− δ2

4

]
sin
(
2µ+

δ

k

)
x+Aδ cos

(
2µ+

δ

k

)
x

2k2α
, My = 0,

Mz =

[
A2 tanh2

A

k
(−x+ kt)− δ2

4

]
cos
(
2µ+

δ

k

)
x−A2 tanh

A

k
(−x+ kt) sin

(
2µ+

δ

k

)
x

k2α
.

µ = δ = 0

M = (0, 0,−1) M = 0

µ ̸= 0 δ = 0 δ = −2kµ

δ ̸= 0 δ ̸= −2kµ

δ ̸= 0 µ δ

通过改变 SOC和失谐参数, 可以控制赝自旋动力学. 显然, 当  时, 自旋极化向量指向固定的方向

 , 其强度会随着空间和时间变化. 特别地,   对应于未被磁化的粒子, 形成了拓扑缺陷.

图 2(a)给出了  ,   的情形, 此时形成了周期自旋畴; 图 2(b)给出了  的情形, 此时形成了

两个自旋畴; 图 2(c)给出了    且  的情形, 与图 2(a)相比, 随着时间演化, 在缺陷粒子的两侧,

 使得周期自旋畴的畴壁产生了位错. 显然, 参数  ,   的取值对自旋畴的构型有显著的影响.

α < 0 k ̸= 0 G1 G2 A = k
√
−α(G2

1 +G2
2)解 2):   ,   ,   和  为任意实常数,   ,

 

Φ+1(x, t) =

[
p1(x, t) cos

(
µ+

δ

2k

)
x− p2(x, t) sin

(
µ+

δ

2k

)
x

]
e
i
[
kx−

(
A2+

k2

2 −µ2

2 +
3δ2

8k2

)
t

]
,

Φ−1(x, t) =

[
p2(x, t) cos

(
µ+

δ

2k

)
x+ p1(x, t) sin

(
µ+

δ

2k

)
x

]
e
i
[
kx−

(
A2+

k2

2 −µ2

2 +
3δ2

8k2

)
t

]
. (7)

其中 

p1(x, t) = G2 tanh
A

k
(−x+ kt) +

G1δ

2A
, p2(x, t) = G1 tanh

A

k
(−x+ kt)− G2δ

2A
.

δ + 2kµ ̸= 0 µ =

δ = 0

与解 1)不同的是, 当   时, 解 2)给出的波函数由两个振荡孤子和平面波叠加而成. 当  

 时, 

Φ+1(x, t) = G2 tanh
A

k
(−x+ kt)e

i
[
kx−

(
A2+

k2

2

)
t

]
,

Φ−1(x, t) = G1 tanh
A

k
(−x+ kt)e

i
[
kx−

(
A2+

k2

2

)
t

]
.
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µ = 3/2 δ = 0 ω = −4 µ = 1/2 δ = −1 ω = −4 δ = 1 µ = 1

ω = −4 k = 1 α = −1

图 2    (5)式对应的不同参数下的赝自旋演化　(a)   ,   ,   ; (b)   ,   ,   ; (c)   ,   ,

 . 其他参数为   ,  

µ = 3/2 δ = 0 ω = −4 µ = 1/2

δ = −1 ω = −4 δ = 1 µ = 1 ω = −4 k = 1 α = −1

Fig. 2. Evolution of pseudo-spin corresponding to Eq. (5) with different parameters: (a)    ,    ,    ; (b)    ,

 ,   ; (c)   ,   ,   . Other parameters are taken as   ,   . 
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|Φ±1|2 δ + 2kµ = 0 δ ̸= 0此时由  给出的密度分布均为暗孤子. 当  ,   时, 

Φ+1(x, t) =

[
G2 tanh

A

k
(−x+ kt) +

G1δ

2A

]
e
i
[
kx−

(
A2+

k2

2 −µ2

2 +
3δ2

8k2

)
t

]
,

Φ−1(x, t) =

[
G1 tanh

A

k
(−x+ kt)− G2δ

2A

]
e
i
[
kx−

(
A2+

k2

2 −µ2

2 +
3δ2

8k2

)
t

]
.

解 2)对应的系统粒子的总密度为 

n(x, t) = (G2
1 +G2

2) tanh
2 A

k
(−x+ kt)− δ2

4αk2
,

该密度分布呈带均匀背景的暗孤子态, 去掉背景分布, 总粒子数为  ∫ +∞

−∞
(G2

1 +G2
2)sech

2A

k
(−x+ kt)dx =

2
√
G2

1 +G2
2√

−α
.

由解 2)决定的自旋极化向量可表示为 

Mx = p1(x, t)p2(x, t) cos
(
2µ+

δ

k

)
x+

1

2

[
p21(x, t)− p22(x, t)

]
sin
(
2µ+

δ

k

)
x, My = 0,

Mz =
[
p21(x, t)− p22(x, t)

]
cos
(
2µ+

δ

k

)
x− 2p1(x, t)p2(x, t) sin

(
2µ+

δ

k

)
x.

µ = 0 δ = 0当  ,   时,
 

Mx = G1G2 tanh2
A

k
(−x+ kt),

My = 0,

Mz = (G2
2 −G2

1) tanh
2 A

k
(−x+ kt).

 

K =

√
2α(8µ2ω + δ2)

8αµ
,

tanh
A

k
(−x+ kt) ̸= 0 M

(G1G2, 0, G
2
2 −G2

1)

tanh
A

k
(−x+ kt) = 0 M = 0

M

µ δ

δ + 2kµ ̸= 0

δ + 2kµ = 0

当   时,    指向固定的方向即

 , 但其强度会随着空间和时间变

化 . 当   时 ,    , 对应未被

磁化的粒子, 形成了拓扑缺陷. 由于拓扑缺陷的存

在,   不能归一化, 在 Bloch球面上表示. 图 3给

出了  ,   满足不同关系时波函数的密度分布和系

统的磁化分布. 图 3(a)—(c)是  的情形,

图 3(d)—(f)是   的情形. 由 (7)式和自
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µ = 3/2 δ = 0 µ = 1 δ = −2

G1 = 2 G2 = 1 k = 1 α = −1

图  3    (7)式对应的不同参数下的密度分布和磁化分布　 (a)—(c)    ,    ;  (d)—(f)    ,    . 其他参数为

 ,   ,   ,  

µ = 3/2 δ = 0

µ = 1 δ = −2 G1 = 2 G2 = 1 k = 1 α = −1

Fig. 3. Distributions of the density and magnetization corresponding to Eq. (7) with different parameters: (a)–(c)  ,    ;

(d)–(f)  ,   . Other parameters are taken as   ,   ,   ,   . 
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µ ̸= 0 δ = 0

δ = −2kµ

δ ̸= 0 δ ̸= −2kµ

δ ̸= 0

δ µ

旋极化向量的表达式可知, 这些态均可通过调控

SOC强度和失谐参数, 由暗孤子态激发产生. 图 4

给出了解 2) 对应的系统赝自旋的演化. 与图 2类

似, 图 4(a)给出了   ,    的情形, 由于 SOC

效应 , 此时形成了周期自旋畴 ; 图 4(b)给出了

 的情形, 此时形成了两个自旋畴; 图 4(c)

给出了   且   的情形, 与图 4(a)相比,

随着时间演化, 在缺陷粒子的两侧,   使得周期

自旋畴的畴壁产生了位错, 这和图 2(c)显示的情

况相同. 说明参数  和  在自旋动力学中产生的效

应不完全相同.

β = α 3.2      情形的可积约化

β = α  时, 定义变换 

Φ+1(x, t) =
i√
2

[
q+1(x, t)e

i
(
µx+

µ2+δ
2 t

)

− q−1(x, t)e
−i

(
µx−µ2−δ

2 t

)]
,

Φ−1(x, t) =
1√
2

[
q+1(x, t)e

i
(
µx+

µ2+δ
2 t

)

+ q−1(x, t)e
−i

(
µx−µ2−δ

2 t

)]
, (8)

则方程 (1)可约化为  
i∂tq+1 +

1

2
∂2
xq+1 + α(|q+1|2 + |q−1|2)q+1=0,

i∂tq−1 +
1

2
∂2
xq−1 + α(|q+1|2 + |q−1|2)q−1=0.

(9)

α > 0 α < 0

这是标准的 Manakov型方程组, 如前面所介绍,

在   和   时, 已有深入的研究和丰富的结

q+1(x, t) = q−1(x, t) = q(x, t)

果. 方程 (9)的任何一组解都能给出 (1)式的一个

解 . 另外 , 如果假设   ,

则方程 (9)退化为单分量的标准立方薛定谔方程: 

i∂tq +
1

2
∂2
xq + 2α|q|2q = 0, (10)

此时, 由 (8)式有 

Φ+1(x, t) = −
√
2q(x, t) sin

(
µx+

δ

2
t
)
ei

µ2

2 t,

Φ−1(x, t) =
√
2q(x, t) cos

(
µx+

δ

2
t
)
ei

µ2

2 t. (11)

通过变换, 可以得到由 (9)式或 (10)式的多孤

子解、呼吸子解、怪波解等对应的各种结果, 这里

不再具体列出用上述方法得到的各种解.

β = 3α 3.3      情形的孤子解

α β

β = 3α

对于任意  ,   , 要得到精确解非常困难. 我们

发现, 当  时, 可以找到孤子解. 此时假设: 

Φ+1(x, t)=[r(ax+ bt) +K] ei(kx+ωt),

Φ−1(x, t)=[−r(ax+ bt) +K] ei(kx+ωt+π/2). (12)

将 (12)式代入 (1)式, 选取以下参数： 

a = 2µ, b = 2µ2 + δ, k = −δ
 

K =

√
2α(8µ2ω + δ2)

8αµ
,

方程 (1)可约化为 

d2r(ξ)
dξ2

+
2α

µ2
r3(ξ)− 8µ2ω + δ2

16µ4
r(ξ) = 0,

ξ = ax+ bt其中  . 这一方程有多种方法求解, 这里

仍然采用 sine-cosine方法, 最终可得到两类解. 
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图 4    (7)式对应的不同参数下的赝自旋演化　(a)   ,   ; (b)   ,   ; (c)   ,   . 其他参数为   ,

 ,   ,  

µ = 3/2 δ = 0 µ = 1 δ = −2

δ = 1 µ = 1 G1 = 2 G2 = 1 k = 1 α = −1

Fig. 4. Evolution of pseudo-spin corresponding to Eq. (7) with the different parameters: (a)    ,    ; (b)    ,    ;

(c)   ,   . Other parameters are taken as   ,   ,   ,   . 
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α > 01)   时, 对任意常数 G, 

Φ±1(x, t) = G

(
sech

{
2
√
αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
+

1√
2

)
ei
[
− δx

2µ+(2G2α− δ2

8µ2 )t
]
,

Φ−1(x, t) = G

(
−sech

{
2
√
αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
+

1√
2

)
ei
[
− δx

2µ+(2G2α− δ2

8µ2 )t+ π
2

]
. (13)

α < 02)   时, 对任意常数 G, 

Φ+1(x, t) = G

(
− tanh

{
2
√
−αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
+ 1

)
ei
[
− δx

2µ+(4G2α− δ2

8µ2 )t
]
,

Φ−1(x, t) = G

(
tanh

{
2
√
−αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
+ 1

)
ei
[
− δx

2µ+(4G2α− δ2

8µ2 )t+ π
2

]
. (14)

µ ̸= 0

δ δ = −2µ2

Φ+1(x, t) Φ+1(x, t)

π/2

β = α

从表达式可以看出, 这两类解仅在  时才

存在,   可以控制行波速度, 并且在  时, 行

波变为驻波. 在这两组解中,    和  

的相位相差   , 而且 SOC没有产生孤子振荡效

应, 这和前面  的情形是不同的.

|Φ±1|2对于 (13)式,   对应的密度分布态分别为

亮孤子和W-型孤子, 如图 5(a)和图 5(b) 所示. 其

对应系统中粒子的总密度分布由下式给出:
 

n(x, t)

= G2

(
2sech2

{
2
√
αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
+ 1

)
,

2G/
√
α

这是均匀背景上的亮孤子. 去掉背景, 对应的

总粒子数为  . 此解对应的自旋极化向量为
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α = 1 µ = 1 δ = 0 G = 2图 5    (13)式对应的密度分布和赝自旋演化. 参数取值为   ,   ,   ,  

α = 1 µ = 1

δ = 0 G = 2

Fig. 5. Density distribution and the evolution of  pseudo-spin corresponding to (13).  The parameters  are  taken as    ,    ,

 ,   . 
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α = −1 µ = −1 δ = 0 G = 1图 6    (14)式对应的密度分布和赝自旋演化. 参数取值为   ,   ,   ,  

α = −1 µ = −1

δ = 0 G = 1

Fig. 6. Density distribution and the evolution of pseudo-spin corresponding to (14). The parameters are taken as   ,   ,

 ,   . 
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Mx = 0,

My = G2

(
−2sech2

{
2
√
αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
+ 1

)
,

Mz = 2
√
2G2sech

{
2
√
αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
,

Mz {My,Mz}

x+

(
µ+

δ

2µ

)
t = 0

µ δ

sech
[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]
0

M (0, 1, 0)

其中   呈亮孤子态 . 图 5(c)给出了由  

确定的自旋演化. 图中显示的自旋强度最大的地方

是孤立波的波包附近, 即使得  

决定的区域附近, 可以通过改变  和  来改变这一

区域. 在   取值接近   的区域,

自旋极化向量  趋于固定方向  , 这容易由

表达式看出.

|Φ±1|2对于 (14)式,   对应的密度分布态分别为

扭结和反扭结孤子, 如图 6(a)和图 6(b) 所示. 其

对应系统中粒子的总密度分布为
 

n(x, t)

= 2G2

(
2tanh2

{
2
√
−αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
+ 1

)
,

2G√
−α

这是均匀背景之上的暗孤子, 去掉均匀背景, 总粒

子数为  . 同样, 可以得到自旋极化向量如下:
 

Mx = 0,

My = 2G2 sech2
{
2
√
−αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
,

Mz = −4G2 tanh
{
2
√
−αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
,

Mz

tanh
{
2
√
−αG

[
x+

(
µ+

δ

2µ

)
t

]}
M (0, 1, 0) tanh

{
2
√
−αG [x+(

µ+
δ

2µ

)
t

]}
±1 M

(0, 0,±1)

其中   呈扭结孤子态 . 从上式可以看出 , 在使

 趋于 0的区域 ,

 趋于固定方向   ; 在使  

 趋于   的区域 ,    趋于固定方向

 . 因此, 该解对应的赝自旋有两个自旋畴,

如图 6(c)所示.

µ

µ = −1

最后指出, 在本文得到的所有解中, 参数   的

取值可以为负, 这意味着在我们讨论的系统中, 允

许 SOC效应为负 . 特别地 , 图 6中选取了参数

 . 在目前的 SOC玻色气系统的实验中 ,

SOC效应通常是正的. 在拓扑绝缘体的研究中, 已

经发现多种材料的等效 SOC效应是负的 [58−60], 是

否可以在超冷玻色气系统中实现负的 SOC效应,

还有待于理论和实验上的进一步探索.

 4   结　论

本文讨论了具有 SOC的二分量 BEC系统的

精确求解, 给出了可积约化形式和几类不同的孤立

波解. 这些结果表明, 在具有 SOC的二分量 BEC

系统中, 可以存在非常丰富的孤子态. 在不同的孤

子态对应的凝聚体中, SOC起到的调控作用不尽

相同. SOC既可以导致条纹孤子的产生, 也可以激

发出经典的非条纹孤子. 进一步地, SOC对系统的

量子磁化行为有显著影响. 由于在实验上已有多种

方法观测 BEC系统密度分布的孤子态、磁孤子态

和自旋畴, 本文的结果为相应实验提供了更多可能

的选择.
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Abstract

µ δ α β µ

δ α β

β = α

β = 3α α > 0 α < 0

µ δ

In a quantum system with spin, spin-orbit coupling is manifested by linking the spin angular momentum of

a  particle  with  its  orbital  angular  momentum,  which  leads  to  many  exotic  phenomena.  The  experimental

realization  of  synthetic  spin-orbit  coupling  effects  in  ultra-cold  atomic  systems  provides  an  entirely  new

platform for exploring quantum simulations. In a spinor Bose-Einstein condensate, the spin-orbit coupling can

change  the  properties  of  the  system  significantly,  which  offers  an  excellent  opportunity  to  investigate  the

influence of spin-orbit coupling on the quantum state at the macroscopic level. As typical states of macroscopic

quantum  effects,  solitons  in  spin-orbit  coupled  Bose-Einstein  condensates  can  be  manipulated  by  spin-orbit

coupling  directly,  which  makes  the  study  on  spin-orbit  coupled  Bose-Einstein  condensates  become one  of  the

hottest topics in the research of ultracold atomic physics in recent years. This paper investigates exact vector

soliton  solutions  of  the  Gross-Pitaevskii  equation  for  the  one-dimensional  spin-orbit  coupled  binary  Bose-

Einstein condensates,  which has four parameters    ,    ,     and    ,  where     denotes the strength of  the spin-

orbit  coupling,      is  the  detuning  parameter,      and      are  the  parameters  of  the  self-  and  cross-interaction,

respectively. For the case    , by a direct ansatz, two kinds of stripe solitons, namely, the oscillating dark-

dark  solitons  are  obtained;  meanwhile,  a  transformation  is  presented  such  that  from  the  solutions  of  the

integrable Manakov system, one can get soliton solutions for the spin-orbit coupled Gross-Pitaevskii equation.

For  the  case    ,  a  bright-W  type  soliton  for      and  a  kink-antikink  type  soliton  for      are

presented. It is found that the relation between     and     can affect the states of the solitons. Based on these

solutions,  the  corresponding  dynamics  and  the  impact  of  the  spin-orbit  coupling  effects  on  the  quantum

magnetization and spin-polarized domains are discussed. Our results show that spin-orbit coupling can result in

rich kinds of soliton states in the two-component Bose gases, including the stripe solitons as well as the classical

non-stripe  solitons,  and  various  kinds  of  multi-solitons.  Furthermore,  spin-orbit  coupling  has  a  remarkable

influence on the behaviors  of  quantum magnetization.  In the experiments  of  Bose-Einstein condensates,  there

have  been  many  different  methods  to  observe  the  soliton  states  of  the  population  distribution,  the  magnetic

solitons, and the spin domains, so our results provide some possible options for the related experiments.
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