
 

专题: 非线性系统理论及其前沿应用

基于梯度优化物理信息神经网络
求解复杂非线性问题*
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近年来, 物理信息神经网络 (PINNs)因其仅通过少量数据就能快速获得高精度的数据驱动解而受到越

来越多的关注. 然而, 尽管该模型在部分非线性问题中有着很好的结果, 但它还是有一些不足的地方, 如它的

不平衡的反向传播梯度计算导致模型训练期间梯度值剧烈振荡, 这容易导致预测精度不稳定. 基于此, 本文

通过梯度统计平衡了模型训练期间损失函数中不同项之间的相互作用, 提出了一种梯度优化物理信息神经

网络 (GOPINNs), 该网络结构对梯度波动更具鲁棒性. 然后以 Camassa-Holm (CH)方程、导数非线性薛定谔

方程为例, 利用 GOPINNs模拟了 CH方程的 peakon解和导数非线性薛定谔方程的有理波解、怪波解. 数值

结果表明, GOPINNs可以有效地平滑计算过程中损失函数的梯度, 并获得了比原始 PINNs精度更高的解. 总

之, 本文的工作为优化神经网络的学习性能提供了新的见解, 并在求解复杂的 CH方程和导数非线性薛定谔

方程时用时更少, 节约了超过三分之一的时间, 并且将预测精度提高了将近 10倍.
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 1   引　言

现代的科学、各种科技以及工程领域中的很多

模型均可用偏微分方程来描述, 很多近代自然科学

发展的基本方程其实也是偏微分方程, 所以人们总

是用偏微分方程来描述、解释或预测各种自然界中

的现象. 如非线性问题, 是最常见的一个以偏微分

方程为基础数学模型的问题, 它广泛存在于物理工

程、流体力学、化学力学等研究领域.

由于此类问题通常难以直接求得精确解, 所以

采用数值方法来求得近似解尤为重要. 高精度的数

值计算方法也引起了越来越多学者的关注. 求解此

类问题的数值计算方法很多, 如有限差分法、有限

元法、有限体积法 [1−4] 等. 但是, 数值解法的数据

量之大、计算时间之长导致求得近似解较为困难.

而计算机具有高效性与实用性, 于是, 如何将计算

机与数学更好地结合, 成为近些年来人们一直在研

究的问题. 随着可用数据和计算资源的爆炸性增

长, 机器学习和数据分析的最新进展在不同的科学

学科中产生了革命性的结果, 包括图像识别、认知

科学和基因组学 [5−8] 等. 然而, 在分析复杂的物

理、生物或工程系统的过程中, 数据采集的成本往

往过高, 不可避免地面临在部分信息下得出结论和

做出决策的挑战. 在这种小数据区域中, 绝大多数

最先进的机器学习技术 (如深度/卷积/递归神经网

络)[9,10] 缺乏鲁棒性, 无法提供任何收敛保证. 乍看,

训练一个深度学习算法以从几个输入和输出数据
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开始, 到最后可以准确识别非线性映射的任务, 这是

不成熟的. 为了更好地解决问题, 在许多与物理和

生物系统建模相关的案例中, 存在着大量的先验知

识, 而这些知识目前尚未用于现代机器学习实践中.

随着计算科学的快速发展, 深度学习在许多领

域取得了巨大成功, 包括计算机视觉 (CV)、自然语

言处理 (NLP)、推荐系统、蛋白质结构预测等 [11−14].

这些成功背后有一个重要的原因: 神经网络模型是

复杂函数的良好逼近器. 近几十年来, 非线性偏微

分方程 (NPDE)的数值解一直是数学物理领域的

一个热门话题. 物理信息神经网络 (PINNs)被提

出后, 其相关模型一直被应用于求解各种 NPDE,

如未知解的函数逼近 [15] 和数据驱动发现 [16,17]. 值

得注意的是, 一些学者在此领域做了大量有意义的

工作, 利用神经网络的这一特性, 已经提出了许多

数据驱动方法来求解 NPDE[17−20], 其中 Raissi和

Karniadakis[17] 提出的 PINNs模型在求解 NPDE

时, 以其高预测精度和良好的泛化能力而突出. 该

模型先设计了损失函数, 并通过不断地减小损失函

数使之趋近于 0, 使其受到潜在 NPDE和边界条

件的约束, 来完成方程解的近似. 也就是说, 它把

一般 NPDE描述的物理定理, 作为监督学习的约

束条件. 随后, 出现了许多基于 PINNs的改进的深

度学习框架, 以提高其鲁棒性以及用于其他领域的

泛化能力. 如 Raissi等 [20] 提出了一种基于最小化

的前向-后向随机神经网络模型来求解耦合的前向

随机微分方程; Jagtap等 [21] 提出了符合各种守恒

定律的守恒物理信息神经网络 (cPINNs), 解决了

多个子域上的问题, 并确保了子域边界上的通量连

续性; Revanth和 Susanta[22] 随后提出了向后兼容

的 PINNs, 它可以有效地解决大域或多尺度问题.

Chen和他的团队 [23−28] 对一些经典的数学物理方

程进行了研究, 如 Sine-Gordon方程、非线性薛定

谔方程和导数非线性薛定谔方程, 获得了这些方程

的数据驱动的呼吸子解、怪波解和其他孤子解 ;

并且在 PINNs模型的基础上, 提出了一种两阶段

PINNs[29], 对一类非线性物理方程进行了模拟, 获

得了这些方程的局域波解. Ling等 [30] 使用改进的

PINNs模型对耦合非线性薛定谔方程进行模拟,

并获得了数据驱动的向量孤子解. He和Wang[31]

使用 PINNs模型对非线性薛定谔方程在扰动初始

条件下的 Peregrine孤子解进行了模拟. Wang和

Yan等 [32−35] 使用改进的 PINNs模型研究了相关

PT

方程的数据驱动解和参数发现, 并且通过改进的

PINNs模型对 Camassa-Holm (CH), Degasperis–

Procesi (DP)和Novikov等方程的peakon解和周期

解进行了预测 [36]. Bai等 [37] 使用改进的 PINNs模型

求解了 Huxley方程. Wu等 [38] 通过改进的 PINNs

模型预测了双折射光纤中矢量光孤子的动力学过

程和模型参数. Li等 [39] 使用 PINNs模型模拟了带

有广义  对称Scarf-II势的NLS方程; 并在PINNs

模型的基础上提出了梯度优化物理信息神经网络

模型 [40] 和混合训练物理信息神经网络模型 [41], 这

两种模型把模拟解的精度进一步提高. Dai等 [42,43]

通过一种改进的 PINNs模型模拟了包括非线性薛

定谔方程、Korteweg–de Vries (KdV)方程和modi-

fied Korteweg–de Vries (KdV)方程在内的孤子

解. Yuan等 [44] 通过 PINNs模型解决了非线性积

分微分方程的正逆问题. Zeng等 [45] 通过一种自适

应神经网络模型模拟了高维偏微方程问题.

基于梯度均衡优化 [46] 的思想, 本文提出一种

梯度优化的物理信息神经网络 (GOPINNs). 具体

而言, 通过对原始 PINNs模型进行梯度统计, 在模

型训练期间平衡损失函数中不同项之间的相互作

用, 优化了梯度下降更新过程的方法, 并改变其完

全连接的前馈神经网络结构. 对于方法的改进有两

个主要动机: 1)在模型训练期间, 使用反向传播梯

度统计 [47] 自动调整损失函数项系数, 以平衡损失

函数项之间的相互作用; 2)该想法来源于最近频

繁使用于CV和NLP研究的神经网络注意力机制[48],

在传统神经网络中添加了两个变压层 (transfor-

mer)以更新隐藏层, 并使用跨层传播来减少传播

误差. 总之, 我们可以平滑神经网络隐藏层上的梯

度统计, 以使新的神经网络结构具有更好的稳定性

和预测精度. 本文以 CH方程的 peakon解和导数

薛定谔方程的有理波解和怪波解为例, 通过比较

PINNs模型和 GOPINNs模型的数值结果, 验证

了新模型的良好学习性能.

L2

第 2节介绍了 PINNs模型, 并通过梯度分析,

说明了 PINNs模型的不足, 并且提出了 GOPINNs

模型, 以及对该方法如何进行梯度调整进行了介绍;

第 3节以 CH方程的 peakon解、导数非线性薛定

谔方程的有理波解和导数非线性薛定谔方程的怪

波解为例, 通过比较两模型间的相对  误差, 评估

了 PINNs和 GOPINNs两种模型的性能 ; 最后 ,

第 4节给出了结论和讨论.
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 2   深度学习方法

 2.1    PINNs 方法

q̂(x, t)

首先, 简单介绍一下 PINNs模型, 这是一个深

度学习框架, 旨在获得一般形式的 NPDE的潜在

解   
[39]. 通过 PINNs模型求解的非线性偏微

分方程如下:  
qt +N [q] = 0, (x, t) ∈ Ω × T,

q(x, 0) = I(x), x ∈ Ω,

q(x, t) = B(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω × T,

(1)

∂Ω

N [q]

q(x, t) I(x, t)

B(x, t)

f = qt +N [q]

q̂(x, t)

这里, T 和 W 分别代表该方程的时域和空域,   

代表方程在空间方向上的边界区域.    是关于

 的非线性算子和线性算子的组合,    和

 分别是方程的初值条件与边界条件. 另外,

为了后续计算损失函数, 令   , 通过不

断优化 f 来得到预测解  .

q̂(x, t)

MSE

要通过神经网络对原方程进行模拟, 从而模拟

出关于原方程的预测解   . 用 PINNs来求解

带有初始条件和边界条件的非线性偏微分方程需

要有一个损失函数   , 并且通过随机梯度下降

法 (SGD)来处理损失函数, 对于损失函数MSE: 

MSE =

NB∑
i=1

λiMSB+

NI∑
j=1

λjMSI+MSf, (2)

MSB MSI

MSf λi λj

λi λj

其中   为边界条件损失函数,    为初值损失

函数,   是方程残差.   和  是根据求得的梯度

来确定的系数, 用来平衡损失函数使其达到最佳效

果. 值得一提的是, 在 PINNs模型中,   和  的值

均为 1.

另外, 将损失函数的每一部分定义为 

MSB =
1

NB

NB∑
l=1

[q(xl
B, t

l
B)−Bl]2,

MSI =
1

NI

NI∑
l=1

[q(xl
I, t

l
I)− I l]2, (3)

 

MSf =
1

NR

NR∑
l=1

[f(xl
R, t

l
R)−Rl]2, (4)

xl
I, t

l
I, NI xl

B, t
l
B, NB

xl
R, t

l
R, NR

其中  和  分别是方程初值数据集和

边界条件数据集;   是方程残差数据集. 这

些设计的最终目标是构建深度神经网络, 使得损失

函数尽可能接近 0.

 2.2    GOPINNs 方法

q̂(x, t)

λi λj

MSE

MSI MSB

MSf

尽管有一些积极的结果, 但 PINNs模型在逼

近潜在解  时仍存在一些意想不到的困难. 有

些方程模拟出来的解不尽如人意, 精度不高, 甚至

根本无法模拟出来. 于是, 如何在已有的 PINNs模

型的基础上进行改进, 使得新模型可以模拟出精度

更高的解, 成为一个重要的研究方向. 近期也出现

了不少优秀的模型, 我们从 Glorot和 Bengio[49] 的

有趣工作中获得了灵感, 这项工作是在训练过程中

监测模型的每个隐藏层中神经网络参数的反向传

播梯度波动. 我们提出的梯度优化算法的主要思想

是通过迭代出来的损失值以及求得的梯度来不断

调整   和   的值使其达到最佳效果, 从而通过调

整梯度来进一步提高机器学习模型模拟求解的精

度. 需要注意的是, 我们没有跟踪总损失函数 

的梯度, 跟踪的是深度神经网络的每个隐藏层中的

初值函数   的梯度、边界条件函数   的梯度

和方程残差  的梯度.

λi λj

rate

MSI MSB MSf

gr

gr = max gradref MSI MSB

gI gB gI = meangradI gB =

meangradB

下面介绍在梯度优化模型中具体怎么进行梯

度优化. 首先, 分别给边界损失函数和初值损失函

数的系数   和   一个初值 a 和 b, 为了方便后续

进行梯度调整 , 设一个学习率   . 通过对每一

次迭代中损失函数   ,    和   进行求梯

度操作, 分别取 MSf梯度的最大值, 记作  , 满足

条件  ; 取  和  梯度的平均值,

记作   和   , 分别满足条件     和  

 . 通过以下两个过程:  {
λi = gr/gB,

λj = gr/gI,
(5)

  {
λi = λi × (1− rate) + rate× λi,

λj = λj × (1− rate) + rate× λj ,
(6)

MSI MSB λi λj对损失函数   和   的系数   和   进行更新,

以达到梯度优化的目的.

另外, 值得一提的是, 因为原始的 PINNs模型

是通过 Matlab求得的方程解 , 并将数据保存

到.mat文件中, 然后通过 Python读取.mat文件,

才开始了机器学习、模拟求解的过程, 这个过程中

不免会出现电脑自带的误差, 这部分误差可能会影

响最终的精确度. 为了避免这种情况, 我们将真解

也写进了 Python中, 真解和预测解均通过 Python

求得, 这样有效地减小了电脑自带误差.
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Input Output

Hidden1, Hidden2, · · · ,

HiddenN tanh

I(x, t) B(x, t)

maxiter

MSf MSB MSI

gr, gB, gI

λi λj

q̂(x, t) q̂(x, t)

Output

下面介绍 GOPINNs的全连接网络架构, 网络

结构优化是深度学习中的一个重要研究思想, 在求

解 NPDE时通常缺乏物理知识神经网络的一般逼

近定理, 因此标准的全连接结构是否能够提供足够

灵活的表示来推断更复杂的 NPDE是我们需要关

注的问题. 受到 CV和 NLP中广泛使用的神经网

络注意机制的启发, 我们对标准的全连接网络架构

进行了简单的修改, 并提出了一种新的网络架构,

并通过数值结果表明 (第 3节), 新提出的体系结构

的推理性能优于原始 PINNs方法. 为了防止梯度

爆炸现象的产生, 我们调整传统的全连接神经网

络, 引入两个变压层 U和 V来平滑 NPDE的扩散

项, 也就是所谓的跨层传播, 然后根据前馈传播规

则使用逐点乘法运算来更新隐藏层. 如图 1所示,

其中   和   代表输入层和输出层 ; U和

V是添加的两个变压层 ;   

 表示隐藏层, 双曲正切函数  作为隐藏

层的激活函数.    为初值条件,    为边界

条件, e 是一个可控的超参数,   为迭代的最

大步骤, 以上两个参数被用来当作循环继续的条

件.    是方程残差,    是边界条件损失,   

是初值损失; 另外  分别是方程残差、边界损

失和初值损失的梯度,    和   分别是初值损失和

边界损失的梯度, 最后通过不断迭代循环, 得到最

终预测解   . 在这里 ,    来自于输出层

 中 q 的迭代优化.

 3   数值实验

 3.1    Camassa-Holm 方程

本节以 Camassa-Holm方程为例进行数值实

验 , 比较 PINNs和 GOPINNs的性能 .  Camassa-

Holm方程是一类十分重要而又特别的新型浅水波

方程, 1993年 Camassa和 Holm[50] 将其作为浅水

波方程提出. 具体方程格式如下:  

qt − qxxt + 3qqx − 2qxqxx − qqxxx = 0,

(x, t) ∈ Ω × T,

q(x, 0) = I(x), x ∈ Ω,

q(x, t) = B(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω × T,

(7)

T ∈ [0, 1], X ∈ [−1, 1] q(x, t)

ce−|x−ct|

其中   ,    是含有变量 x 和

t 的函数, x 和 t 分别是空间变量和时间变量. 在此

以 CH方程的 peakon解   
[32] 为例, peakon

解的格式为  

q(x, t) = ce−|x−ct|, (x, t) ∈ Ω × T,

q(x, 0) = ce−|x|, x ∈ Ω,

q(−1, t) = ce−|1+ct|,

q(1, t) = ce−|1−ct|, (x, t) ∈ ∂Ω × T.

(8)

为了更好地观察 peakon解的分布, 图 2给出了解

的三维图.

tanh

首先使用 PINNs模型在具有 6个隐藏层和每

个隐藏层 50个神经元的深度神经网络上对该方程

的 peakon解进行模拟, 使用双曲正切 (  )作为

 

tanh tanh

tanh



 tanh

tanh

tanh

tanh





r MSf

Loss

If loss < 
or

iteration=maxiter



MSI

MSB

I

B

tanh

tanh

tanh

tanh

HiddenHidden2

⋯

⋯

⋯

⋯⋯⋯

⋯

Hidden1

U V

tanh



tanh

图 1    GOPINNs模型

Fig. 1. GOPINNs model. 
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非线性激活函数. 使用 Adam优化器进行 40000

次迭代后, 数值预测结果、绝对误差、每一层隐藏

层梯度分布和损失函数值如图 3—图 5所示.

L2 5.48× 10−2

gI

gB gr

从图 3(c)可以看出 , 使用 PINNs模型模拟

的误差较大 , 相对   误差为   . 图 4中

的梯度值分别表示每个隐藏层中的初始   , 边界

损失   和方程残差   (这几个梯度项在第 2节被

定义), 它们集中在零点附近, 并形成尖峰, 这可

能是梯度失衡的原因. 众所周知, 当梯度波动很大

时, 深度神经网络将很容易获得满足 NPDE的任

何解. 因此, 本文训练的模型应该严格返回残差尽

可能接近零的 NPDE的解, 否则很容易返回错误

的预测.
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c = 0.5图 2    当   时, CH方程的 peakon解 ((8)式)的三维图
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Fig. 2. Three-dimensional diagram of peakon solution (Eq. (8))

of the CH equation when   . 
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图 3    (a) CH方程的 peakon解 ((8)式); (b)应用 PINNs模型模拟的预测解; (c) PINNs模型的绝对误差

Fig. 3. (a) Peakon solution of CH equation (Eq. (8)); (b) prediction solution simulated by PINNs model; (c) absolute error of PINNs

model. 
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MSE
Lr Lu

Lr Lu

L2

7.43× 10−3

损失函数  随不同迭代的变化如图 5所示,

其中   表示 NPDE的残差的平均值 ,    表示

NPDE在初始值和边界上的误差的平均值. 显然

可以看到,   和  的值在整个迭代过程中非常不

稳定, 这也从侧面解释了不稳定、变化幅度较大的

梯度会导致 PINNs模型的预测精度较差. 为了一

致性, 这里依然设置了具有 6个隐藏层和每个隐藏

层 50个神经元的深度神经网络, 并使用双曲正切

作为非线性激活函数 . 使用 Adam优化器通过

SGD进行 40000次迭代后 , 新提出的 GOPINNs

模型的数值预测结果以及绝对误差如图 6所示. 很

明显, 所提出的新的训练方案可以适当地平衡初始

和边界之间的相互作用, 并将预测解的相对   误

差变成  , 与 PINNs相比, 几乎降低一个

数量级. 此处, 引出一个模型优化率的概念, 其定

义为 

[PINNs(L2error)− GOPINNs(L2error)]
PINNs(L2error)

. (9)

所以, 提出的 GOPINNs模型优化率为 86.4%.

将图 6与图 3中的原始 PINNs模型相比可以

发现, 在函数的边界和波峰部分的绝对误差有效地

减少了. 通过调整传统的全连接前馈神经网络结

构, 新模型 (GOPINNs)的预测精度比 PINNs方

法的预测精度要高.

MSE

Lr Lu

使用 GOPINNs模型求解方程 (5)的 peakon

解的其他数值结果如图 7和图 8所示. 比较图 4与

图 7可以发现, GOPINNs模型的梯度分布有了显

著改善, 梯度随着隐藏层的更新逐渐平稳, 不会那

么陡峭, 梯度值也变小了. 此现象也从另一方面说

明了梯度优化模型是通过调整梯度让梯度平滑稳

定, 来使预测解的精度提高. 另外, 从图 8不难发

现, GOPINNs模型迭代过程中损失函数  中的

 和   的值在整个迭代过程中较为稳定, 变化波

动不大, 也体现了梯度优化模型的优良性能.

 3.2    导数非线性薛定谔方程

为了验证所提模型的可行性 , 用 GOPINNs

模型对导数非线性薛定谔方程的不同解进行数值

实验. NPDE多数来源于物理学、化学、生命科学

等领域, 是经过抽象化后的数学模型, 具有非常鲜

明的物理意义. NPDE可以分为可积分方程和不

可积方程两类, 其中可积的 NPDE [51] 因为其孤子

解的特性而成为非线性科学研究方向的热门问题.

导数非线性薛定谔 (DNLS)方程 [52,53] 是严格可积

的 NPDE之一, 是用来描述等离子体中的 Alfven

波的数学模型. 它同样也可以用来描述单模光纤中

的亚皮秒或者飞秒脉冲波, 外加磁场下 (反)铁磁

 

L
o
s
s

Iterations

10-1

10-2

10-3

10-4

0 500 1000 1500 2000 2500 35003000 4000

r
u

MSE
Lr Lu

图 5    应用 PINNs模型时, 整个迭代过程中损失函数  

的值, 其中   表示 NPDE的残差的平均值,   表示 NPDE

在初始值和边界上的误差的平均值

MSE Lr

Lu

Fig. 5. When the PINNs model is applied, the value of the

function      is  lost  throughout  the  iteration,  where   

represents the average value of the residual error of NPDE,

and     represents the average value of the error of NPDE

at the initial value and the boundary. 
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图 6    (a) CH方程的 peakon解 ((8)式); (b)应用 GOPINNs模型模拟时的预测解; (c) GOPINNs模型的绝对误差

Fig. 6. (a)  Peakon  solution  of  CH  equation  (Eq.  (8));  (b)  predicted  solution  when  using  GOPINNs  model;  (c)  absolute  error  of

GOPINNs model. 
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媒质或电介质中的弱非线性电磁波. 求解 DNLS

方程孤子解的方法主要有 3种 : 反散射变换法

(IST)、Darboux变换法 (DT)以及 Hirota双线性

导数法. 其中 Xu等 [53] 通过 Darboux变换法获得

了 DNLS方程的有理波解和怪波解, 此类方程具

体形式如下:  
iqt − qxx + i(q2q∗)x = 0, (x, t) ∈ Ω × T,

q(x, t0) = I(x), x ∈ Ω,

q(x, t) = B(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω × T,

(10)

T ∈ [−4, 4], X ∈ [−4, 4]

q(x, t) u(x, t)

v(x, t) q(x, t) = u(x, t) + iv(x, t)

q(x, t) q(x, t) =

u(x, t)− iv(x, t)

其中   ; x 和 t 分别是空间变

量和时间变量 ;    是含有实部   和虚部

 的复合函数 , 记作   .

另外 , 定义   的复共轭函数 , 记作  

 .

 3.2.1    导数非线性薛定谔方程的有理波解

先以导数薛定谔方程的有理波解 [53] 为例, 具

体解的形式如下: 

  

q(x, t) = 4β1exp
[
2iβ2

1(−x+ 2β2
1t)

] [
4iβ2

1(4β
2
1t− x)− 1

]3[
16β4

1(4β
2
1t− x)

2
+ 1

]2 ,
q(x,−4) = 4β1exp

[
2iβ2

1(−x− 8β2
1)
] [

4iβ2
1(−16β2

1 − x)− 1
]3[

16β4
1(−16β2

1 − x)
2
+ 1

]2 ,
q(−4, t) = 4β1exp

[
2iβ2

1(4 + 2β2
1t)

] [
4iβ2

1(4β
2
1t+ 4)− 1

]3[
16β4

1(4β
2
1t+ 4)

2
+ 1

]2 ,
q(4, t) = 4β1exp

[
2iβ2

1(−4 + 2β2
1t)

] [
4iβ2

1(4β
2
1t− 4)− 1

]3[
16β4

1(4β
2
1t− 4)

2
+ 1

]2 ,

(11)

β1 = 0.5其中,   .
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gf, gI, gB图 7    应用 GOPINNs模型时, 每一个隐藏层的梯度分布, 其中绿色、蓝色、黄色曲线分别对应  
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q(x, t)

u(x, t) v(x, t)

|q(x, t)| |q(x, t)| =√
(u(x, t))

2
+ (v(x, t))

2

MSE f(x, t)

fu(x, t) fv(x, t)

f(x, t) = fu(x, t)− ifv(x, t)

为了保持数值实验一致性 , 使用 PINNs和

GOPINNs模型在具有 6个隐藏层和每个隐藏层

50个神经元的深度神经网络上对方程 (6)的有

理波解进行模拟. 值得注意的是, 由于   是含

有实部   和虚部   的复合函数, 所以最终

模拟出的解应该是   , 满足条件  

 . 另外, 为了模拟出预测解,

在损失函数  中做了修改, 把函数残差  分

为   和   , 分别是方程残差的虚数部分

和实数部分, 满足条件     .

使用 Adam优化器进行了 40000次迭代后, 两种

模型的数值预测结果以及时间消耗如表 1所列,

图 9给出了 GOPINNs模型的预测结果和绝对误

差. 根据上述结果可以发现, 换方程之后, GOPINNs

模型的精确度还是要优于 PINNs的精确度, 而且

GOPINNs模型模拟方程所需时间与 PINNs模型

相比, 节约了超过三分之一的时间. 提出的GOPINNs

模型在精确度和所用时间两方面上都要优于原始

模型, 这点很有意义.

 3.2.2    导数非线性薛定谔方程的一阶怪波解

本小节以导数非线性薛定谔方程的怪波解 [53]

为例, 怪波是海洋动力学和数值分析中的重要研究

课题. 由于其不稳定性和不可预测性, 研究怪波及

其应用具有重要意义. 导数非线性薛定谔方程的一

阶怪波解的形式如下: 

 

表 1    两种模型对导数非线性薛定谔方程的有理

波解 ((11)式)的数值预测结果
Table 1.    Numerical  prediction  results  of  rational

wave  solution  of  derivative  nonlinear  Schrödinger

equation (Eq. (11)) by two models.

神经网络
信息

L2

PINNs模型
的相对

  误差 L2

GOPINNs
模型的相对

  误差

两模型模拟
求解的时间

消耗/s

6层隐藏层|
50个神经元

0.237 4.56× 10−2 24564|15674.4
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图 8    应用 GOPINNs模型时 , 整个迭代过程中损失函数

 的值 , 其中   表示 NPDE的残差的平均值 ,    表示

NPDE在初始值和边界上的误差的平均值
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Lr

Lu

Fig. 8. When the  GOPINNs model  is  applied,  the  value  of

the function     is lost during the whole iteration, where

  represents the average value of residual error of NPDE,

and     represents the average value of the error of NPDE

at the initial value and the boundary. 
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图  9    (a)导数非线性薛定谔方程的有理波解 ((11)式 );

(b) 使用 GOPINNs模型模拟的预测解; (c) GOPINNs模型

的绝对误差

Fig. 9. (a) Rational  wave solution of  the derivative nonlin-

ear Schrödinger equation (Eq. (11));  (b) predicted solution

simulated by the GOPINNs model; (c) absolute error of the

GOPINNs model. 
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

qrogue(x, t) =
r1r2r3
r4r5

(x, t),

qrogue(x,−4) =
r1r2r3
r4r5

(x,−4),

qrogue(−4, t) =
r1r2r3
r4r5

(−4, t),

q(4, t) =
r1r2r3
r4r5

(4, t),

(12)

 

r1 = 2e[2i(α
2
1+β2

1)(2tα
2
1+x−2tβ2

1)],

r2 = β1

[
16β2

1α
2
1(4tα

2
1 + x)2 + 16β4

1(4tβ
2
1 − x)2

+ 8iβ2
1(x+ 4tα2

1 − 8tβ2
1)

2 + 1
]
,

r3 = 2
[
16β2

1α
2
1(4tα

2
1 + x)2 + 16β4

1(4tβ
2
1 − x)2

− 8α1β
2
1(x+ 4tα2

1 − 8tβ2
1)

2 + 1
]

×
[
− α1 + 16β1(β

4
1 − α4

1)t− 4β1(β
2
1 + α2

1)x

+ 16iα1β
2
1(β

2
1 + α2

1)t− iβ1

]
−
[
16β2

1α
2
1(4tα

2
1 + x)2 + 16β4

1(4tβ
2
1 − x)2

+ 8iβ2
1(x+ 4tα2

1 − 8tβ2
1)

2 + 1
]

×
[
α1 + 16β1(β

4
1 − α4

1)t− 4β1(β
2
1 + α2

1)x

+ 16iα1β
2
1(β

2
1 + α2

1)t+ iβ1

]
,

r4 = α1 + 16β1(β
4
1 − α4

1)t− 4β1(β
2
1 + α2

1)x

+ 16iα1β
2
1(β

2
1 + α2

1)t+ iβ1,

r5 =
[
− 16β2

1α
2
1(4tα

2
1 + x)2 − 16β4

1(4tβ
2
1 − x)2

+ 8iβ2
1(x+ 4tα2

1 − 8tβ2
1)

2 − 1
]2
, (13)

α1 = 0.5, β1 = 0.5其中,   .

为了保持数值实验一致性, 继续在具有 6个隐

藏层和每个隐藏层 50个神经元的深度神经网络上

分别应用PINNs模型和GOPINNs模型, 对方程 (6)

的一阶怪波解进行模拟, 通过 Adam优化器进行

40000次迭代后, 两种模型的数值预测结果以及时

间消耗如表 2所列, GOPINNs模型的预测结果和

绝对误差见图 10.

 4   结论与总结

根据上述实验结果不难发现 , 尽管 PINNs

模型在一些应用中取得了成功, 但它通常难以精确

地逼近复杂NPDE的解. 本文监督和分析了 PINNs

模型中神经网络与隐藏层的梯度, 发现在通过自动

反向传播训练时会发生隐藏层中的梯度失衡问题.

 

表 2    两种模型对导数非线性薛定谔方程的一阶

怪波解 ((12式))的数值预测结果
Table 2.    Numerical  prediction  results  of  the  first

order  odd  wave  solution  of  derivative  nonlinear

Schrödinger equation (Eq. (12)) by two models.

神经网络
信息

L2

PINNs模型
的相对

  误差 L2

GOPINNs
模型的相对

  误差

两模型模拟
方程求解的
时间消耗/s

6层隐藏层|
50个神经元 0.465 8.16×10−2 36223.2|24345.7
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图 10    (a)导数非线性薛定谔方程的一阶怪波解 ((12)式);

(b)应用 GOPINNs模型模拟的预测解 ; (c) GOPINNs模型

的绝对误差

Fig. 10. (a)  First  order  strange  wave  solution  of  derivative

nonlinear  Schrödinger  equation  (Eq.  (12));  (b)  predicted

solution  simulated  by  GOPINNs  model;  (c)  absolute  error

of GOPINNs model. 
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为了更深入地理解, 定量分析了每一层隐藏层中的

梯度动态, 并通过 SGD算法发现了 PINNs模型训

练的问题. 为了获得更稳定的梯度优化模型, 通过

梯度统计平衡模型训练过程中损失函数  中不

同项之间的相互作用, 并提出一种新的神经网络结

构, 通过平滑梯度分布来提高泛化和准确性. 以

CH方程的 peakon解、导数非线性薛定谔方程的

有理波解和怪波解为例进行了验证. 结果表明, 提

出的 GOPINNs模型可以获得精确度比 PINNs更

高的近似解 , 预测精度提高将近 10倍 , 并且与

PINNs模型相比, 节约了超过三分之一的时间. 总

之, 本文的研究为用机器学习方法来求解非线性偏

微分方程提供了新的见解.

尽管最近取得了一些进展, 但必须承认, 我们

正处于了解 PINNs模型局限性的初始阶段, 还有

许多问题需要进一步探讨. 1)给定 NPDE的梯度

波动与相应 PINNs方法的梯度动力学之间的关系

是什么? 2)如何有效地减少这些梯度波动 (如通过

选择不同的损失函数、更有效的神经网络架构等)?

3)还能做什么继续提高训练期间的泛化和预测精

度? 这些有趣的讨论将在今后的工作中进一步探讨.
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Abstract

In  recent  years,  physics-informed  neural  networks  (PINNs)  have  attracted  more  and  more  attention  for

their ability to quickly obtain high-precision data-driven solutions with only a small amount of data. However,

although this model has good results in some nonlinear problems, it still has some shortcomings. For example,

the  unbalanced  back-propagation  gradient  calculation  results  in  the  intense  oscillation  of  the  gradient  value

during the model training, which is easy to lead to the instability of the prediction accuracy. Based on this, we

propose a gradient-optimized physics-informed neural networks (GOPINNs) model in this paper, which proposes

a new neural network structure and balances the interaction between different terms in the loss function during

model training through gradient statistics, so as to make the new proposed network structure more robust to

gradient  fluctuations.  In  this  paper,  taking  Camassa-Holm  (CH)  equation  and  DNLS  equation  as  examples,

GOPINNs is used to simulate the peakon solution of CH equation, the rational wave solution of DNLS equation

and the rogue wave solution of DNLS equation. The numerical results show that the GOPINNs can effectively

smooth the gradient of the loss function in the calculation process, and obtain a higher precision solution than

the original  PINNs.  In conclusion,  our work provides  new insights  for  optimizing the learning performance of

neural  networks,  and saves  more than one third of  the time in simulating the complex CH equation and the

DNLS equation, and improves the prediction accuracy by nearly ten times.

Keywords: physics-informed  neural  networks,  gradient  optimization,  Camassa-Holm  equation,  derivative

nonlinear Schrödinger equation, peakon solution, rogue wave solution
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