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研究了在二维自旋-轨道耦合的相互作用超冷玻色气体中存在一维光晶格时, 超流条纹相到超固相的非

平衡动力学. 通过研究这一动力学过程中的缺陷 (位相空间中的涡旋)及波函数的变化行为, 利用涡旋数及波

函数的交叠等描述方法, 确定了考虑光晶格深度随时间线性变化的量子淬火动力学过程的转变时间. 发现在

转变时间之前, 体系对于淬火过程没有响应. 当演化时间超过转变时间后, 系统开始迅速响应, 涡旋数及体系

的波函数开始迅速变化. 当演化时间足够长时, 系统将达到稳态. 另外还发现, 在上述动力学过程中, 由于体

系中自旋-轨道耦合的存在, 系统在空间中的密度分布与自旋在空间中的结构始终相伴生, 即具有拓扑结构的

磁斯格明子 (反斯格明子)的中心位置始终与体系密度分布的极小值位置相对应.
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 1   引　言

自旋-轨道耦合 (spin-orbital coupling, SOC)

在拓扑物态中发挥关键的作用, 如在被人们广泛讨

论的拓扑绝缘体、拓扑半金属及拓扑超导体等新奇

拓扑物态中, SOC都扮演着重要的角色 [1−4]. 近年

来, 随着超冷原子气体实验中成功地实现了人工

SOC, 人们可以通过外加磁场或光场来实现相较于

传统电子材料中更好操控的 SOC[5], 这为在人工材

料中探索新奇的拓扑物态提供了新的契机 [6−9]. 特

别是, 最近在 SOC的玻色-爱因斯坦凝聚体中观察

到具有超固属性的条纹相, 将 SOC与超固相的探

索紧密联系在了一起 [10,11]. 超固体是一种新奇的多

体量子态, 这种量子态可以被两个独立的自发对称

性破缺所刻画, 即 U(1)对称性和平移对称性的自

发破缺, 使得超固体既具有对角长程序又具有反对

角长程序 [12,13]. 超固相之所以近年来备受人们关

注, 是由于它具有许多新奇的宏观特性, 例如非经

典转动惯量及其他奇异的输运特征 [14−17]. 目前, 在

超冷原子气体中探索超固体, 无论在实验和理论的

研究上都取得了许多进展, 例如, 在极性分子、磁

性原子和 Rydberg原子气体中等 [18−24]. 尤其是最

近在偶极量子气体中实现的二维超固体, 为进一步

研究超固相提供了新的可能 [25].

关于超固体的研究, 目前不仅局限在对于平衡

态的探讨, 而是进一步延拓到对于非平衡系统的探

索, 例如对于超固体动力学演化过程的研究 [26−29].

在非平衡动力学过程的研究中, 一个重要的工具便

是讨论量子淬火过程 (quantum quench)[30,31]. 该

过程是考虑将系统制备在某个特定的量子态 (初态)

上, 然后突然或缓慢地改变系统哈密顿量中的某个
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参数, 进而研究在这个过程中的演化动力学. 量子

淬火为揭示丰富的动力学过程及探索新奇的非平

衡物理提供了新的途径 [32,33]. 近年来, 在超冷原子

气体中, 人们不仅利用量子淬火过程研究了玻色气

体中的非平衡特性 [34], 还探讨了其中动力学相变

的临界行为等 [35]. 尤其是在光晶格中的超冷原子

气体里, 包括光晶格中的单组分玻色原子气体、偶

极玻色气体及长程相互作用的玻色气体等, 人们成

功地揭示了其中奇异非平衡动力学过程, 包括缺陷

的新奇动力学行为等 [26−29,36,37].

本文以存在一个一维光晶格束缚的二维

SOC的玻色超冷原子气体为研究对象, 深入研究

这一系统中由超流条纹相到超固相的淬火动力学

演化过程. 利用量子淬火过程中缺陷 (位相空间中

的涡旋)随时间演化的动力学特征, 可以确定动力

学过程中的转变时间. 更有趣的是, 由于 SOC的

存在, 使得系统在空间上的密度分布与自旋纹理的

空间分布紧密关联. 我们发现在系统演化过程中,

拓扑自旋纹理斯格明子-反斯格明子 (Skyrmion-

antiskyrmion)的中心始终与空间密度分布的极小

值位置相匹配, 这表明系统在空间中产生的密度分

布与自旋分布的空间结构在动力学过程中是始终

相伴生的.

 2   等效模型与平衡态物相

| ↑⟩ = |F = 1,mF = 1⟩ | ↓⟩ = |F = 1,

mF = −1⟩
κ

m
(σxky + σykx)

σx,y

考虑一个二维两组分超冷玻色气体系统, 如
87Rb超冷原子气体, 其中两组分分别对应于两个

赝自旋态    以及  

 . 进一步考虑在这个系统中存在 Rashba

型的 SOC, 可以描述为  , 其中 k 表

示 SOC强度, m 为玻色原子质量,    是泡利矩

阵. 系统的束缚势包括一个各向同性的简谐势阱和

一个一维光晶格, 可以表示为 

V (r) = Vtrap(r) + VOL(r)

=
1

2
mω2(x2 + y2) + V sin2(kLx), (1)

aL = π/kL

其中 Vtrap(r)表示简谐势阱, VOL(r)表示沿 x 方向

的一维光晶格. V 表示光晶格的深度, kL 是产生光

晶格激光场的波矢, 相应的晶格常数可以定义为

 . 这里考虑的玻色超冷原子系统可以利

用下面的哈密顿量来描述: 

Ĥ =

∫
d2rΨ †

[
k2

2m
+Vtrap (r)+VOL(r)+

κ

m
k · σ̂

]
Ψ

+

∫
d2r

(
g1n̂

2
↑ + g2n̂

2
↓ + 2g12n̂↑n̂↓

)
, (2)

Ψ = (ψ↑, ψ↓)
T

n̂↑ = ψ†
↑ψ↑ n̂↓ = ψ†

↓ψ↓

g1 = g2 > 0

其中  是玻色场算符, 分别描述赝自旋

的两分量.   ,   是两分量的粒子

数密度算符. g1 和 g2 表示同种赝自旋粒子间的相

互作用, 而 g12 则表示异种赝自旋粒子间的相互

作用. 这两种相互作用的强度将取决于同种及异

种赝自旋粒子间的有效散射长度. 本文主要考虑

 的情况. 为了研究上述系统的基态性

质, 首先利用平均场理论构造系统的能量泛函, 计

算公式为 

ε =∫
d2r

∑
σ=↑,↓

ψ∗
σ

[
− 1

2
∇2 +

1

2

(
x2+y2

)
+V ′ sin2 (k′Lx)

]
ψσ

+ κ′
[
ψ∗
↑ (−i∂x − ∂y)ψ↓ + ψ∗

↓ (−i∂x + ∂y)ψ↑
]

+
c′0
2

(
|ψ↑|2 + |ψ↓|2

)2

+
c′2
2

(
|ψ↓|2 − |ψ↑|2

)2

. (3)

ℏω
√

ℏ/mω 1/ω

V ′ =

V /ℏω k′L = kL
√
ℏ/mω

c′0 = β′
1 + β′

12 c′2 = β′
1 − β′

12

β′
1 = g1Nm/ℏ2 β′

12 = g12Nm/ℏ2

κ′ = κ/
√
ℏmω

这里分别选取   ,    及   作为能量、

长度和时间的单位进行无量纲化处理, 其中  

 是无量纲化后的晶格深度,   

是无量纲化后的波矢. 无量纲化后的相互作用强度

分别定义为   和   , 其中

 ,    , N 为总粒子数 ,

而无量纲化后的 SOC强度定义为   .

(3)式中的最后两项来源于平均场近似下粒子间的

非线性相互作用.

κ′

利用模拟退火方法 [38,39] 最小化 (3)式的能量

泛函, 可以获得体系的基态性质. 如图 1(a) 所示,

当固定自旋-轨道耦合强度  , 变化晶格深度 V' 时,

发现存在一个晶格深度的阈值将系统的基态分成

两个不同的部分. 当晶格深度在阈值以下时, 系统

的基态是超流条纹相. 随着晶格深度的增加并达到

临界值以上, 系统的基态将会从超流条纹相转变为

超固相. 如图 1(a)中的插图所示, 超流条纹相与超

固相在密度分布上有很大的区别, 超流条纹相的密

度涨落只在空间中的一个方向, 即 y 方向存在, 而

超固相则是在整个二维空间中形成周期分布. 为了

刻画这一区别, 可以引用如下的结构因子来描述: 

Sσ(k) =
1

N2

∑
r,r′

eik·(r−r′)⟨ψ†
σ(r)ψσ(r

′)⟩, (4)
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Sσ(k) (kxaL, kyay) = (0, π)

ay

Sσ(k) (kxaL, kyay) = (π, π)

Sσ(k)

κ′

如图 1(b)所示, 当体系处于超流条纹相时, 结构因

子   的峰值处于   处 , 其中

 表示条纹相沿 y 方向的周期, 这表明超流条纹相

的密度涨落只在空间中的一个方向存在, 即 y 方

向. 与之不同的是, 当体系处于超固相时, 结构因

子   的峰值将处于    处, 这

表明在超固相中密度的周期分布将在整个二维空

间中存在. 利用结构因子   的不同行为, 就能

确定当固定自旋-轨道耦合强度   时, 超流条纹相

到超固相转变的临界晶格深度, 从而得到如图 1(a)

所示的零温基态相图. 这一结果与之前利用虚时演

化方法得到的体系基态性质相符 [40].

 3   超流条纹相到超固相的淬火动力学

在上述平衡态研究的基础上, 本节探究从超流

条纹相到超固相的淬火动力学过程. 首先, 这里考

虑的淬火机制是通过调节晶格深度来构造的, 并进

一步假设晶格深度随时间按如下线性规律变化: 

V (t) =

Vi +
Vf − Vi

2τQ
(t+ τQ), t ∈ [−τQ, τQ],

Vf, t > τQ,

(5)

其中, Vi 和 Vf 分别为淬火过程中晶格深度的初值

和末值, 并且 Vi 和 Vf 分别位于图 1(a)所示的相

Vi Vf

Vi + Vf = 2Vc Vc

t = −τQ

τQ

边界的下方和上方, 表明系统的演化将从超流条纹

相到超固相. 另外, 这里还假设   和   满足关系

 , 其中  为图 1(a)中超流条纹相到超

固相转变的临界晶格深度. 此式表明在  时,

系统处于演化的初始时刻, 而在 t = 0时刻, 系统

将演化到超流条纹相和超固相的量子临界点.   

是淬火时间, 它决定着淬火速率的大小. 为了研究

上述淬火动力学过程, 这里采用时间依赖(time-

dependent)的 Gross-Pitaevskii (GP)方程来描述: 

(i− γ)
∂ψ↑

∂t′
=[

−1

2
∇2 +

1

2
(x2 + y2) + V ′(t′) sin2(k′Lx)

]
ψ↑

+ κ′(−i∂x − ∂y)ψ↓ +
(
β′
1|ψ↑|2 + β′

12|ψ↓|2
)
ψ↑,

(i− γ)
∂ψ↓

∂t′
=[

−1

2
∇2 +

1

2
(x2 + y2) + V ′(t′) sin2(k′Lx)

]
ψ↓

+ κ′(−i∂x + ∂y)ψ↑ +
(
β′
1|ψ↓|2 + β′

12|ψ↑|2
)
ψ↓, (6)

t′ = tω其中,   是无量纲化的时间, g 是 phenomeno-

logical damping参数 [41−43], 用以描述系统演化过

程中存在的耗散机制. 通过 Strang分裂方法 [44,45]

求解 (6)式, 就可以得到体系任意时刻的波函数,
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图 1    (a)存在一维光晶格束缚的二维 SOC相互作用超冷玻色气体的零温平衡态相图. 相图中包含两种平衡态物相分别为超流

条纹相和超固相. 左下角和右上角的插图分别代表超流条纹相和超固相中自旋向上组分的密度分布, 其中超流条纹相的密度涨

落只在空间中的一个方向即 y 方向存在 , 而超固相是在整个二维空间形成周期分布 . 插图中的超流条纹相是在   ,

 的情况下, 而超固相则是在   ,   的情况下. 另外, 哈密顿量中的其他参数取为   ,    和

 . (b)结构因子   随光晶格深度的变化, 这里取   , 其他参数与图 (a)一致

V ′ = 0 κ′ = 10.8

V ′ = 20, κ′ = 10.8 c′0 = 10, c′2 = −0.8c′0
k′L = 3.5π κ′ = 10.8

Fig. 1. (a) Equilibrium zero-temperature phase diagram as a function of  the SOC strength and lattice depth.  The phase diagram

consists of two different phases, which are the superfluid stripe phase and supersolid phase. The insets show the density distribu-

tion of spin-up atoms for the superfluid stripe phase and supersolid phase, respectively. Here, we choose   ,    for the

superfluid stripe phase and    for the supersolid phase. Other parameters are chosen as    and

 . (b) Structure factor as a function of the lattice depth. Here,   , other parameters are the same as in panel (a).
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t̂

t̂

从而刻画体系的量子淬火过程. 之前的研究表明,

在量子淬火动力学过程中存在一个重要的时刻   ,

即转变时间 [26−29,36,37], 它可以刻画系统在淬火动力

学过程中开始响应的时刻. 为了找寻   , 这里主要

关注系统中缺陷 (位相空间中的涡旋)变化的动力

学过程. 为了刻画系统中的涡旋, 引入涡旋数 Nv
进行定量描述: 

Nv =
∑
σ

∑
r

|Ωσ,r|,

Ωσ,r =
1

4

[
sin(θσ,r+ex

− θσ,r)

+ sin(θσ,r+ex+ey
− θσ,r+ex

)

+ sin(θσ,r+ey − θσ,r+ex+ey )

+ sin(θσ,r − θσ,r+ey )
]
, (7)

θσ,r ψσ(r)

Nv

t′ = −τQ

t̂

t′ > t̂

Nv

其中 r表示空间位置矢量,    是波函数   的

相角, ex (ey)分别为沿 x (y)方向的单位矢量. 当

考虑系统的初态为超流条纹相, 并通过线性变化的

淬火过程演化到超固体时, 如图 2(a) 所示, 体系的

涡旋数   随着时间的变化体现出不同的特点. 首

先, 在演化的初始时刻   , 系统处于超流条

纹相 (图 2(b)), 涡旋数 Nv 为零. 随着时间的推移,

晶格深度线性增加, 直到一个特定的时刻, 涡旋数

Nv 开始发生变化. 这一时刻就可以被定义为转变

时间  , 用以描述系统在淬火动力学过程中开始响

应的时刻. 在  之后, 体系开始迅速演化, 涡旋

数  也迅速增加. 最终, 当系统的演化时间足够长

时, 系统逐渐趋于稳定, 见图 2(a), 涡旋数 Nv 将会

稳定在一个有限值上, 不再随时间而变化.

O(t′) = |⟨Ψ(t′ = 0)|Ψ(t′)⟩|

t̂ t′ ⩽ t̂

t′ > t̂

t̂

上述动力学过程还可以通过波函数的变化来

刻画 , 这里定义   
[27] 来描

述 t' 时刻的波函数与 0时刻的波函数 (V = Vc)间

的交叠. 如图 3(a)所示, 当 O(t')随演化时间发生

变化时, 系统开始响应, 这一时刻就对应为系统的

转变时间  . 系统的演化时间  时, 系统尚未响

应, O(t') = 1. 当  时, 系统的波函数开始发生

变化, O(t')开始偏离 1. 通过这个方法确定的   与

图 2(a)中利用涡旋数 Nv 所确定的转变时间相符

合. 转变时间的确对于理解量子淬火动力学过程十

分重要, 它可以刻画系统在淬火过程中开始响应的

时刻. 当考虑淬火速率固定时, 系统的转变时间将

由体系的弛豫时间决定 [29]. 如图 3(b)所示, 由于

phenomenological damping参数 g 与系统的弛豫

时间成正比 [42], 因此转变时间也与 g 成正比关系,

即g 越大, 系统的弛豫时间越大, 达到转变时间所

需的演化时间就越长.

在系统的动力学过程中, 除了上述波函数相位

中的缺陷 (涡旋)会随着系统的演化而发生变化外,

如图 4(a)—(c) 所示, 还发现体系在自旋空间中也

产生了结构上的变化, 即自旋空间中的缺陷也会随

着系统而演化. 为了描述这一现象, 这里引入如下

自旋–1/2玻色子的自旋密度矢量 [46−48]: 

S =
Ψ †σ̂Ψ

|Ψ |2
, (8)

σ̂其中  是泡利矩阵.

由于体系中存在 SOC, 使得动量与自旋相互

关联, 这就意味着系统的空间密度分布将与自旋的

空间构型紧密关联. 为了描述系统在自旋上的空间
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(b), (c) 分别为   和   时刻自旋向上组分的波函数的相位角分布, 其中   代表系统演化的初始时刻.

哈密顿量中的其他参数与图 1(a)一致
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Fig. 2. (a) Vortex number Nv as a function of the evolution time. The dashed line corresponds to the transition time    . Here, we

choose tQ = 20,    and g = 0.03. (b), (c) Snapshots of phase of the spin-up wave-function at    and   ,

respectively, where t′ = −20 = −tQ represents the initial time. Other parameters are the same as in Fig. 1(a). 
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密度矢量在   平面内的分量, 颜色表示 z 方向的分量   . (d)—(f)系统沿 x 方向上的密度分布, 实线和虚线分别对应自旋两组
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标记空间中的相同位置. 哈密顿量中的其他参数与图 2一致

Fig. 4. (a)–(c) Spin texture as a function of the evolution time for t′ = 4, 80, 260, respectively. Here, the vector Sin−plane describes the
xy-plane component of the spin density vector and the color represents the z-direction component. (d)–(f) Density distribution along
x-direction, where the solid line and dashed line correspond to the density distribution of the two components along the x-direction,
respectively. (g)–(i) Topological charge density. Here, the ‘*’ and square mark the same spatial position as shown in panel (a)–(i).
Other parameters are the same as in Fig. 2. 
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Sin-plane ≡ (Sx,−Sy) t′ = t̂

Sin-plane

Sin-plane

构型 , 我们在 xy 平面内定义了一个二维矢量即

 
[49]. 如图 4(a)所示, 当  时,

 会沿着 x 方向上产生一个缺陷. 而这一自旋

空间中缺陷的位置, 如图 4(d)所示, 正好与体系在

这一时刻沿 x 方向上密度极小值的位置相匹配. 随

着系统进一步演化 , 如图 4(b)所示 ,    在

xy 平面内会形成许多涡旋结构. 其所对应的自旋

矢量 S便会在三维空间中形成一个中心自旋指向

北极 (南极), 并随着径向增大自旋的指向连续地变

化, 最终自旋指向南极 (北极)的结构. 因此, 自旋

矢量 S会形成自旋斯格明子 (Skyrmions)或反斯

格明子 (anti-Skyrmions)结构 [40]. 进一步由图 4可

知, 斯格明子 (反斯格明子)中心的位置与系统这

一时刻密度分布的极小值位置相匹配. 当系统演化

到稳定时刻后 (图 4(c)和图 4(f)), 系统在自旋空间

中形成斯格明子-反斯格明子的阵列晶格结构, 这

与体系在空间上密度分布的周期结构相匹配. 因

此, 在量子淬火动力学的整个演化过程中, 由于

SOC的存在使得系统的空间密度分布与自旋的空

间构型始终紧密关联. 另外, 上述自旋空间的构型

也是拓扑非平庸的. 为了描述这一点, 这里引入拓

扑荷来表征. 首先, 定义体系的拓扑荷密度为 [50,51]
 

q(r) =
1

4π
S ·

(
∂S

∂x
× ∂S

∂y

)
. (9)

利用对拓扑荷密度在空间中的积分就可以得到拓

扑荷: 

Q =

∫
q(r)d2r. (10)

图 4(g)—(i)给出了不同自旋空间构型的拓扑

荷密度分布情况. 如图 4(h)所示, 当演化时间超过

转变时间后, 拓扑荷密度分布的极值点将与空间密

度分布的极小值点的位置相对应. 然而, 此时形成

的自旋纹理的拓扑荷并非量子化的 (即围绕拓扑荷

密度极值的 loop积分非量子化), 这意味着系统自

旋构型中的斯格明子 (反斯格明子)还未形成. 随

着演化时间进一步增长, 系统达到稳态后, 如图 4(i)

所示, 拓扑荷密度分布的极值点将与空间密度分布

的极小值点及斯格明子-反斯格明子的中心位置相

对应. 并且, 此时自旋纹理的拓扑荷是量子化的,

通过数值计算, 发现斯格明子或反斯格明子都具有

量子化的拓扑荷, 即|Q|=1. 这意味着拓扑荷量子

化的拓扑荷密度分布与系统的空间密度分布及斯

格明子-反斯格明子的阵列结构在动力学上也是相

伴生的.

 4   结　论

本文研究了存在一维光晶格束缚的二维 SOC

超冷玻色气体中, 从超流条纹相到超固相的淬火动

力学过程. 通过利用涡旋数及波函数交叠等描述方

式, 确定了淬火动力学过程中的转变时间, 用以描

述体系对淬火过程的响应时刻. 另外, 还研究了系

统中自旋斯格明子 (反斯格明子)的动力学行为,

发现了由于 SOC的存在, 使得系统在空间中的密

度分布与自旋在空间中的阵列结构在整个动力学

过程中始终相伴生, 即斯格明子 (反斯格明子)的

中心位置与体系密度分布的极小值位置相对应. 这

些研究将为探索超固相及其动力学, 并在超冷原子

中进行量子模拟等提供有益的参考.
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Abstract

In  this  work,  we  study  the  non-equilibrium  quench  dynamics  from  the  superfluid  stripe  phase  to  the

supersolid phase of a two dimensional spin-orbital coupled interacting Bose-Einstein condensate in the presence

of a one dimensional optical lattice. The quench protocol here is constructed through varying the lattice depth

linearly with the evolution time. By using the time-dependent Gutzwiller method, various physical quantities,

such as the vortex number and the overlap of wave-function, have been investigated with respect to the quench

time.  Through  analyzing  the  dynamical  behavior  of  the  above  physical  quantities,  we  find  out  the  transition

time  of  the  quench  procedure,  which  captures  the  freeze  out  time  indicating  the  moment  that  the  system

catches the quench speed beginning to evolve quickly. Before the transition time, the dynamics is frozen and the

state of  the system cannot follow the changes in the Hamiltonian. While passing the transition time, we find

that there are significant alterations to both the vortex number and the wave-function. At the transition time,

on one hand the vortex number abruptly increases from zero; on the other hand the overlap of wave-function

departures from 1 shortly. These signatures indicate that the system evolves rapidly when passing the transition

time. Furthermore, we also find that due to the presence of spin-orbital coupling, the spin texture represents a

periodic magnetic structure accompanying with the emergence of the supersolid dynamically. It is shown that

during the quench procedure,  the density distribution of  the system are always accompanied with the spatial

structure of spin texture, i.e., the central position of topological spin skyrmion (antiskyrmion) corresponding to

the minimum position of the density distribution. The topological charge of the above spin structures also shows

interesting dynamical properties. We find that the quantized topological charge appears with the emergence of

the supersolid dynamically.

Keywords: spin-orbital coupling, quantum quench, supersolid, skyrmion and antiskyrmion
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