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通过数值和解析的方法研究了拉伸到大核间距的分子离子的高次谐波辐射, 重点研究了与短轨道贡献

相关的谐波辐射谱的精细结构. 研究结果表明, 大核间距分子离子的短轨道谐波辐射谱呈现了复杂的干涉结

构. 通过利用一个考虑了电荷共振效应的强场近似模型, 可以分辨这些复杂的干涉结构的物理起源: 谐波辐

射谱上一些干涉最小来源于电离过程中的两中心干涉效应, 而另外一些干涉最小来源于再结合过程中的两

中心干涉效应, 电离干涉最小与再结合干涉最小交替出现. 与电离过程不同, 再结合过程中, 库仑加速会显著

改变再结合电子的德布罗意波长, 从而改变干涉最小的位置.
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 1   引　言

阿秒科学为探索原子、分子 [1] 和固体 [2] 的超快

过程带来了崭新的机遇, 可在原子空间尺度和阿秒

时间尺度上探测微观系统的结构以及追踪微观系

统的动力学 [3−7]. 阿秒超快探测的工具之一是基于

再碰撞物理的高次谐波产生 (high-order harmonic

generation, HHG)[8], 其在分子轨道成像 [9−13] 和测

量分子键长 [14−18] 方面显示了较大的潜力. 最近, 高

次谐波产生已经应用到实时观测化学反应 [19−21]、

重构再散射轨道 [22,23](包括再散射电子的电离时间

和返回时间)和探测不对称分子中电子的亚周期动

力学 [24−27] 等. 在阿秒物理中基于高次谐波产生的

超快探测方法称为高次谐波光谱学 (high harmonic

spectroscopy, HHS).

H+
2

高次谐波光谱学以强场近似 (strong-field

approximations, SFA)[28] 为理论基础. 强场近似理

论指出除了电子基态, 其他束缚态对高次谐波的贡

献可忽略. 因此, 研究者们可以通过高次谐波谱读

取目标分子的结构信息. 强场近似的相关假设只适

用于小核间距分子, 因为对小核间距的分子, 其基

态和第一激发态的能量差通常远大于实验上使用

的激光频率, 因此基态电子一般不会耦合到激发

态. 然而, 对被拉伸到大核间距的分子离子, 例如

 , 情况与小核间距分子离子不同. 对于大核间距

分子离子, 最低的两个能级 (基态和第一激发态)

出现简并现象, 这两个简并的能级与其他高激发态

能级可很好地分离. 在强激光场的作用下, 这两个

简并的态会强烈的耦合在一起, 导致了激发态对电
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离 [29−31] 和高次谐波产生 [32−37] 的重要贡献. 考虑

到激发态的影响, 被拉伸到大核间距的分子离子结

构是否可以用高次谐波来探测是本文研究的主要

内容.

Br2

最近的研究结果表明 [19], 通过调节泵浦和探

测激光脉冲之间的延迟, 然后测量不同延迟下高次

谐波谱的干涉最小可以实时观察中性分子  在解

离过程中的拉伸. 实现利用高次谐波追踪广泛的化

学反应, 研究者们自然会考虑能否将这一实验思想

应用到激发态起重要作用的分子离子的光解离过程.

H+
2

H+
2

H+
2

为了回答这一问题, 本文通过数值求解含时薛

定谔方程 (time-dependent Schrödinger equation,

TDSE)研究了不同激光参数下   的高次谐波产

生. 对大核间距的  , 如果只考虑短轨道贡献, 高

次谐波谱上会显示出具有多个干涉最小的精细结

构, 这些干涉最小的位置对激光强度敏感, 且对不

同的核间距 R干涉最小的位置也不同. 本文利用

考虑第一激发态效应的强场近似模型, 结合量子轨

道理论, 并考虑再结合过程中库仑效应对鞍点动量

的修正, 研究了被拉伸到大核间距  模型分子离

子的高次谐波辐射. 本文研究结果表明, 谐波谱上

呈现的干涉最小部分是电离过程的两中心干涉效

应造成的, 部分干涉最小起源于再结合过程中受到

库仑势影响的两中心干涉效应. 通过解码与特定量

子轨道相关的高次谐波谱上的干涉最小, 可以追踪

被拉伸分子离子的键长.

 2   数值计算和理论模型

 2.1    数值计算

E(t) x

xoy H+
2

H (t) = p2/2 + V (r) + r ·E(t)

ℏ = e = me =

1 V (r) = −Z/
√
ξ + r21−

Z/
√
ξ + r22 r21,2 = (x±R/2 cos θ)2 + (y±

R/2 sin θ)2 ξ = 0.5 θ

Z

Z

H+
2 E0 = −1.11 a.u.

E(t) = ef(t)E sin(ω0t)

e f(t)

假设激光场  的极化方向平行于  轴, 分子

轴固定在   平面内 . 氢分子离子   的哈密顿

可表示为 :      (本文

除非特别说明, 均采用原子单位, 即  

 ). 哈密顿中势能表示为  

 ,  其 中  

 ,   是光滑参数,   表示分子轴与激

光极化之间的夹角,    是有效电荷. 为方便比较,

除非特别说明, 通过调节参数   使具有不同核间

距 R的  模型的基态能量均为  本

文使用的激光场的形式为:   ,

其中  是沿激光极化方向的单位矢量,   是包络

E ω0

iψ̇(t) =H(t)ψ(t)

函数,   和  分别为激光场的振幅和频率. 计算中

采用 10个周期的梯形激光脉冲, 其中线性上升沿

和下降沿各为 3个周期. 最后采用谱方法 [38] 数值

求解含时薛定谔方程:     .

x

y Lx×Ly=409.6 a.u.×102.4 a.u.

cos1/8

x x0=E/ω2
0

y y0=Ly/8

F (ω)=

∫
⟨ψ(t)|e · ∇V |ψ(t)⟩eiωtdt

ω

计算中只考虑短轨道对谐波谱的贡献 [36].   轴

和   轴的格点为   . 为

了计算沿着短轨道运动的电子对谐波辐射的贡献,

在用  滤波方案在边界处对波函数进行滤波的

过程中, 沿着  轴方向的边界选取  , 沿着

 轴方向的边界选取  . 与激光场极化方向平

行的谐波谱用公式 

计算, 其中  为辐射的谐波的频率.

 2.2    发展的强场近似模型

+
2 Dg(t) =

⟨ψ(t)|e · r|ψ(t)⟩

在文献 [34]中, 考虑到激发态对高次谐波的

贡献 , 强场近似模型已被推广到大核间距的分

子离子. 在基态和第一激发态发生强耦合时, 使

用发展的强场近似模型 ,  H  的偶极矩  

  可以写为 [35,36]
 

Dg(t) ∝
∫

dp
∫ t

0

dt′[E(t′) · di(t
′)][e · dr(t)]e−iS , (1)

式中 

di(t
′) ≡ 2da[p+A(t′)] cos

(
p · R

2

)
+ iRφa[p

+A(t′)] sin
(
p · R

2

)
,

dr(t) ≡ 2d*
a [p+A(t)]cos∗

(
p · R

2

)
− iRφ∗

a [p+A(t)]sin∗
(
p · R

2

)
,

da(v) = ⟨v|r|ϕa(r)⟩ φa(v) =

⟨v|ϕa(r)⟩ d*
a(v) φ*

a(v) da(v) φa(v)

|ϕa(r)⟩ |v⟩ S≡S(p, t′, t)

=

∫ t

t′
dt′′

[
1

2
(p+A(t′′))2 + Ip

]
Ip = |E0| A(t) E(t)

其中,    是原子的偶极矩,  

 .    和   是   和   的共轭函

数.   是原子的波函数,   是平面波.  

  表示准经典作用量,

其中电离能  .   是电场  的矢势.

|0⟩ |1⟩

|p⟩
|E0 − E1|/ω0 ≈ 0

E0 E1 |0⟩ |1⟩ |p⟩

对方程 (1)进行简单介绍. 方程 (1)包含以下

三点假设: 1) 除了基态   和第一激发态   , 其他

束缚态对系统演化的贡献可忽略; 2) 基态和第一

激发态的衰减可忽略; 3) 连续态电子的波函数  

可以用平面波描述. 在满足条件  

的强耦合区域, 两能级模型可以精确求解 [35], 此处

 和   分别为   和   的本征能量. 连续态   的
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+
2

幅可以通过求解强场近似模型获得 [28]. 方程 (1)适

用于基态和第一激发态近简并的情况. 对于 H  ,

一般在核间距大于 10 a.u.时, 上述条件可满足.

di dr

cos (p ·R/2) R

Fg(ω) =∫
dtDg(t)eiωt

在方程 (1)包含的项   和   的表达式中 ,

  表示两中心干涉, 而与  成比例项可

忽略 [30,35,39]. 使用鞍点法 [28], 高次谐波谱  

  可以用下面的公式近似计算:
 

Fg(ω) ∝
∑
s

G[E(t′s) · da[pst +A(t′s)]] cos(pst ·R/2)

× [e · d∗
a [pst +A(ts)]]

× cos∗(pst ·R/2)e−iSs+iωts , (2)

t′s (ts)

τs= ts−t′s G≡G(ts, τs)=[1/(ε+iτs/2)]3/2

×[1/det(ts, τs)]1/2 ε det(ts, τs)

τ 2× 2

其中,      是鞍点方法中的电离 (再结合)时间.

 是返回时间.  

 , 其中   表示小量,    表示

由作用量对 t和  求二阶导数构成的  矩阵 [40].

式中 

Ss ≡ S(pst, t
′
s, ts),

 

pst ≡ pst(t
′
s, ts) = −

∫ ts

t′s

A(t′′)dt′′/τs, (3)

pst pst = epst

t′s, ts

  表示鞍点动量. 方程 (3)中,   . 方程 (2)

的求和包括所有与 (  ) 相关的鞍点, 这些鞍点

通常称为量子轨道或电子轨道, 包括长轨道、短轨

道和多次返回. 鞍点 (量子轨道)可以通过下列两

个方程求得: 

[pst +A(t′s)]/2 + Ip = 0,

[pst +A(t′s)]/2 + Ip = ω. (4)

pst +A(t′s) pst+

A(ts) cos

cos cos∗

cos

N(ω,R, θ) = [cos(pst ·R/2)cos∗(pst ·R/2)]2

θ

pst pst

pst prst

prst

在方程 (4)中, 第 1个 (第 2个)方程描述了隧穿电

离 (再结合 )过程 , 方程中动量   ( 

 ) 是虚数 (实数). 在方程 (2)中, 两个  函数

项分别对应电离 (  )和再结合 (  )过程, 其与

分子结构紧密相关. 与文献 [17]中相似, 提取出

(2)式中的  函数项, 并且表示成两项乘积平方的

形式, 即  .

其中  是取向角, 即激光场极化方向与分子轴之间

的夹角,   的值为复数.   的虚部与隧穿有关而实

部导致了干涉现象 [41]. 我们只考虑   的实部    ,

并且考虑到库仑效应, 对再结合过程中的动量  

进行修正, 可得 

M(ω,R, θ)=[cos(prstR/2 cos θ)cos
∗(prkR/2 cos θ)]

2,
(5)

prk =
√
prst

2 + 2Ip其中   为考虑库仑效应的修正鞍点

pst

ω

pst

动量. 包含鞍点动量  的 (5)式反映了高次谐波辐

射的电离以及再结合过程中连续态波包与激光缀

饰态之间的干涉现象. 不同的量子轨道 (长轨道,

短轨道和多次返回)对同一频率  谐波辐射都有贡

献. 对同一谐波, 不同量子轨道对应的鞍点动量 

值不同, 相应 (5)式的值也不同, 即不同量子轨道

对应的干涉效应不同.

θ θ ⩽ 20◦

1sσ u H+
2 2pπ u 1sσ g

2

方程 (5)适用于较小的取向角   (  ). 当

取向角较大时, 在激光场的作用下, 除了第一激发

态   外 ,     的   态也与基态   
[31] 耦合 ,

方程 (1)中没有考虑这种耦合. 为了减弱高激发态

对高次谐波产生的影响, 使用较长的激光波长. 另

外需要注意的是在外场的作用下, 对称的分子离子

的基态和激发态会发生强烈的耦合 [42], 而对于对

称的中性分子, 由于电子-电子相关 [43], 基态和激

发态的耦合效应消失. 所以方程 (5)不能用于描述

大核间距中性分子如 H  的高次谐波辐射.

需要进一步说明的是, 对被拉伸的分子离子系

统, 如果只考虑基态的贡献而不考虑基态和第一激

发态之间的耦合, 那么 (5)式不再适用, 这时应使

用通常的强场近似模型 [28] 描述高次谐波谱, 即用

下述公式描述: 

Fs(ω) ∝
∑
s

G[E(t′s) · da[pst +A(t′s)]

× cos[(pst +A(t′s)) ·R/2]][e · d∗
a[pst +A(ts)]

× cos∗[pst +A(ts)) ·R/2]]e−iSs+iωts , (6)

cos

cos

pst +A(t′s) pst +A(t′s) =

±i
√
2Ip

cos

pst +A(ts) pst+

A(ts) = ±
√
2(ω − Ip)

式中, 与分子结构相关的部分同样是两个   项.

第 1个   项与隧穿电离有关 . 这一项中的动量

 按 照 (4)式 是 虚 部 ,  即  

 . 这个虚动量不引起干涉, 而是导致了分子

相较于具有同样电离能的原子系统电离产量的显

著增长 [44]. 第 2个   项与再结合有关. 这一项中

的动量    按照 (4)式是实部 , 即  

 . 这一项导致谐波辐射过程中

的两中心干涉效应. 与 (5)式对应, 可以把这些干

涉项写作: 

M ′(ω,R, θ) =

[|cos(piR/2 cos θ)| cos∗(pkR/2 cos θ)]2. (7)

pk =
√
(pst +A(ts))

2
+ 2Ip =

√
2ω

cos

pi = i
√
2Ip

此处,     考虑了库

仑修正的动量 [9]. (7)式中第 1个  项具有虚动量

 , 其不描述两中心干涉效应, 而 (5)式的
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cos prst = Re(pst)

cos

pk

cos

pk =
√
2ω

ω prk =√
prst

2 + 2Ip pst

第 1个  项中动量  是实数, 反映了电

离过程中的两中心干涉效应, 这是 (7)式和 (5)式

的第 1个重要区别. 此外, (7)式中第 2个  项具

有有效动量  , 反映了再结合过程中的两中心干涉

效应, 这一点与 (5)式中的第 2个  项类似. 但是

该项中有效动量   与电子轨道无关, 而只

与谐波能量   有关 , 在 (5)式中的有效动量  

 与量子轨道相关 (因鞍点动量  与量子

轨道有关). 这是 (7)式和 (5)式的第 2个重要区

别. 这些区别反映了被拉伸到大核间距的分子离子

基态和第一激发态之间的强耦合对高次谐波辐射

的重要影响. 需要强调的是, 在激光波长较短 (频

率较高)从而单光子或者几光子电离主导的情况

下, 如文献 [45−49]所述情况, 即使不考虑激发态

贡献, 电离过程中电子波在两个原子核之间的干

涉 (即两中心干涉)以实波方式进行. 这种干涉类

似于杨氏双缝干涉, 将导致光电子动量分布呈现清

晰的干涉条纹. 本文讨论长波长 (低频)强激光场

作用下隧穿电离机制主导的情况, 即束缚电子波包

cos

穿过激光场和库仑场形成的势垒而电离的情况. 这

时如果仅考虑基态贡献, 隧穿电子的动量是虚的,

从形式上看两中心干涉以“虚波”方式进行 , 如

(7)式第 1个  项所示. 这种“虚波”干涉不会导致

干涉条纹, 反映了分子隧穿电离的性质 [41,44,50,51].

R = 2 a.u.

1.1 a.u. H+
2

0.5 a.u.

还需要说明的是本文研究被拉伸到大核间距

的分子离子的高次谐波辐射, 相关拉伸过程对应到

分子的解离-电离过程, 而这一过程中的谐波辐射

有望用于解离-电离过程分子结构的超快探测. 从

数值和解析两方面分析核间距对两中心干涉效应

的影响, 为方便讨论, 图 1—图 5中, 选择的模型分

子离子系统在不同的核间距都具有同样的电离能

(即氢分子离子在平衡核间距   时的电离

能   ). 对于真实的   系统, 随着核间距的拉

伸, 系统的电离能将降低 (图 6所示情况), 直到核

间距很大时电离能趋向  . 此外, 拉伸过程中,

当核间距很大时, 还可能出现局域化现象, 即电荷

并非等概率分布于两个核附近. 这些问题需要在实

验研究中充分考虑.
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图  1        的 H  的短轨道 TDSE谐波谱与模型预测结果 , 激光场强度   , 激光波长  

(a), (c)    和    时   的短轨道 TDSE谐波谱; (b), (d) (5)式在    和    的短轨道计算结果, 包括考虑电离

干涉和再结合干涉的结果 (黑色实线)和仅考虑电离干涉的结果 (红色虚线). 红色和蓝色的数字分别表示电离干涉和再结合干涉

最小的位置. 短箭头指示 TDSE结果中一些干涉最小的位置, 竖直虚线指示 (5)式预期的干涉最小的位置
+
2 R = 16

I = 5× 1014 λ = 1600 θ = 0◦

θ = 20◦ θ = 0◦ θ = 20◦

Fig. 1. Harmonic spectra of H   with    , obtained for short-trajectory TDSE simulations and relevant predictions of Eq. (5),

laser  parameters  used  are    W/cm2  and      nm:  (a),  (c)  Short-trajectory  TDSE  simulations  at    and

 , respectively; (b), (d) relevant predictions of Eq. (5) at     and    , respectively, with considering the contribu-

tions  of  both  ionization  and  recombination  (black  solid  curves)  and  considering  only  the  contributions  of  ionization  (red  dashed

curves).  The  red  and  blue  numbers  indicate  minima related  to  ionization  and  recombination,  respectively.  Arrows  indicate  some

minima in TDSE results and use the vertical dashed lines to indicate minima in predictions of Eq. (5). 
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 3   结果与讨论

 3.1    模型预测

R = 16 a.u. H+
2

E0 = −1.1146743 a.u.

E1 = −1.1146742 a.u.

H+
2

H+
2

cos

cos∗ cos

cos cos

首先计算核间距为   的   模型分

子离子的联系与短轨道的高次谐波辐射 . 该核

间距下, 利用虚时演化方法计算出的基态和第一激

发态的本征能量分别为   和

 , 这意味着系统的两个最低能

级接近简并. 从图 1(a), (c)可以看出, 谐波谱呈现

了具有多个干涉最小的精细结构. 在不同取向角

下, 谐波谱上干涉最小的位置也不同. 与小核间距

 谐波谱上的干涉最小 (仅起源于再结合过程中

的两中心干涉)[37] 不同, 图 1中大核间距   谐波

谱上的干涉最小是由电子在电离过程以及再结合

过程中的两中心干涉造成的 (2.2节讨论), 采用红

色和蓝色数字将这两种情况分别标记出来 . 在

图 1(b), (d)中, 给出了 (5)式的短轨道计算结果.

黑色的实线是考虑 (5)式中对应电离 (  )和再结

合 (  )过程的两个  函数项的结果; 红色虚线

是仅考虑 (5)式中对应电离 (  )的   函数项的

结果. 从图 1可以看出: 首先, 图 1(b)中 (5)式的

预测结果 (黑色实线)与图 1(a)中谐波谱上的干涉

最小基本一致, 意味着 (5)式可预测谐波谱的干涉

精细结构; 然后对于高阶谐波, (5)式的预测结果

与谐波谱上干涉最小对应得很好, 对于较低阶谐

波 , 理论和 TDSE结果存在一些偏差 ; 最后 ,

图 1(a)中低能区域谐波对应的电离和再结合干涉

最小几乎重合, 在图 1(b)中 (5)式的预测结果显

示对于低能区域谐波, 电离和再结合干涉最小的位

置同样很接近, 如 i1和 r1所示情况.

 3.2    时频干涉图像

R = 16 a.u. H+
2

θ = 0◦

Up = E2/(4ω2
0)

为了更直观地观察干涉最小与能量的关系,

图 2给出了核间距     的    的短轨道

TDSE谐波在     的时频分布. 图 2的激光参

数与图 1相同, 且图 2的纵轴以与激光参数相关的

有质动能  为单位. 从图 2可以看出:

能量分布上有一些明显的能隙, 其具有较小的振

幅; 能隙的位置与 (5)式预测的最小位置基本一致.

此处 (5)式中预测的电离干涉最小和再结合干涉

最小分别用红色和黑色空心圆圈表示出来.

ER cos θ

从图 2还可以看出, 在低能区域, (5)式预测

的最小位置与分布上能隙的位置不如高能部分对

应得好, 这点在图 1中也有体现. 出现这种现象的

原因可能是谐波谱在阈值 (对应电子具有零动

能)附近存在振幅较大的“分子平台”, 该平台的能

量宽度可以用公式  预测 [36], 其起源超出了

鞍点理论的描述 . 从图 2还可以看出 , 低能区

TDSE和模型预期均显示同样阶次的电离干涉最

小和再结合干涉最小位置很接近, 这个现象也与

图 1一致.

 3.3    其他激光参数和分子参数的计算结果

I = 5× 1014 W/cm2

θ = 0◦

θ = 0◦

为了进一步验证本文的结果, 在图 3和图 4中

展示了激光强度   , 激光波长分

别为 l=1800 nm 和 l=1200 nm 的短轨道 TDSE

谐波谱和 (5) 式的预测结果. 图 3(b), (d)中 (5)式

对干涉位置的预测与图 3(a), (c)中 TDSE结果一

致. 尤其是对于较高阶谐波, (5)式的预测结果较

好, 如对  时电离干涉最小 i2—i7和再结合干

涉最小 r2—r6的预测. 然而对于波长较短的情况,

如图 4所示, 高次谐波谱的整个谐波平台较短, 谐

波谱上出现的干涉最小较少, 当  时, (5)式只

能较好地预测高阶谐波的干涉最小位置 , 如 i4,

i5和 r4, r5. 受分子平台的影响, (5)式对低阶谐波

干涉精细结构的预测不太理想. 但是对于图 4(c)
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R = 16 H+
2 θ = 0◦图 2    核间距  的   的短轨道 TDSE谐波在  

的时频分布以及相应 (5)式预期的干涉最小 , 包括联系于

电离的干涉最小 (红色空心圆圈)和联系于再结合的干涉

最小 (黑色空心圆圈), 激光参数同图 1(a)

H+
2

R = 16

θ = 0◦

Fig. 2. Time-frequency  distribution  of  HHG  for      with

   obtained  with  short-trajectory  TDSE  simulations

at     and the corresponding predictions of Eq. (5) for

the interference minima, including minima related to ioniza-

tion  (red  hollow  circle)  and  recombination  (black  hollow

circle),  respectively.  The  laser  parameters  used  are  as  in

Fig. 1(a). 
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R = 16 +
2 I = 5× 1014 W/cm2 λ = 1800 nm

θ = 0◦ θ = 20◦ H+
2 θ = 0◦ θ = 20◦

图  3        的 H  的短轨道 TDSE谐波谱与模型预测结果 , 激光场强度   , 激光波长  

(a), (c)   和    时   的短轨道 TDSE谐波谱; (b), (d) (5)式在    和    的短轨道计算结果, 包括考虑电离

干涉和再结合干涉的结果 (黑色实线)和仅考虑电离干涉的结果 (红色虚线). 红色和蓝色的数字分别表示电离干涉和再结合干涉

的最小位置. 短箭头指示 TDSE结果中一些干涉最小的位置, 竖直虚线指示 (5)式预期的干涉最小的位置
+
2 R = 16

I = 5× 1014 λ = 1800 θ = 0◦

θ = 20◦ θ = 0◦ θ = 20◦

Fig. 3. Harmonic spectra of H   with    , obtained for short-trajectory TDSE simulations and relevant predictions of Eq. (5),

laser  parameters  used  are     W/cm2  and      nm:  (a),  (c)  Short-trajectory  TDSE  simulations  at      and

 , respectively; (b), (d) relevant predictions of Eq. (5) at     and    , respectively, with considering the contribu-

tions  of  both  ionization  and  recombination  (black  solid  curves)  and  considering  only  the  contributions  of  ionization  (red  dashed

curves).  The  red  and  blue  numbers  indicate  minima related  to  ionization  and  recombination,  respectively.  Arrows  indicate  some

minima in TDSE results and use the vertical dashed lines to indicate minima in predictions of Eq. (5). 
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2 I = 5× 1014 W/cm2 λ = 1200 nm
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图  4        的 H  的短轨道 TDSE谐波谱与模型预测结果 , 激光场强度     , 激光波长  

(a), (c)   和    时   的短轨道 TDSE谐波谱; (b), (d) (5)式在   和    的短轨道计算结果, 包括考虑电离干

涉和再结合干涉的结果 (黑色实线)和仅考虑电离干涉的结果 (红色虚线). 红色和蓝色的数字分别表示电离干涉和再结合干涉的

最小位置. 短箭头指示 TDSE结果中一些干涉最小的位置, 竖直虚线指示 (5)式预期的干涉最小的位置
+
2 R = 16

I = 5× 1014 λ = 1200 θ = 0◦

θ = 20◦ θ = 0◦ θ = 20◦

Fig. 4. Harmonic spectra of H   with    , obtained for short-trajectory TDSE simulations and relevant predictions of Eq. (5),

laser  parameters  used  are    W/cm2  and      nm:  (a),  (c)  Short-trajectory  TDSE  simulations  at      and

 , respectively; (b), (d)relevant predictions of Eq. (5) at     and    , respectively, with considering the contribu-

tions  of  both  ionization  and  recombination  (black  solid  curves)  and  considering  only  the  contributions  of  ionization  (red  dashed

curves).  The  red  and  blue  numbers  indicate  minima related  to  ionization  and  recombination,  respectively.  Arrows  indicate  some

minima in TDSE results and use the vertical dashed lines to indicate minima in predictions of Eq. (5). 
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θ = 20◦

θ = 0◦
所示的   情况 , 由于该角度的分子平台比

 短, 图 4(d)中 (5)式预测的最小位置与图 4(c)

的 TDSE结果符合得较好. 从图 4(d)还可以看出,

对短波长的模拟结果, 谐波谱上能量较低部分成对

的电离干涉与再结合干涉最小位置也很接近.

+
2 R=12 a.u.

I=5×1014 W/cm2

0◦

20◦

0◦

R = 16

R = 12

本文还计算了其他核间距时的谐波谱 , 如

图 5所示. 在图 5中, H  的核间距为   , 激

光强度为  , 激光波长 l=1600 nm.

从图 5可以看出, 激光场和分子轴的夹角为   时,

(5)式的计算结果如图 5(b)所示, 可以预测图 5(a)

中 TDSE谐波谱上的干涉精细结构, 尤其是对于

高阶谐波预测得很好. 与图 1的结果相似, 方程

(5)的计算结果不能很好地预测阈附近谐波的干涉

精细结构. 激光场与分子轴的夹角为  的情况与

 的情况相似, 图 5(c)所示的 TDSE谐波谱上的

较高阶干涉精细结构基本可以被图 5(d)中的模型

结果预测. 比较图 1和图 5还可以看出, 方程 (5)

在较大核间距   a.u.时对干涉精细结构的预

言比在    a.u.时更好. 从图 1—图 5还可看

出, 总体上 (5)式对电离干涉最小的预测比对再结

合干涉最小的预测更准确. 这是因为再结合过程中

存在库仑加速, 而理论上对该加速的精确描述目前

还不易实现.
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图  5        的 H  的短轨道 TDSE谐波谱与模型预测结果 , 激光场强度   , 激光波长  

(a), (c)   和    时   的短轨道 TDSE谐波谱; (b), (d) (5)式在    和    的短轨道计算结果, 包括考虑电离

干涉和再结合干涉的结果 (黑色实线)和仅考虑电离干涉的结果 (红色虚线). 红色和蓝色的数字分别表示电离干涉和再结合干涉

的最小位置. 短箭头指示 TDSE结果中一些干涉最小的位置, 竖直虚线指示 (5)式预期的干涉最小的位置
+
2 R = 12

I = 5× 1014 λ = 1600 θ = 0◦

θ = 20◦ θ = 0◦ θ = 20◦

Fig. 5. Harmonic spectra of H   with    , obtained for short-trajectory TDSE simulations and relevant predictions of Eq. (5),

laser  parameters  used  are    W/cm2  and      nm:  (a),  (c)  Short-trajectory  TDSE  simulations  at      and

 , respectively; (b), (d) relevant predictions of Eq. (5) at     and    , respectively, with considering the contribu-

tions  of  both  ionization  and  recombination  (black  solid  curves)  and  considering  only  the  contributions  of  ionization  (red  dashed

curves).  The  red  and  blue  numbers  indicate  minima related  to  ionization  and  recombination,  respectively.  Arrows  indicate  some

minima in TDSE results and use the vertical dashed lines to indicate minima in predictions of Eq. (5). 
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图  6      核 间 距   的    的 短 轨 道 TDSE谐 波 在

  的时频分布以及相应 (5)式预期的干涉最小 , 包括

联系于电离的干涉最小 (红色空心圆圈)和联系于再结合

的干涉最小 (黑色空心圆圈). 其中, 电离能   .

激光场强度   , 激光波长  

H+
2

R = 16

θ = 0◦

Ip = 0.562 a.u.
I = 1× 1014 λ = 1800

Fig. 6. Time-frequency  distribution  of  HHG  for      with

   obtained  with  short-trajectory  TDSE  simulations

at     and the corresponding predictions of Eq. (5) for

the interference minima, including minima related to ioniza-

tion  (red  hollow  circle)  and  recombination  (black  hollow

circle), respectively. Ionization energy  . Laser

parameters used are   W/cm2 and    nm. 
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H+
2

此外, 还模拟了核间距为 16 a.u.但是电离能

为 0.562 a.u.的  系统的高次谐波辐射. 该电离能

接近真实情况下 R = 16 a.u.时系统的电离能. 因

为此时电离能较低, 模拟中使用较低的激光强度,

同时为了增大谐波阶数, 采用较长的激光波长, 相

关结果呈现在图 6中. 从图 6可以看出, 此时 (5)

式依然较好地预测了谐波辐射过程中的干涉现象.

 4   结　论

H+
2

综上所述, 通过数值计算和模型分析的方法研

究了大核间距   的高次谐波谱上的干涉精细结

构, 揭示了激光诱导的基态和激发态强耦合在高次

谐波产生过程中的重要作用. 基态和激发态的强耦

合导致了高次谐波辐射的一些新的效应, 如谐波谱

上干涉精细结构对量子轨道和激光参数的依赖, 以

及干涉精细结构 (包括干涉最小的数目和位置

等)对高次谐波电离和再结合过程的依赖等. 可以

用考虑激发态效应的强场近似模型结合量子轨道

理论来预测谐波谱上的干涉精细结构. 本文提出的

方案可以用于探测分子离子在解离-电离过程中的

结构和动力学. 例如, 在分子离子系统的光解离实

验中, 当分子离子拉伸到大核间距 R时, 由于不同

量子轨道之间的干涉, 导致精确谐波谱上干涉最小

精细结构消失. 在本文中, 仅考虑短轨道贡献的高

次谐波谱上仍然可以清晰地观测到由于电离和再

结合过程中的两中心干涉导致的精细结构. 通过测

量短轨道干涉最小值并借助发展的强场近似模型,

仍然可以实时追踪拉伸的分子离子在化学反应中

键长的变化, 并捕捉原子核位置随时间的变化. 此

外, 在某些情况下, 中性分子先电离后解离, 本文

提出的方案也可以用于实时监测中性分子电离后

的解离过程.
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Abstract

High-order harmonic generation (HHG) from the molecular ions stretched to large internuclear distances is
studied numerically and analytically in this work. We focus on the fine structure of the HHG spectrum related
to  the  contribution  of  short  electron  trajectory.  In  our  numerically  solving  the  time-dependent  Schrodinger
equation  (TDSE),  we  use  a  trajectory-dependent  filtering  procedure  to  separate  the  short-trajectory
contribution from other contributions of long trajectory and multiple returns. Our TDSE results reveal that the
short-trajectory HHG spectra of molecular ion with larger internuclear distance show some complex interference
structures  characterized  by  some  remarkable  dips,  and  that  the  position  of  the  dip  is  sensitive  to  the  laser
parameters. With a developed model arising from strong-field approximation (SFA), we are able to identify the
physical origins of the complex interference structures. In this model considered is the charge-resonance effect
which induces the strong coupling between the ground state and the first excited state of the molecular ion at
large internuclear distance. In this model, the well-known effect of two-center interference occurs in the form of
the canonical momentum instead of the momentum related to the instantaneous velocity of the electron in the
general  SFA. It  is  shown that  some dips  in  TDSE results  arise  from two-center  interference  of  the  electronic
wave between these two atomic cores of the molecule in the ionization process, while others come from that in
the recombination process. These ionization and recombination dips alternately appear in the HHG spectra from
the  formed  complex  interference  structures.  The  main  differences  between  the  interference  effects  in  the
ionization process and the recombination process are twofold. Firstly, in the ionization process, the destructive
two-center  interference  strongly  suppresses  the  forming  of  the  continuum  wavepacket,  while  in  the
recombination process, the recombination of the rescattering electron with other bound eigenstates with small
weights can also contribute to HHG bedsides the recombination of the ground state with the first excited state
with large weights. As a result, in TDSE results, the ionization dips are deeper and more remarkable than the
recombination ones. Secondly, in the recombination process, the Coulomb acceleration remarkably changes the
de Broglie wavelength of the rescattering electron and therefore changes the position of the interference-induced
dip. While in the ionization process,  the Coulomb potential  plays a small  role in the interference effect.  As a
result, the interference dips in the ionization process and the recombination process differ from each other.

Keywords: high-order  harmonic  generation,  stretched  molecular  ions,  two-center  interference,  charge
resonance effects
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