
 

囚禁在电介质球形微腔中类氢原子的内部无序性*
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给出了一种研究囚禁在微腔中类氢原子的内部无序性的一种方法, 即利用体系的量子信息熵和形状复

杂度对囚禁体系的无序性进行表征和研究. 计算和分析了囚禁在 InN电介质球形微腔中类氢原子的位置和

动量空间中香农信息熵和形状复杂度, 重点探究了量子囚禁效应对体系无序性的影响. 计算结果表明: 当微

腔半径较小时, 量子囚禁现象显著, 形状复杂度曲线中有一系列极值点, 这是由信息熵和空间不均匀性的共

同作用引起的. 随着微腔半径增大, 囚禁现象减弱, 囚禁类氢原子的香农信息熵和形状复杂度趋近于自由空

间类氢原子的情形. 为囚禁量子体系内部无序性的研究提供了一种有效方法, 对囚禁量子体系的信息测量提

供了一定的参考.
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 1   引　言

囚禁原子的量子特性是原子和分子物理、化学

物理中的一个前沿课题, 引起了理论和实验研究者

的广泛关注 [1−4]. 一方面, 囚禁原子的特性因量子

囚禁效应而发生变化, 比如能谱、极化率、电离能、

电子概率密度、化学反应性和跃迁概率等均与自由

空间中的原子有很大不同. 例如, 囚禁在微腔中氢

原子的能量简并现象消失, 能级结构出现重排, 在

某些激发态之间存在能量交叉. 对此 Garza等 [5]

和 Guerra等 [6] 已经通过实验观测到囚禁的碱金属

原子中的激发态电子可以从 s态过渡到 d态. 另一

方面, 量子囚禁还会导致原子的电子概率密度出现

局域-非局域化现象 [7]. 基于以上这些显著的特性,

囚禁原子模型已经被用于量子点、量子阱或量子线

中的类氢杂质态性质的研究 [8−11], 并且广泛应于高

压物理 [12]、天体物理 [13] 和半导体物理 [14] 等领域.

∆r ·∆p ⩾ ℏ/2

随着量子信息理论的发展, 各种量子系统的新

奇现象都可以通过许多信息理论方法来解决. 量子

系统的内部无序表现为电子概率密度的不均匀性,

可以利用不同的量子信息熵进行测量 [15]. 在众多

信息熵中, 香农信息熵应用于许多不同的领域 [16−19].

在量子物理中, 海森伯测不准原理  

被 Bialynicki-Birula和 Mycielski[20] 所推导的熵测

不准原理所取代: Sr+Sp ≥ 3[1+ln(π)]. 基于 BBM

信息熵测不准原理, 可以通过研究量子系统的电子

概率密度分布来刻画量子系统的无序程度. 在原子

和分子物理中, 香农信息熵被用来测量相空间分布

中电子密度的局域-非局域化特性和量子态的自旋

极化等 [21,22]. 形状复杂度与香农信息熵和平均电子

概率密度的乘积有关, 所以它可以比较清晰地描述

系统有序与无序之间的平衡程度, 形状复杂度也可

用于研究量子系统的内部无序性. 形状复杂度在复

合材料信息论测量中占有重要地位, 受到了众多物

理学家的关注. 早在 1995年, López-Ruiz, Mancini
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和 Calbet (LMC) [23] 提出了物理系统统计复杂性

的度量方法, 并且应用该方法研究了非平衡孤立系

统的复杂度 [24]. 随后, Angulo和 Antolín[25] 计算了

位置和动量中的 LMC复杂度. Dehesa等 [15] 研究

了 D 维类氢原子系统在位置和动量空间中的形状

复杂度, 并提出量子体系的内部无序性与电子概率

密度的不均匀性密切相关. 最近, Sangita等 [26] 对

囚禁在真空微腔中的氢原子的无序性和复杂度进

行了研究, 但是对于囚禁在非真空微腔中氢原子的

无序性, 没有给予分析.

近年来, 人们对半导体材料的研究和应用逐渐

深入. 由于独特的光电特性, 实验上已经设计和制

备了多种 InN基纳米电子和光学器件, 并对 InN

电介质材料的光学性质和电子结构进行了大量研

究 [27−32]. 但是到目前为止, 未见对囚禁在 InN电介

质微腔中原子的内部特性的研究报道. 因此, 本研

究借助香农信息熵和形状复杂度研究了囚禁在

InN电介质微腔中的类氢原子的无序性, 重点探讨

了量子囚禁效应对类氢原子内部无序性的影响. 通

过与囚禁在真空球形微腔中类氢原子的香农信息

熵和形状复杂度的比较发现, 对于尺寸较小的球形

微腔, 香农信息熵和形状复杂度的差异非常明显;

然而, 当球形微腔半径较大时, 这种差异可以忽略

不计, 囚禁在微腔中类氢原子的位置和动量形状复

杂度都接近于自由氢原子的情况 [33]. 本研究在囚

禁原子的量子信息测量中具有一定的实际应用价

值, 并对半导体量子点中类氢杂质的无序或混沌特

性的研究提供了一定的参考.

 2   理论模型

 2.1    囚禁在 InN 电介质球形微腔中类氢原
子的本征能量和本征波函数

假设类氢原子位于半径为 ra 的 InN电介质球

形微腔的中心, 在原子单位制中, 该系统的哈密顿

量为 

H = − 1

2µ
∇2 − Z

εrr
+ V (r) , (1)

µ εr

εr

µ

其中   为类氢原子质量, Z 为原子序数,    为相对

介电常数. 对于 InN电介质材料:    = 15.3. 本文

选取  =1, Z = 1.

V(r)为电介质球形微腔的囚禁势: 

V (r) =

{
0, 0 < r < ra,

+∞, r ⩾ ra.
(2)

囚禁在 InN电介质球形微腔中类氢原子的

薛定谔方程可表示为  [
− 1

2µ
∇2 − Z

εrr
+ V (r)

]
ψ = Eψ, (3)

在球坐标系中, (3)式可以写为  [
− 1

2µ
· 1
r
· ∂

2

∂r2
r +

l2

2µr2
− Z

εrr

}
ψ(r, θ, φ)

= Eψ(r, θ, φ), (4)

ψ (r < ra, θ, ϕ)

ψ(r ⩾ ra,

θ, ϕ) = 0

其中  为 InN电介质球形微腔内氢原

子的波函数 , 在球形微腔的外部区域 ,   

 .

ψ(r, θ, ϕ)

ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ) R(r)

Ylm(θ, ϕ) R(r)

在中心势场中, 由于球对称性, 波函数 

可以表示为  , 其中  是

径向波函数,   是球谐函数.   满足下面

的方程: 

d2R (r)

dr2
+

2

r
· dR (r)

dr

+

[
2µ

(
E − Z

εrr

)
− l(l + 1)

r2

]
R (r) = 0, (5)

ξ = βr β2 = −8µE α =
2µZ

εrβ
令  ,   ,   , (5)式变化为
 

∂2R (ξ)

∂ξ2
+

2

ξ
· ∂R (ξ)

∂ξ

+

[
−1

4
+
α

ξ
− l(l + 1)

ξ2

]
R (ξ) = 0, (6)

R(ξ) = ξ−1F (ξ)设  , (6) 式变成 

∂2F (ξ)

∂ξ2
+

[
−1

4
+
α

ξ
+

1/4− (l + 1/2)
2

ξ2

]
F (ξ)=0.

(7)

(7)式是一个超几何方程, 其解为 

Fα,l (ξ) = e−ξ/2ξl+1F (l + 1− α, 2l + 2, ξ), (8)

F (l + 1− α, 2l + 2, ξ)其中  是超几何函数.

去除变量代换后, (5) 式的解为 

R(r)=e−βr/2(βr)lF
(
l+1− 2µZ

εrβ
, 2l+2, βr

)
, (9)

考虑到边界条件: 

F

(
l + 1− 2µZ

εrβ
, 2l + 2, βr

) ∣∣∣
r=a

= 0, (10)

β可以通过求解 (10)式的根得到   的值, 进而得到

囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的本征能:
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E =−β2/(8µ)   .

位置空间中的归一化波函数可表示为 

ψ(r, θ, φ) = Are−βr/2(βr)l

× F

(
l + 1− 2µZ

εrβ
, 2l + 2, βr

)
Ylm(θ, φ), (11)

其中 Ar 为归一化常数: 

Ar =

√∣∣∣∣∫ ra

0

r2 |R(r)|2 dr
∣∣∣∣−1

. (12)

R̂(p)

对位置空间中的径向波函数进行球形贝塞尔

变换得到动量空间中的波函数  :
 

R̂ (p) = (−1)
l

√
2

π

∫ ra

0

r2R (r) jl(pr)dr, (13)

jl(x)其中   是 l 阶球贝塞尔函数.

动量空间中的归一化波函数为 

Φ(p, θp, ϕp) = BpR̂ (p)Ylm(θp, ϕp), (14)

其中 Bp 为归一化常数: 

Bp =

√∣∣∣∣∫ ∞

0

p2|R̂t(p)|2dp
∣∣∣∣−1

. (15)

位置空间和动量空间中的电子概率密度分别为 

ρ(r, θ, ϕ) = |ψ(r, θ, ϕ)|2, (16)
  ∏

(p, θp, φp) = |Φ( p, θp, φp)|2. (17)

利用 (16)式和 (17)式, 计算了囚禁在 InN电

介质球形微腔中氢原子的不同的量子态在位置空

间和动量空间中的电子概率密度, 假设球形微腔的

半径 ra = 10 a.u. (若无特殊强调, ra 单位均为 a.u.).

图 1(a)给出了 1s, 2s, 3s及 4s态在位置空间的电

子概率密度分布图. 由图 1(a)可以看出, 1s态位置

空间概率密度仅有一个峰值, 其他态的概率密度均

出现振荡, 产生一系列峰值, 节点数随着量子数

n 的增加而增加. 此外, 对于不同的 s态, 位置空间

的径向概率密度的最大高度随 n 的增加而增加. 量

子数 n 越大, 其最大高度越高. 图 1(b)为 2p, 3p

以及 4p态在位置空间的电子概率密度分布图. 由

图 1(b)可知, 2p态的位置空间概率密度也仅有一

个峰值, 3p和 4p态也存在振荡, 节点数和最大高

度均与 s态的变化相同. 图 1(c)和图 1(d)中给出

了囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的不同的

量子态在动量空间中径向电子概率密度. 与位置空

间的径向电子概率密度相同, 对于 1s和 2p态, 动
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图 1    囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的不同的量子态在位置空间和动量空间中的径向概率密度分布, 假设球形微腔的半

径 ra = 10

Fig. 1. Position space and momentum space radial  probability  density for  different  quantum states  of  hydrogen atom in the InN

dielectric spherical microcavity, suppose the radius of spherical microcavity ra = 10. 
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量空间的径向电子概率密度仅有一个峰值. 对于其

他量子态, 概率密度分布中均存在多个峰值, 节点

数也同样随着量子数 n 的增加而增加. 但是对于不

同的 s态和 p态, 径向概率密度的最大高度随量子

数 n 的增加而减小. 结果表明, 由于量子囚禁效应,

囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的电子密度

分布具有非均匀性.

 2.2    囚禁在 InN 电介质球形微腔中类氢
原子的香农信息熵和形状复杂度

在量子信息论中, 系统的内部无序性表现为电

子概率密度的非均匀性, 可通过香农信息熵及形状

复杂度来测量. 位置空间和动量空间中的香农信息

熵 Sr 和 Sp 的定义如下: 

Sr = −
∫
ρ(r, θ, φ)ln[ρ(r, θ, φ)]r2sinθdrdθdφ, (18)

 

Sp = −
∫ ∏

(p, θp, φp)ln
[∏

(p, θp, φp)
]
p2

× sinθpdpdθpdφp. (19)

香农信息熵和 St =Sr + Sp. 通过对 Sr, Sp 和

St 进行计算分析, 可以给出位置空间和动量空间中

电子概率密度的不确定关系.

形状复杂度与系统的香农信息熵和平均电子

概率密度 (又称不平衡度)有关. 在位置空间中, 形

状复杂度 C [r] 定义为 

C[r] = exp(Sr + ln⟨r⟩), (20)

⟨r⟩其中  为位置空间中的平均电子概率密度: 

⟨r⟩ =
∫

[ρ( r, θ, φ)]
2
r2sinθdrdθdφ, (21)

在动量空间中, 形状复杂度 C [p] 定义为
 

C[p] = exp(Sp + ln⟨p⟩), (22)

⟨p⟩其中  为动量空间中的平均电子概率密度:
 

⟨p⟩ =
∫ [∏

(p, θp, φp)
]2
p2sinθpdpdθpdφp. (23)

 3   结果与讨论

由第 2节分析可知, InN电介质球形微腔中氢

原子的本征能与微腔的半径有关. 计算了在不同囚

禁半径下, InN电介质球形微腔中氢原子的前几个

束缚态的本征能在表 1列出. 可以看出, 当 InN电

介质球形微腔的囚禁半径非常小时 (ra = 0.5), 微

腔的量子囚禁效应起主要作用, 氢原子的能量为

正. 随着球形微腔半径的增大, 能量逐渐减小变为

负值. 对于 1s态, 当 ra > 28.079时, 能量为负值.

当球形微腔半径很大时, 能量趋近于某一给定值.

图 2给出了在给定半径下, InN电介质球形微

腔中氢原子在不同态下的本征能的变化. 图 2(a)

将微腔半径固定为 ra = 10, 发现微腔的囚禁效应

打破了能级简并, 某些态之间存在能量交叉, 这与

实验中观察到的被囚禁碱金属原子类似 [5,6], 束缚

态的能级顺序为: E1s < E2p < E3d < E2s < E4f <

E3p < E4d < E3s < E4p < E4s. 随着微腔半径的增

大, 能量简并度逐渐恢复. 如图 2(c)所示, ra = 200,

E2p ≈ E2s. 当半径足够大时 (ra = 500), 见图 2(d),

能量简并完全恢复: E2p = E2s , E3d = E3p = E3s ,

E4f = E4d = E4p= E4s.

表 1    InN电介质球形微腔中氢原子在不同囚禁半径下的前几个态的本征能
Table 1.    Intrinsic energy of the first few states of hydrogen atoms at different confinement radii in InN dielectric spherical

microcavity.

ra/a.u. 0.5 10 30 50 100 200 300 500

1s 19.42009 0.03291 –0.00042 –0.00192 –0.00213 –0.00214 –0.00214 –0.00214

2s 78.54949 0.17680 0.01493 0.00365 –0.00011 –0.00053 –0.00053 –0.00053

2p 40.13943 0.08877 0.00709 0.00152 –0.00032 –0.00053 –0.00053 –0.00053

3s 177.19306 0.42100 0.04155 0.01305 0.00208 –0.00001 –0.00021 –0.00024

3p 119.05181 0.28297 0.02797 0.00880 0.00138 –0.00007 –0.00022 –0.00024

3d 66.22135 0.15538 0.01486 0.00447 0.00056 –0.00016 –0.00023 –0.00024

4s 315.33012 0.76461 0.07935 0.02653 0.00536 0.00074 0.00009 –0.00012

4p 237.44938 0.57693 0.06017 0.02023 0.00415 0.00057 0.00005 –0.00012

4d 165.17213 0.40025 0.04149 0.01385 0.00277 0.00034 –0.00001 –0.00013

4f 97.46420 0.23423 0.02381 0.00777 0.00143 0.00010 –0.00008 –0.00013
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由图 1可以看出, 囚禁在 InN电介质球形微

腔中氢原子的量子态的电子概率密度分布是非均

匀性的. 电子密度的不均匀性是囚禁氢原子内部无

序性的表现, 可以用香农信息熵和形状复杂度来测

量. 表 2列出了在不同半径的 InN电介质球形微

腔中氢原子的前几个 s态在位置和动量空间中的

香农信息熵和形状复杂度.

为了更清楚地看出量子囚禁效应对位置空间

中香农信息熵和形状复杂度的影响, 给出了对应前

几个 s态的香农信息熵和形状复杂度随 InN电介

质球形微腔半径的变化曲线, 如图 3—图 5所示.

图 3给出了 1s态的香农信息熵和形状复杂度

随 InN电介质球形微腔半径的变化关系, 为了便

于比较, 还给出了囚禁在真空球形微腔中氢原子

的 1s态的香农信息熵和形状复杂度. 图 3(a)给出

了在位置空间和动量空间中的香农信息熵 Sr 和

Sp 随半径 ra 的变化. 结果表明, 当 ra 很小时, 球形

微腔的量子囚禁效应非常显著, Sr 值为负, 说明电

子态密度是局域性的; 当增加 ra 时, Sr 值为正并且

单调增加, 此时电子态的密度呈现出非局域性. 相

反, 动量空间中的香农信息熵 Sp 值在囚禁半径较

⟨r⟩ ⟨p⟩
⟨r⟩ ⟨p⟩

⟨r⟩ ⟨p⟩

⟨r⟩

⟨r⟩

小时为正, 随着半径的增大, Sp 值单调减小变为负

值. 当 ra > 100时, 球形微腔的量子囚禁效应很弱,

Sr 和 Sp 都接近一个恒定值. 由图 3(a)还可以看出,

在相同 ra 下 , 囚禁在 InN球微腔中氢原子 Sr 和

Sp 的绝对值大于真空球形微腔的结果 . 图 3(b)

显示了位置空间和动量空间中平均电子概率密度

ln  和 ln   随 ra 的变化. 由图中可以看出, 随

着 ra 的增大, ln  单调递减, ln  单调递增, 这

与 Sr 和 Sp 的变化相反. 图 3(b)也表明, 当 ra 相同

时, 囚禁在 InN电介质球形微腔中 1s态氢原子的

ln  和 ln  的绝对值要大于真空球形微腔的情

况 . 图 3(c)显 示 了 位 置 空 间 的 形 状 复 杂 度

(C [r])随 ra 的变化曲线. C [r]随 ra 的增大而单调

递增至一个给定值, 原因由 (20)式和 (22)式可以

看出, 形状复杂度 C [r]是由两部分组成: 一部分是

香农信息熵 Sr; 另一部分是平均电子概率密度 ln  .

香农信息熵和平均电子概率密度随 ra 的变化具有

相反的行为, 如图 3(a), (b)所示. 在给定的囚禁半

径下, 位置空间中熵 Sr 对形状复杂度的相对贡献

大于平均电子概率密度 ln  , 所以导致位置空间

的形状复杂度 C [r]随 ra 的增大而增大.
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图 2    InN电介质球形微腔内氢原子前几个态的本征能　(a) ra = 10; (b) ra = 50; (c) ra = 200; (d) ra = 500

Fig. 2. Intrinsic energy of the first few states of hydrogen atom in the InN dielectric spherical microcavity: (a) ra = 10; (b) ra = 50;

(c) ra = 200; (d) ra = 500. 
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表 2    囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子 1s, 2s, 3s和 4s态在位置和动量空间中的香农信息熵和形状复杂度随半径

的变化
Table 2.    Variation of Shannon information entropy and shape complexity in the position and momentum spaces of 1s, 2s,

3s and 4s states for hydrogenic atom confined in the InN dielectric spherical microcavity as a function of the radius of the

microcavity.

ra/a.u. 0.5 2 4 6 10 40 100 400 1000 1500

1s

Sr –1.4078 2.7388 4.8012 5.9998 6.8441 7.4938 11.2125 12.3083 12.3283 12.3283

Sp 8.0224 3.8677 1.7946 0.5856 0.2690 –0.9287 –4.7199 –5.7473 –5.7617 –5.7617

C [r] 1.3238 1.3331 1.3463 1.3604 1.3754 1.3915 1.7729 2.4742 2.5107 2.5107

C [p] 1.5156 1.5110 1.5053 1.5002 1.4959 1.4924 1.6081 2.3007 2.3545 2.3545

2s

Sr –1.6182 2.5393 4.6173 5.8324 6.6945 7.3633 11.5600 14.5011 16.2944 16.2945

Sp 9.8106 5.6517 3.5722 2.3561 1.4934 0.8246 –3.3163 –6.3549 –8.9410 –8.9411

C [r] 2.3122 2.3318 2.3584 2.3857 2.4135 2.4420 2.8872 2.6978 2.5882 2.5883

C [p] 1.2987 1.2991 1.3004 1.3027 1.3059 1.3104 1.6255 3.5705 3.5862 3.5862

3s

Sr –1.6941 2.4651 4.5451 5.7622 6.6260 7.2964 11.4868 14.3744 18.4189 18.6100

Sp 10.7698 6.6122 4.5347 3.3205 2.4598 1.7931 –2.2946 –4.8614 10.0304 10.3718

C [r] 3.2965 3.3183 3.3476 3.3772 3.4071 3.4372 3.8912 4.3150 2.4249 2.5897

C [p] 1.2959 1.2934 1.2900 1.2866 1.2833 1.2802 1.2566 1.6164 4.9245 5.3478

4s

Sr –1.7332 2.4264 4.5068 5.7242 6.5883 7.2589 11.4435 14.2816 18.7984 20.2300

Sp 11.4216 7.2638 5.1857 3.9710 3.1098 2.4425 –1.6559 –4.1749 –8.9360 11.2692

C [r] 4.2798 4.3022 4.3323 4.3624 4.3927 4.4230 4.8733 5.4856 3.3059 2.5188

C [p] 1.3205 1.3193 1.3173 1.3153 1.3134 1.3115 1.2917 1.3738 3.2785 7.1624
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图 3    囚禁在 InN电介质球形微腔和真空球形微腔中氢原子的 1s态的香农信息熵和形状复杂度随半径的变化　(a)位置空间和

动量空间中的香农信息熵 Sr 和 Sp; (b) 位置空间和动量空间的平均电子概率密度 ln  和 ln  ; (c) 位置空间的形状复杂度 C [r];

(d)动量空间中的形状复杂度 C [p]

⟨r⟩
⟨p⟩

Fig. 3. Shannon information entropy and shape complexity as a function of the radius of the microcavity for the 1 s state of the hy-

drogen atom confined in the InN dielectric spherical microvavtiy and vacuum spherical microcavity: (a) Shannon information en-

tropy in the position space Sr and in the momentum space Sp; (b) averaging electron probability density in the position space ln 

and in the momentum space ln  ; (c) shape complexity in the position space C [r]; (d) shape complexity in the momentum space

C [p]. 
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由图 3还可以发现, 当球形微腔的尺寸较小

时, InN微腔中的 C [r]的值与真空微腔的值有很

大的不同. 然而, 当球形微腔的半径较大时, 囚禁

在 InN电介质球形微腔内氢原子的 C [r]接近于真

空微腔内氢原子的 C [r]值, 并且 C [r]的极限值趋

近于自由氢原子的情况 [28], C [r] →2.5107. 图 3(d)

给出了动量空间 C [p]中的形状复杂度随 ra 的变化

曲线. 当囚禁半径比较小时, C [p]随着 ra 的增大而

减小. 与真空微腔的 C [p]相比, 可以看出随 ra 的

增大, 二者之间的差异减小. 当 ra > 200时, 微腔

的量子囚禁效应对形状复杂度的影响可以忽略, 囚

禁在 InN电介质球形微腔中的氢原子的 C [p]趋近

于恒定值, C [p] →2.3545, 与自由氢原子的 C [p]值

一致. 与 C [r]曲线相比, 二者随 ra 的变化趋势基

本相同, 说明在坐标空间和动量空间中, 囚禁在

InN电介质球形微腔中的氢原子基态的形状复杂

性基本是一致的. 由图 3还可以看出, 囚禁在球形

微腔内氢原子的香农信息熵和形状复杂度不仅与

微腔半径有关, 还与微腔内填充材料的相对电介质

常数有关.

⟨r⟩ ⟨p⟩

⟨r⟩
⟨r⟩

对囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的

2s态的香农信息熵和形状复杂度随半径的变化进

行了分析, 结果如图 4所示. 图 4(a)给出了 Sr, Sp,

ln  和 ln  随半径的变化曲线. 可以看到, 在位

置空间中, 微腔半径越小, 香农信息熵 Sr 越小, 说

明系统越有序; 而平均电子概率密度 ln  较大, 表

明系统是无序的. 随着 ra 的增大, Sr 单调增加, ln 

单调减小, 表明囚禁氢原子在有序和无序之间变

化. 相反, 在动量空间中, 香农信息熵 Sp 最大, 说

⟨p⟩
⟨p⟩

明系统是无序的; 而平均电子概率密度 ln  较小,

说明系统是有序的. 随着 ra 的增大, Sp 减小, ln 

随 ra 单调增加, 表明系统在无序和有序之间变化.

图 4(b)中黑色线给出了形状复杂度 C [r]随 ra 的

变化情况. 和 1s态的情况不同, 形状复杂度曲线中

出现了一些新奇的现象. 在 C [r]-ra 曲线上出现了

2个极值点, 这取决于香农信息熵和平均电子概率

密度随 ra 的变化曲线的斜率. 具体分析如下: 将

C [r]对 ra 求导, 得到 

∂C[r]

∂ra
= C[r]

{
∂Sr

∂ra
+
∂ ln⟨r⟩
∂ra

}
. (24)

⟨r⟩
|∂Sr/∂ra| |∂ ln⟨r⟩/∂ra| ∂C[r]/∂ra > 0

|∂Sr/∂ra| |∂ ln⟨r⟩/∂ra|
|∂Sr/∂ra| < |∂ ln⟨r⟩/∂ra|

∂C[r]/∂ra < 0

|∂Sr/∂ra| |∂ ln⟨r⟩/∂ra|

|∂Sr/∂ra| |∂ ln⟨r⟩/∂ra| ∂C[r]/∂ra > 0

当 ra 较小时, Sr-ra 曲线的斜率大于 ln  -ra 的

斜率,    >  , 导致   ,

所以 C [r]随着 ra 的增大而增大. 当 ra = 63.03时,

 =  , 因此在该半径处有最大值.

当63.03 < ra < 337.18时,   ,

导致   , 所以 C[r]随着 ra 的减小而减

小 . 当 ra = 337.18时 ,    =  , 因

此 在 这 个 半 径 处 出 现 一 个 最 小 值 . 当 ra  >

337.18时 ,    >  ,    ,

所以 C [r]再次随着 ra增加, 直到达到一个恒定值.

⟨p⟩

图 4(b)中红色曲线给出了 C [p]-ra 曲线. 可以

看出, C [p]曲线的形状不同于 C [r]曲线, 只有一

个最大值点, 该极值点的物理起源同样可以根据

Sp-ra 曲线的斜率和 ln  -ra 曲线的斜率比较分析.

此外, 当微腔半径较小时, ra < 77.36, 位置空间中

的形状复杂度 C [r]起主要作用, C [r] > C [p]. 随

着 ra 的增大, 动量空间中的形状复杂度 C [p]迅速

上升并起主导作用, C [p] > C [r]. 图 4(b)还给出
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图 4    囚禁在 InN电介质球形微腔中和真空球形微腔中氢原子的 2s态的香农信息熵和形状复杂度随微腔半径的变化曲线 (a) Sr,

Sp, ln  和 ln  随 ra 的变化曲线; (b)在位置空间和动量空间中形状复杂度 C [r]和 C [p]随 ra 的变化曲线

⟨r⟩
⟨p⟩

Fig. 4. Shannon information entropy and shape complexity as a function of the radius of the microcavity for the 2s state of the hy-

drogen atom confined in the InN dielectric spherical microvavtiy and vacuum spherical microcavity: (a) Variation of Sr, Sp, ln 

and ln   with ra; (b) variation of shape complexity in the position space C [r] and in the momentum space C [p] with ra. 
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了囚禁在真空球形微腔中氢原子的 2s态 C [r]和

C [p]随囚禁半径 ra 的变化情况. 发现与 InN电介

质球形微腔相比, C [r]和 C [p]随 ra 的变化情况相

似, 只是极值点的位置不同. InN电介质球形微腔

的 C [r]-ra 和 C [p]-ra 曲线的极值点都向更大的半

径移动. 这些结果表明, 微腔中填充的电介质材料

改变了氢原子内部的无序性.

⟨r⟩ ⟨p⟩

⟨p⟩

图 5为囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子

的 3s态和 4s态的香农信息熵和形状复杂度随半

径的变化关系. 图 5(a)和 (c)为 3s态和 4s态的 Sr,

Sp, ln  和 ln  随 ra 的变化曲线, 这些曲线的形

状与图 4(a)所示的情况非常相似. 图 5(b)为 3s态

的位置空间和动量空间中的形状复杂度 C [r]和

C [p]随 ra 的变化情况, 与 2s态的 C [r]和 C [p]曲

线不同, 3s态的 C [r]-ra 曲线中只有一个最大值,

出现在 ra = 88.12处. C [p]在达到定值之前, 随着

ra 的增大单调增加, 说明平均电子概率密度ln 

对形状复杂度 C [p]的相对贡献大于熵 Sp. 图 5(d)

为 4s态的位置空间和动量空间中的形状复杂度

C [r]和 C [p]随 ra 的变化情况 , 此曲线与图 5(b)

中相似 , 其中 C [r]-ra 曲线的最大值向右移动到

ra 为 99.86处, 曲线波峰变宽.

接下来, 还探讨了量子囚禁对 InN电介质球

形微腔中氢原子 2p, 3p和 4p态香农信息熵和形

状复杂度的影响. 表 3列出了在不同半径的微腔

中, 2p, 3p和 4p态的香农信息熵和形状复杂度的

计算结果.

⟨r⟩ ⟨p⟩

⟨p⟩
⟨r⟩

⟨r⟩ ⟨p⟩

图 6给出了囚禁对 InN电介质球形微腔氢原

子的 2p, 3p和 4p态的香农信息熵的以及形状复

杂度随半径的变化. 左边一列给出的是 2p, 3p态

和 4p态对应的 Sr, Sp 和 ln  , ln  随半径的变

化, 如图 6(a), (c), (e)所示. 可以看出, 这些曲线

的形状与 s态的相似, 当半径较小时, Sr 和 ln  随

半径的增大而增大, 而 Sp 和 ln  随半径的增大而

减小; 当半径较大时, Sr, Sp 和 ln  , ln  趋近于

一个恒定值. 右边一列给出的是 2p, 3p态和 4p态

对应的形状复杂度 C [r]和 C [p]随半径的变化 .

图 6(b)给出了 2p态的 C [r]和 C [p]随 ra 的变化曲
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图 5    囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的 3s态和 4s态的香农信息熵和形状复杂度随微腔半径的变化曲线　(a) 3s态 Sr, Sp,

ln  和 ln  随 ra 的变化 ;  (b) 3s态的 C [r]和 C [p]随 ra 的变化 ;  (c) 4s态 Sr, Sp, ln  和 ln  随 ra 的变化 ;  (d) 4s态的 C [r]和

C [p]随 ra 的变化
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Fig. 5. Shannon information entropy and shape complexity as a function of the radius of the InN dielectric spherical microcavity for

the 3s state and 4s state: (a) Variation of Sr, Sp, ln   and ln   with ra for the 3s state; (b) variation of C [r] and C [p] with ra for

the 3s state; (c) variation of Sr, Sp, ln   and ln   with ra for the 4s state; (d) variation of C [r] and C [p] with ra for the 4s state. 
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线. 可以看出, 在相同的半径下, C [p]的值总是大

于 C [r]的值. 在较小的半径下, 两种曲线的形状有

一定的差异. 但随着半径的增大, C [p]-ra 曲线的形

状与 C [r]-ra 曲线相似, 均随半径 ra 单调增大. 当

半径非常大时, C [r]和 C [p]的值都接近于一个常

数. 图 6(d)显示了 3p态的C [r]和C [p]随 ra 的变化.

当 ra < 170.426时, C [r] > C [p]. 随着 ra 的增大, 当

ra > 170.426时, C [r] < C [p]. 图 6(e)显示了 4p态

C [r]和 C [p]随半径 ra 的变化. 当 ra < 340.234时,

C[r] > C [p]. 随着 ra 的增大, C [r] < C [p].

最后, 还对囚禁在 InN电介质球形微腔中氢

原子不同量子态的香农信息熵和 (St)和形状复杂

度进行了比较. 图 7给出了不同量子态的香农信息

熵和 St 随微腔半径的变化曲线. 结果表明, 在相同

的半径下, 1s态的 St 最小. 原因如下: 在 ra 一定的

情况下, 1s态能量最小. 根据量子统计原理, 熵是

一个系统无序性的度量. 系统越有序, 它的熵越小;

相反, 系统越无序, 熵越大. 与 1s态相对应的囚禁

氢原子的能量最小. 能量越低, 系统越稳定, 因此

1s态 St 最小.

S1s
t < S2p

t < S2s
t < S3p

t < S3s
t < S4p

t <S4s
t

S2p
t = S2s

t

S1s
t < S2s

t <

此外, 激发态的 St 的排列顺序随微腔半径的

变化而变化. 例如, 当 ra < 129.269时, St的排列顺

序是:      . 当

ra = 129.269时, 香农信息熵和中出现简并现象

 . 随着半径 ra 的增大 ,  129.269  < ra <

247.992,  St 的排列顺序调整变成 :   

S2p
t < S3p

t < S3s
t < S4p

t < S4s
t  . 由于 St 是衡量系统

位置-动量关联性的一个重要参数, 研究结果表明

可以通过改变 ra 来调控这种关联性效应.

C[r]
2p
<

C[r]
1s
< C[r]

3p
< C[r]

4p
< C[r]

2s
< C[r]

3s
< C[r]

4s

C[r]
3p

= C[r]
1s

C[r]2p < C[r]3p < C[r]1s <

C[r]4p < C[r]2s < C[r]3s < C[r]4s

C[r]2p < C[r]3p < C[r]4p <

C[r]1s < C[r]2s < C[r]3s < C[r]4s

C[r]
2s
= C[r]

1s

C[r]
1s ≈ C[r]

2s ≈ C[r]
3s ≈

C[r]
4s

图 8比较了囚禁在 InN电介质球形微腔内的

氢原子的不同量子态的位置空间的形状复杂度

C [r]随半径 ra 的变化. 由图中可以很清楚地看出,

当 ra 很小时, ra < 32.689, 微腔的量子囚禁对形状

复杂度 C [r]的影响非常明显, 对于不同的量子态,

C [r]不存在简并 , C [r]的排列顺序为 :   

 .

当 ra = 32.689时, C[r]出现简并,    .

当32.689 <ra < 67.794时,  

 . 当 67.794 < ra <

169.654时 , 顺序变成 :   

 . 当 ra  =  311.401

时,    . 此外, 当 ra 很大时, 量子囚禁

对 C [r]的影响减弱, 不同量子态的 C[r]趋近均于

恒定值. 由图 8可以看出, s态的位置空间形状复

杂度的恒定值都很相近,  

 .

C[p]4p ≈ C[p]4s ≈ C[p]3p ≈ C[p]3s ≈

C[p]2p ≈ C[p]
2s

图 9为不同量子态的动量空间的形状复杂度

C [p]随半径 ra 的变化曲线. 同样发现 C [p]的排列

顺序与 ra 的大小有密切的关系 . 当 ra 很小时 ,

C [p]在不同状态下的简并现象很明显. 例如, 当 ra <

12.281时, 存在  

 . 当 110.418 < ra <230.751时, 仅有

表 3    InN电介质球形微腔中氢原子 2p, 3p和 4p态位置空间和动量空间中的香农信息熵和形状复杂度
Table 3.    Shannon information entropy and shape complexity of 2p, 3p and 4p states in the position space and momentum

space for hydrogen atom confined in the InN dielectric spherical microcavity.

ra/a.u. 0.5 2 4 6 10 40 100 400 1000 1500

2p

Sr –1.1279 3.0287 5.1050 6.3181 7.8439 11.9414 14.4765 15.8804 15.8804 15.8804

Sp 9.0214 4.8633 2.7851 1.5697 0.0398 –4.0817 –6.5889 –7.7092 –7.7092 –7.7092

C [r] 1.1568 1.1577 1.1589 1.1602 1.1628 1.1887 1.2918 1.7107 1.7107 1.7107

C [p] 1.3084 1.3068 1.3049 1.3024 1.2982 1.2749 1.3281 1.7639 1.7639 1.7639

3p

Sr –1.3920 2.7660 4.8442 6.0595 7.5896 11.7333 14.4737 18.2711 18.4214 18.4214

Sp 10.3320 6.1733 4.0942 2.8783 1.3468 –2.7953 –5.4546 –9.4770 –9.6406 –9.6406

C [r] 1.6088 1.6113 1.6148 1.6183 1.6254 1.6833 1.8150 1.8267 1.9657 1.9657

C [p] 1.2564 1.2547 1.2526 1.2506 1.2465 1.2240 1.2749 2.9511 2.9671 2.9671

4p

Sr –1.5141 2.6444 4.7234 5.9394 7.4711 11.6261 14.3794 18.7629 20.1488 20.1494

Sp 11.1181 6.9596 4.8808 3.6652 2.1344 –2.0027 –4.6540 –8.7725 10.8158 10.8150

C [r] 2.0644 2.0676 2.0719 2.0762 2.0850 2.1533 2.2977 2.2520 2.0817 2.0829

C [p] 1.2878 1.2862 1.2845 1.2827 1.2791 1.2542 1.2288 2.7123 3.8746 3.8744
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C[p]
4s ≈ C[p]

3p

C[p]
2p
< C[p]

1s
< C[p]

3p
< C[p]

2s
<

C[p]
4p
< C[p]

3s
< C[p]

4s

 . 当 ra 足够大时, C [p]中的简并完

全消失, 顺序为  

 .

通过对图 8和图 9进行分析发现, 可以通过改

变微腔的囚禁半径, 来调节位置空间和动量空间的

形状复杂度, 进而对囚禁量子系统的内部无序性进

行调控.

 4   结　论

综上所述, 利用香农信息熵和形状复杂度研究

了 InN电介质球形微腔内氢原子的内部无序性,

探讨了量子囚禁对类氢原子内部无序性的影响. 研

究结果表明: 当球形微腔半径较小时, 量子囚禁效

应显著, 囚禁在 InN电介质球形微腔内氢原子的
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图 6    囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的 2p, 3p和 4p态的香农信息熵和形状复杂度随微腔半径的变化　(a) 2p态 Sr, Sp,

ln  和 ln  随 ra 的变化 ; (b) 2p态 C [r]和 C [p]随 ra 的变化 ; (c) 3p态 Sr, Sp, ln  和 ln  随 ra 的变化 ; (d) 3p态 C [r]和 C [p]随

ra 的变化; (e) 4p态 Sr, Sp, ln  和 ln  随 ra 的变化; (f) 4p态 C [r]和 C [p]随 ra 的变化

⟨r⟩ ⟨p⟩
⟨r⟩ ⟨p⟩

⟨r⟩ ⟨p⟩

Fig. 6. Shannon information entropy and shape complexity as a function of the radius of the InN dielectric spherical microcavity for

the 2p, 3p and 4p states: (a) Variation of Sr, Sp, ln  and ln   with ra for the 2p state; (b) variation of C [r] and C [p] with ra for

the 2p state; (c) variation of Sr, Sp, ln  and ln   with ra for the 3p state; (d) variation of C [r] and C [p] with ra for the 3p state;

(e) variation of Sr, Sp, ln  and ln   with ra for the 4p state; (f) variation of C [r] and C [p] with ra for the 4p state. 
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香农信息熵和形状复杂度与真空球形微腔内氢原

子的差异非常明显; 然而, 当球形微腔半径较大时,

量子囚禁效应减弱, 二者的差异可以忽略. 这一结

果表明, 可以通过改变微腔半径和微腔内材料的电

介质常数, 对囚禁原子的内部无序性进行调控. 通

过对囚禁氢原子不同量子态的香农信息熵和形状

复杂度进行比较, 发现香农信息熵和形状复杂度具

有一定的简并性, 这与自由氢原子的情况不同. 量

子系统的电子密度均匀并不一定意味着有序. 一个

电子密度均匀的系统可以是有序的, 也可以是无序

的, 这取决于很多因素. 例如, 描述自由电子的平

面波, 因为其具有固定的波长、频率和动量, 且在

空间中各点出现的几率相等, 所以这个体系可以看

作是有序的. 然而, 对于自由氢原子, 即使电子密

度是均匀的, 也并不能说明这个系统是有序的. 对

应不同的量子态, 其在位置空间的信息熵不为 0,

因此这个体系仍然是无序的. 系统的内部无序与量

子态密度的非均匀性密切相关, 且可以通过香农信

息熵和形状复杂度来测量, 因此为囚禁量子系统的

无序性的调制提供了一种有效的方法. 本研究也对

囚禁原子的量子信息测量具有一定的指导意义, 在

半导体物理、化学物理和凝聚态物理等领域具有一

定的实际应用价值.
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图  7    囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的不同量子

态的香农信息熵和 St 的比较

Fig. 7. Comparison of Shannon information entropy sum St

for different quantum states of hydrogenic atom confined in

the InN dielectric spherical microcavity. 

 


[

]

1

2

3

4

5

6

0 200 400 600 800 1000 1200

1s 2s 2p
3s 3p 4s
4p

a/a.u.

图 8    囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的不同的 s态

和 p态的动量空间的形状复杂度 C [r]的比较

Fig. 8. Comparison of the momentum space shape complex-

ity C [r] for different s and p states of hydrogenic atom con-

fined in the InN dielectric spherical microcavity. 
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图 9    囚禁在 InN电介质球形微腔中氢原子的不同的 s态

和 p态的动量空间的形状复杂度 C [p]的比较

Fig. 9. Comparison of the momentum space shape complex-

ity C [p] for different s and p states of hydrogenic atom con-

fined in the InN dielectric spherical microcavity. 
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Abstract

The  research  on  the  disorder  of  quantum  system  plays  a  very  important  role  in  the  field  of  quantum
information, and has received much attention from theoretical and experimental researchers. However, it is very
difficult  to  study  the  disorder  of  atoms  trapped  in  microcavity  due  to  their  complex  nonlocal  space-time
evolution  characteristics.  To  solve  this  problem,  we  present  a  method  to  study  the  internal  disorder  of
hydrogenic atoms trapped in microcavity, that is,  to characterize and investigate the disorder of the confined
system  by  using  the  quantum  information  entropy  and  shape  complexity  of  the  system.  The  Shannon
information  entropy  and  shape  complexity  in  position  space  and  momentum  space  (Sr,  Sp,  C[r],  C[p])  are
calculated and analyzed for different quantum states of hydrogenic atom in InN dielectric spherical microcavity,
and pay special attention to the exploration of the influence of quantum confinement effect on the disorder of
the  system.  The  results  show  that  when  the  radius  of  the  spherical  microcavity  is  very  small,  the  quantum
confinement effect is more significant, and a series of extreme points appears in the shape complexity curve of
the system, which is caused by the joint interaction of information entropy and spatial inhomogeneity. With the
increase of the radius of the spherical cavity, the effect of quantum confinement is weakened, and the Shannon
information entropy and shape complexity of the confined hydrogenic atom are similar to the counterparts of
the hydrogenic atom in free space. Our work provides an effective method to study the internal disorder of a
confined  quantum.  This  work  provides  an  effective  method  for  studying  the  internal  disorder  of  confined
quantum systems and presents some references for the information measurement of confined quantum systems.

Keywords: Shannon  information  entropy,  shape  complexity,  quantum confinement,  InN  dielectric  spherical
microcavity
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