
 

专题: 非线性系统理论及其前沿应用

双孤子非线性干涉中的狄拉克磁单极势*
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本文深入研究了孤子干涉过程中的相位演化特性及其背后的拓扑矢势. 基于一维非线性薛定谔方程的

双孤子解, 发现波函数密度零点广泛存在于拓展的复平面内, 并且每一个密度零点对应狄拉克磁单极的矢势

场. 矢势场是由周期排布的具有相反磁荷的狄拉克磁单极对组成. 通过观察磁单极子的运动, 可以方便地理

解干涉过程中的相位演化特征. 特别发现, 一对正负磁单极对在实轴上的碰撞恰好对应波函数相位在节点处

的 π 跃变. 此外，还对比讨论了线性波包干涉动力学中的狄拉克磁单极. 结果表明狄拉克磁单极势广泛存在

于波场的干涉现象之中, 并且磁单极在拓展的复平面内分布特征可用于区分线性干涉和非线性干涉过程背

后的拓扑性质.
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 1   引　言

磁单极是一种假想的仅具有南极或北极单个

磁极的粒子. 有关磁单极存在的猜想可以从麦克斯

韦方程组电与磁的对称性中天然产生. 1931年, 狄

拉克在文献 [1]中考虑一个最一般性的波函数. 显

然波函数的相位在某点的具体取值并无实际物理

意义, 重要的是两点间的相位差. 由于波函数的连

续性要求, 充分近邻的两点间的相位差是确定的,

但是有限距离间隔两点间的相位差却有可能依赖

于连接两点的路径. 这种路径依赖的相对相位将使

得沿某一闭合环路产生的总的相位变化可以不为

零, 被称为不可积相因子. 这种不可积相位是由波

函数中存在的节点线 (nodal line, 即波函数为零的

点对应的线)引起的. 考虑自由粒子波函数, 通过

定义有效电磁场并考虑到两个相反方向的闭合曲

线对应的相位变化总相反, 狄拉克进一步预言节线

A3D
µ
r

xêy − yêx
r − z

B3D = ∇×A =
µ

r3
r

r = xêx + yêy+ zêz, r = |r|

的端点就是一个具有量子化荷的的磁单极. 位于原

点强度为µ磁单极对应的矢势和磁场强度可分别

写为   ,    (其中

   ). 从而沿某一闭合曲

线所产生的相位变化为闭合环路所包绕节线的贡

献和节线端点处磁单极子贡献两部分之和.

自此数十年来, 无数理论探索与实验搜寻围绕

磁单极展开 [2−4]. 然而, 寻找磁单极的实验尝试迄

今为止仍未获成功. 1980年, Berry[5] 通过利用Dirac

不可积相位因子的方法得到了描述 Aharonov-

Bohm效应 [6] 的严格波函数 . 1984年 , Berry[7] 研

究多参数哈密顿本征值简并问题并在简并点附近

观察波函数相位的变化, 从而指出系统哈密顿参数

空间中能级简并点处存在磁单极, 揭示了参数空间

中绝热条件下不可积相位跟磁单极的关系. 近年

来, 磁单极的概念从粒子物理扩展到现代物理学的

其他方面 [8], 与磁单极数学结构相类似的现象在各
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类物理系统中普遍可见, 如自旋冰 [9] 及 skyrmion

晶格 [10] 等凝聚态系统. 2014年有研究声明在合成

磁场中旋量玻色-爱因斯坦凝聚态中发现磁单极的

存在 [11]. 对各种参数空间中的虚拟磁单极的研究

一直非常活跃 [12], 相关研究结果将对物理学理论

与实验发展均起到深远影响.

近期研究发现狄拉克磁单极场可以在一维波

函数实空间延拓的二维复平面上存在 (对应波函数

零点位置), 并由此解释了暗孤子空间相位跃变的

拓扑起源 [13]. 考虑到空间相位梯度在定义矢势场

所起的作用, 预计这种二维复平面上存在的狄拉克

磁单极具有很好的广泛性. 对于单个亮孤子或高斯

波包, 它们的相位一般具有平庸的相位梯度, 因此

它们背后不具有磁单极场. 但是波包干涉过程中存

在着丰富的相位演化和分布特征, 预期干涉现象中

可能存在着狄拉克磁单极场. 本文将推广研究非线

性双孤子的干涉现象中的磁单极位置分布的动力

学演化及其导致相位跃变. 作为对比, 研究了高斯

波包的线性干涉中的狄拉克磁单极问题. 结果表明

磁单极场对于相似的线性干涉和非线性干涉图样

具有显著不同的结构.

 2   非线性双孤子干涉

 2.1    线性波包干涉

xz首先考虑线性干涉情形. 动量表象下,   平面

自由电子高斯波包满足含时薛定谔方程 [14]: 

i
∂

∂t
|ψk(t)⟩ =

1

2
p̂2|ψk(t)⟩. (1)

在位置表象中写作 

⟨r|ψk(t)⟩ =
S

1 + it/a2
e−

r2−2ia2k·r+ia2k2t
2a2(1+it/a2) , (2)

r = xêx + zêz k

t = 0 x = 0

±kêx

其中,   , S 为归一化系数,   为波包质

心动量, a 决定波包宽度. 为研究线性波包的干涉

现象, 考虑  时刻位于  处具有相反 x 方向

动量  的两个完全相同的高斯波包, 分别为 

Ψ±k(x, z, t) =
S

1 + it/a2
e−

x2+z2±2ia2kx+ia2k2t
2a2(1+it/a2) . (3)

Ψ(x, z, t) = Ψk(x, z, t)+

Ψ−k(x, z, t)

两个高斯波包的叠加态为  

 , 随着时间演化两个波包先是接近而后

远离, 在这个过程中产生干涉现象, 如图 1所示.
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图 1    坐标空间中高斯波包线性干涉图样　(a)  空间两个波包干涉随时间演化; (b)波包中心 (  ) 处波函数密度对时间演化.

宽度为 a、振幅为 S,   时刻位于   处具有相反 x 方向动量   的高斯波包. 实际参数  

xz z = 0 (0, 0)

±kêx S = a = 1, k = 5

Fig. 1. Linear interference of two Gaussian wave packets in position space: (a) Time evolution of Gaussian wave packet interference

in   -space; (b) density plot of wave packet center(  ) vs. time t. The wave packets of width a and amplitude S start at  

with opposite momentum    in x-direction. The actual parameters are   . 
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该线性波包在演化过程中具有微弱的扩散效

应, 但当两个波包以较大的相对速度碰撞干涉时,

仍可以看到可见度较高的干涉条纹. 干涉过程天然

涉及到相位的演化, 且相位在干涉过程通常具有非

平庸的梯度分布. 这些特征为研究其背后的磁单极

提供了诸多可能.

 2.2    非线性孤子干涉

不同于前文所述的高斯波包, 孤子则由于非线

性和色散效应的平衡而具有保持其波包形状的性

质. 1965年，Zebusky和 Kruskal[15] 引入孤子概念

以来, 对孤子动力学的研究渗透到流体动力学 [15]、

量子场论 [16]、等离子物理 [17]、非线性光学 [18]、玻色-

爱因斯坦凝聚 [19] 等多个领域. 孤子的弹性碰撞性

质为人所熟知 [20], 然而碰撞过程中的相位变化研

究较少 [21]. 我们通过非线性薛定谔方程的一组双

孤子解研究孤子碰撞过程中的波函数相位演化. 考

虑约化非线性薛定谔方程 [22,23]: 

i
∂ψ(x, t)

∂t
+
∂2ψ(x, t)

∂x2
+ 2g |ψ(x, t)|2 ψ(x, t) = 0,

(4)

其具有一个双孤子解： 

ψ =
4F1√
gF2
， (5)

其中 

F1 = {ia1
[
(b1 − b2)

2 + a21 − a22
]
cosh(2X2)

+2a1a2(b2 − b1) sinh(2X2)}e2iY1

+{ia2
[
(b1 − b2)

2+a22 − a21
]
cosh(2X1)

+2a1a2(b1 − b2) sinh(2X1)}e2iY2 , (5a)

F2 = [(a1+a2)
2+ (b1 − b2)

2] coshA1

+[(a1 − a2)
2 + (b1 − b2)

2] coshA2

−4a1a2 cosA3, (5b)

X1 = a1(x−4b1t)+c1, (5c)

Y1 = b1x+2(a21−b21)t+d1, (5d)

X2 = a2(x−4b2t)+c2, (5e)

Y2 = b2x+2(a22−b22)t+d2, (5f)

A1 = 2(a1−a2)x−8(a1b1−a2b2)t+2(c1−c2), (5g)
A2 = 2(a1+a2)x−8(a1b1+a2b2)t+2(c1+c2), (5h)

A3 = 2(b1−b2)x+4(a21−a22+b22−b21)t
+2(d1−d2). (5i)

参数 g 为非线性参数, 在玻色-爱因斯坦凝聚态系

统中 g 的取值与体系的散射长度相关 . 而参数

ai, bi, ci, di

i = 1, 2

 分别决定的孤子峰值强度、运动速度、初

始位以及与相对相位 (  ). 注意, 这两个孤子

之间的干涉是一个典型的非线性干涉过程, 由于双

孤子解是两个单孤子的非线性叠加而来的. 为了更

清楚地展示空间中的干涉图样, 对此双孤子解加以

修饰, 在 z 方向添加一个波包 (以便更好地与图 1

中波包干涉图样进行对比): 

Ψ(x, z, t) = ψ(x, t)× S√
1 + it/a2

e−
z2

2a2(1+it/a2) . (6)

从图 1和图 2可得，线性波包干涉与双孤子非

线性干涉情形下均存在明显的干涉条纹. 一般孤子

干涉条纹的可见度比高斯波包线性干涉的可见度

高. 对于相关参数下的图 1和图 2情形, 二者干涉

过程的密度图样非常相似, 没有显著区别. 后文将

引入磁单极的概念, 揭示两种干涉现象背后所隐藏

的拓扑性质, 进而对线性与非线性情形加以区分.

 3   波包干涉中的狄拉克磁单极势

 3.1    理论框架

A =
ℏc
e
κ

∂κx/∂y ̸= ∂κy/∂x

ψ(x) =
√
n(x)eiϕ(x)

n(x) = 0 Zn = xn + iyn ∈ C

∂ϕ(x)

∂x
=

1

n(x)

[
−
∫
∂n(x)

∂t
dx
]

x ∈ R
Z = x+ iy ∈ C

ψ(x)

狄拉克 [1] 通过不可积相因子的空间梯度函数

构造了矢势  , 进而揭示了节线 (密度为零)

的端点上存在磁单极 . 因为不可积性的要求即

 , 狄拉克的磁单极理论显然无法

直接应用到一维波函数   中. 前

文所述的波包干涉都是在 x 方向进行. 三维复函数

的密度零点一般对应节线 (狄拉克弦), 这是因为波

函数密度零点要求实部和虚部均等于零, 因而对应

着三维空间的两个曲面的交线. 而一维波函数密度

零点则一般存在于二维复平面上的某些点 , 即

 的根一般是复数根  . 这

意味着二维复平面上的密度零点是两条曲线的交

点. 受狄拉克关于实空间波函数零点和磁单极场的

关系启发，本工作尝试在复空间观察密度零点和相

位因子梯度的关系  (该

关系对线性和非线性薛定谔方程均成立). 受李-杨

零点 [24] 中虚磁场的启发, 考虑到一维波函数密度

零点的确通常存在于复平面上, 将一维波函数的相

位因子和波函数密度定义域分别由实轴  延拓

到复平面  上. 值得注意的是该做法

区别于直接将波函数   复化的结果, 因为波函
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数的直接复化所给出的密度和相位不同于分别延

拓的结果. 在不改变密度和相位分布形式的前提

下，在复空间分别观察其分布特征, 以期利用复空

间的拓扑性质解释或理解实空间的相位特征.

ϕ(x) ϕ(Z)

复空间的 N 个密度零点对应相位梯度场的

N 个奇点, 该特点为揭示拓扑矢势提供了可能. 此

时的相位   将变成复变函数   , 可以按照狄

拉克的方式定义复的矢势 [25]：
 

Ac=
∂ϕ(Z)

∂x
êx+

∂ϕ(Z)

∂y
êy=

∂ϕ(Z)

∂Z
(êx+iêy). (7)

F (Z) =
∂ϕ(Z)

∂Z

构成复平面上的二维矢量场. 计算分析表明这些互

为复共轭对出现的根都是函数    的一

阶奇点. 由Mittag-Leffler定理 [26] 可得
 

F (Z)=F (0)+
∑
N

Res(F (ZN ))
( 1

Z − ZN
+

1

ZN

)
. (8)

由于关注的是矢势分布, 可忽略
 

F (0) +
∑
N

Res(F (ZN ))

ZN
, (9)

此时有
 

Ac =
∑
N

µN

Z − ZN
(êx + iêy), (10)

µN = Res(F (ZN ))其中  是相应奇点的留数.

A = Re[Ac] A

xy rN = xN êx + yN êy

ZN xy

由于本文是在复平面观察相位的特征, 因此主

要关注其实数部分   . 此时的矢势   就

分布在  平面, 其拓扑奇点在  ,

与复空间的   一一对应. 由此可得   平面上的

矢势为 

A =
∑
N

µN [(x− xN )êy − (y − yN )êx]

(x− xN )2 + (y − yN )2
. (11)

A

该矢势的确具有Wess-Zumino拓扑项的形式, 该

拓扑项已被用来成功描述Aharonov-Bohm效应 [27].

所考察的一维波函数去除平庸相位后的相对相位

变化, 即可由矢势  沿实轴的积分得到: 

∆ϕ =

∫ x2

x1

A(x, y = 0) · êxdx

=

∫ x2

x1

dx
∑
N

µNyN
(x− xN )2 + y2N

, (12)

或者可以表示为 

dϕ
dx

=
∑

N

µNyN
(x− xN )2 + y2N

. (13)
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图 2    坐标空间中孤子非线性干涉图样　(a)   空间两个孤子干涉随时间演化； (b)孤子中心 (  ) 处波函数密度对时间演

化. 两个具有相反方向速度   的完全相同的孤子. 实际参数为   ,

及  

xz

z = 0 b1, b2

a1 = 1, b1 = 5, g = 1, a2 = 1, b2 = −5, c1 = d1 = c2 = d2 = 0 S = 1, a = 1

Fig. 2. Nonlinear Interference of two solitons in position space: (a) Time evolution of soliton interference in    -space; (b) density

plot  of  soliton  center  (  )  vs.  time  t.  Two  identical  solitons  with  opposite  velocity    .  The  actual  parameters  are

 , and   . 
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µN

±Ω/(2π)

xy A

(xN ,±|y0|)

A

更令人惊讶的是, 这里的  对于任意互为共

轭出现的根只有两种取值  , 且一对共轭复

密度零点具有相反的值. 该特点已经被诸多非线性

波和线性波的分析结果所支持. 但尚未给出统一的

形式证明. 若假设该特点具有广泛性, 可以基于一

对共轭复根在某些条件下可以合并成一个实根 (该

实根处将对应实空间的一个密度零点), 从而给

出 W 的可能取值. 作为一个例子, 考虑一对共轭复

根 , 对应于   平面上矢势   的拓扑奇点 , 记为

 . 这一对共轭复根合并为实根过程所对

应的矢势  可以被下面的极限过程所描述: 

lim
b→bc

A = lim
|y0|→0

{
Ω[(x− xN )ey + |y0|ex]
2π[(x− xN )2 + |y0|2]

+
−Ω[(x− xN )ey − |y0|ex]
2π[(x− xN )2 + |y0|2]

}
= Ωδ[x− xN ]ex. (14)

|y0| → 0

bc

xN

假定极限  可以被波函数中某参数 b 趋

于某特定值  实现 (例如 b 可以是暗孤子相对于其

背景波的速度 [13] 或怪波的演化时间 [25]). 在这两个

共轭复根合并的位置  的相位变化为 

∆ϕ =

∫ +∞

−∞
Axdx = Ω. (15)

∆ϕ = ±π µN = ±1/2

穿越该一维实空间密度零点的相位变化只能是

 , 意味着  .

任意一个奇点的矢势场为 

± (x− xN )êy − (y − yN )êx
2(x− xN )2 + (y − yN )2

, (16)

A3D

(z = 0)

这恰好对应狄拉克磁单极的矢势   的二维形式

 . 再者, 这里二维复平面的密度零点可视为

带端点的狄拉克弦的二维退化. 由矢势可计算得到

相应的磁场强度为 

B=∇×A= êz
∑

N
2πµNδ(x− xN , y − yN ), (17)

±π

A

即每一个点状磁场的通量为  . 因此点状磁场很

好地保持了狄拉克磁单极磁通的量子化特征. 基于

这三方面的原因, 将矢势  视为二维狄拉克磁单极

势. 由此在互为共轭对出现的复零点上总可以按照

狄拉克的方式揭示出狄拉克磁单极场的存在. 下文

将分别分析线性波包干涉与非线性双孤子干涉情

形中的狄拉克磁单极分布、对应矢势与相位变化的

联系.

 3.2    线性波包干涉中的狄拉克磁单极势

z = 0

x, t

本文只考虑波包中心位置, 即实轴   处波

函数, 此时波函数密度仅仅是  的函数, 

ψ(x, t) =
A

1 + it/a2
e−

x2+ia2k2t
2a2(1+it/a2)

×

(
e

2ia2kx
2a2(1+it/a2) + e−

2ia2kx
2a2(1+it/a2)

)
. (18)

z±

µ = ±1

2

将 t 视作参数, 在给定时刻 t, 线性干涉情形中波函

数的密度零点可以解析给出, 存在两类解   分别

对应于  的磁单极:
 

z± =
π(a2 ± it)

2a2k
(2n+ 1), n ∈ Z (19)

dϕ/dx
考察波函数相对相位变化, 即 (18)式中乘号后加

和项, 相位导数可利用 (12)式将给定 t 时刻 

重构出来, 如图 3所示, 将波函数密度零点作为磁

单极根据 (12)式可以成功重构出波函数相位导数,

揭示了波函数密度零点与相位之间的深刻联系.

µ = ±1

2
t = −∞ t = +∞
t = 0

高斯波包线性干涉过程中, 磁单极在复平面上

的排布呈现为两条 X 交叉的直线, 两条直线上的

磁单极分别对应为  类型, 并且在随时间演

化过程中, 从   到  , X 首先表现出向

实轴靠近, 在  时刻两条直线重合, 所有复数解

变为纯实数解, 而后又远离实轴. 这些磁单极的运

动见图 4.

特别地, 当两条线上的磁单极完全碰撞的时

刻, 无法直接看到磁单极分布了, 但相位分布可以

通过磁单极场的极限分析获得. 极限分析得到的相

位分布符合通过波函数给出的节点分布.

 3.3    非线性双孤子干涉中的狄拉克磁单极势

对于双孤子非线性干涉情形, 无法解析地给出

波函数密度零点, 只能通过数值求解并计算其留数

进行分类. 同样可以重构出波函数在给定时刻 t 的

相位演化, 与高斯波包情形相似, 利用波函数密度

零点与 (12)式同样可以重构出波函数相位导数,

见图 5.

4bit i = 1, 2

非线性情形磁单极排布较为复杂, 除了与高斯

波包中相似的 X 交叉外, 还存在两条平行于虚轴

对应于孤子中心位置  的直线 (  ). 虚轴方

向的磁单极分布线是高斯波包线性干涉所不具有

的, 尽管干涉的密度和相位分布非常相似. 这意味
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着非线性干涉和线性干涉在拓扑场分布上具有很

大的差异. 孤子非线性干涉过程对应磁单极运动的

过程见图 6. 当孤子干涉出现最大可见度时, 所有

相反磁荷成对碰撞, X 交叉线上的碰撞给出波函数

实空间的节点分布. 但是虚轴方向两条线上的磁单

极没有在实轴上碰撞, 因此相位分布上没能看到其

贡献. 这些在复空间碰撞磁单极子的贡献可能跟非

线性波的动能和非线性相互作用能交换量有关.

 4   结果与讨论

x = 4bit i = 1, 2

研究两个高斯波包的线性干涉和双孤子的非

线性干涉现象中的相位特性, 并揭示狄拉克磁单极

广泛存在于干涉现象. 两种干涉现象都出现相似的

交叉排布的狄拉克磁单极场. 而双孤子干涉过程中

还存在对应于孤子中心位置   (  )的

两列垂直实轴分布的磁单极分布, 该特征是高斯波

包线性干涉过程所不具有的. 考虑到孤子非线性叠

加的振幅峰值可明显大于线性干涉所得的峰值, 预

计这些额外的虚轴分布的磁单极跟孤子系统中动

能和非线性相互作用能的转换存在一定的关联性.

±π t = 0

t = 0

±π

α± iβ lim
t→0

α± iβ = α

特别地, 一对具有相反磁荷的磁单极在实轴上

的碰撞总是融合为对应实零点, 该零点处恰好对应

 的相位跃变. 如图 7所示.   时刻, 高斯波包

或孤子情形均达到完全碰撞, 部分密度零点融合为

实零点, 利用 (10)式, 可以解释完全碰撞   时

刻产生的   相位跃变 . 假设存在一对共轭零点

  有  :
 

lim
t→0

µβ

(x− α)2 + β2
+

µβ

(x− α)2 + β2

= 2πµδ(x− α) = ±πδ(x− α). (20)

因而波函数相位导数为 

dϕ/dx =
∑

n
(±)nπδ(x− an), (21)

±π → ∓π

这对应于图 7所示波函数相位在实零点处的 π 跃

变 . 从碰撞前后的磁单极分布特征 , 可以看出

 相位翻转也广泛存在于干涉现象中. 该相

位翻转特征跟怪波的相位演化非常相似, 且都对应

波场振幅的增大和衰减过程的转变 [25]. 类似的研

究可以推广到其他物理系统中的局域波或它们的

干涉过程 [28−31].

复平面上磁单极的运动可能提供了一种崭新

的视角去看待孤子的碰撞及波函数的演化过程. 磁

单极子的运动可以用来确定怪波在时空中的相对

相位分布 [32], 利用它们的分布特征可以对暗孤子

的拓扑性质进行分类 [13]. 更多可能的应用还有待

进一步研究.
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图 7    完全碰撞时刻波函数相位    跃变与密度零点　(a)高斯波包线性干涉   时刻波函数相位与密度零点; (b)双孤子非

线性干涉   时刻波函数相位与密度零点. 线性干涉与非线性干涉情形实际参数分别同图 1和图 2
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Fig. 7.     jump of phase function and zeros of  density at complete collision time (  ):  (a) Phase jump and density zeros of

Gaussian wave packet linear interference at time   ; (b) phase jump and density zeros of double soliton nonlinear interference at

time   . The actual parameters for linear and nonlinear case are same as Fig. 1 and Fig. 2, respectively. 
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Abstract

±π

In this paper, we deeply investigate the phase evolution and the underlying topological vector potential in
the  nonlinear  interference  of  solitons.  Based  on  the  double-soliton  solution  of  1D  nonlinear  Schrödinger
equation, we find that the density zeros of wave function generally exist in the extended complex space, each
density  zero  corresponds  to  the  vector  potential  produced by Dirac  magnetic  monopole.  The  vector  potential
field is composed of periodically distributed Dirac magnetic monopole pairs with opposite magnetic charges. By
observing  the  motion  of  magnetic  monopoles,  we  can  conveniently  understand  the  phase  evolution
characteristics  during  the  interference  process.  In  particular,  we  find  that  the  collision  of  a  pair  of  magnetic

monopoles with opposite charge on the real axis corresponds exactly to the    jump of the wave function phase
at nodes. For comparison, we also discuss Dirac magnetic monopoles and vector potential field in linear wave
packet  interference  case.  The  results  show  that  the  Dirac  magnetic  monopole  potential  widely  exists  in  the
interference  phenomena  of  wave  fields,  and  the  distribution  of  magnetic  monopoles  in  the  extended  complex
space can be used to distinguish the topological properties behind the linear and nonlinear interference process.
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